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混合境界条件の Poisson方程式と弱形式 : 1/2
Ω ⊂ R2, ∂Ω = ΓD ∪ ΓN

−△u = f in Ω,

u = g on ΓD,

∂u
∂n

= h on ΓN .

弱形式
V : 関数空間, V (g) = {u ∈ V ; u = g on ΓD}. V = C1(Ω) ∩ C0(Ω̄) ?
Find u ∈ V (g) s.t.

∫

Ω

−△u vdx =

∫

Ω

f vdx ∀v ∈ V (0)

部分積分に関する Gauss-Greenの公式より
u, v ∈ V , n =

[
n1

n2

]
: 境界 ∂Ωに対する外向き法線ベクトル

∫

Ω

(∂iu)v dx = −
∫

Ω

u∂iv dx+

∫

∂Ω

univ ds .



混合境界条件の Poisson方程式と弱形式 : 2/2

∫

Ω

(−∂2
1 − ∂2

2)u v dx =

∫

Ω

(∂1u∂1v+∂2u∂2v) dx−
∫

∂Ω

(∂1un1+∂2un2)v ds

=

∫

Ω

∇u ·∇v dx−
∫

ΓD∪ΓN

∇u · n v ds

v = 0 on ΓD ⇒ =

∫

Ω

∇u ·∇v dx−
∫

ΓN

hv ds

次を満たす u ∈ V (g)を見付けよ∫

Ω

∇u ·∇vdx =

∫

Ω

f vdx+

∫

ΓN

h vds ∀v ∈ V (0)

! a(·, ·) : V × V → R : 双一次形式
! F (·) : V → R : 汎関数

次を満たす u ∈ V (g)を見付けよ
a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V (0)



離散化と行列表現: 1/2
有限要素基底 span[ϕ1, . . . ,ϕN ] = Vh ⊂ V

uh ∈ Vh ⇒ uh =
∑

1≤i≤N uiϕi

有限要素節点 {Pj}Nj=1, ϕi(Pj) = δi j Lagrange要素
ΛD ⊂ Λ = {1, . . . , N} : Dirichlet境界にある節点の添字集合
Dirichletデータ: u(Pk) = g(Pk) Pk ∈ ΓD

Vh(g) = {uh ∈ Vh ; uh =
∑

uiϕi, uk = gk (k ∈ ΛD)}

次を満たす uh ∈ Vh(g)を見付けよ
a(uh, vh) = F (vh) ∀vh ∈ Vh(0).

次を満たす {uj}, uk = gk(k ∈ ΛD)を見付けよ
a(
∑

j

ujϕj ,
∑

i

viϕi) = F (
∑

i

viϕi) ∀{vi}, vk = 0(k ∈ ΛD)

次を満たす {uj}j∈Λ を見付けよ
∑

j

a(ϕj ,ϕi)uj = F (ϕi) ∀i ∈ Λ \ ΛD

uk = gk ∀k ∈ ΛD



離散化と行列表現: 2/2
次を満たす {uj}j∈Λ\ΛD

を見付けよ
∑

j∈Λ\ΛD

a(ϕj ,ϕi)uj = F (ϕi)−
∑

k∈ΛD

a(ϕk,ϕi)gk ∀i ∈ Λ \ ΛD

A = {a(ϕj ,ϕi)}i,j∈Λ\ΛD
: 対称

A ∈ RN×N , f ∈ RN , N = #(Λ \ ΛD)

係数行列の正定値性は双一次形式の強圧性より得られる
A : (対称)正定値,即ち, (Au⃗, u⃗) > 0 ∀u⃗ ̸= 0証明

(Au⃗, u⃗) =
∑

i

(
∑

j

a(ϕj ,ϕi)uj

)
ui

= a(
∑

j

ϕjuj ,
∑

i

ϕiui) = a(u, u) ≥ α||u||21

双一次形式の強圧性は Poincare’sの不等式 |u|21 ≥ c||u||20 より得られる
a(u, u) =

∫

Ω

∇u ·∇u = ||∇u||20 = |u|21

|u|21 = ((1− β) + β)|u|21 ≥ cβ||u||20 + (1− β)|u|21 =
c

1 + c
||u||21 (β =

1
1 + c

ととる)



P1有限要素と疎行列
Th : 領域 Ωの三角形要素 K ∈ Th による要素分割区分的一次要素 : ϕi|K(x1, x2) = a0 + a1x1 + a2x2

ϕi|K(Pj) = δi j

[A]i j = a(ϕj ,ϕi) =

∫

Ω

∇ϕj ·∇ϕi dx =
∑

K∈Th

∫

K

∇ϕj ·∇ϕi dx.

A : 疎行列, CRS (Compressed Row Storage)形式によって格納する



非斉次 Drichlet条件の問題を解くためのペナルティー法
行列 Aの対角成分のうち添字集合 k ∈ ΛD の添字で示される要素を修正ペナルティーパラメータ τ = 1/ε; tgv

τuk +
∑

j ̸=k

ak juj = τgk ⇔ uk − gk = ε(−
∑

j ̸=k

ak juj),

∑

j

ai juj = fi ∀i ∈ {1, . . . , N} \ ΛD.

この手法は行列の添字の順番付けを変更せず行列の対称性を保つことができる.

ug ∈ V (g)を見付けると u0 + ug ∈ ug + V (0)により斉次 Dirichlet境界条件の問題に帰着できる:次を満たす u0 ∈ V (0)を見付けよ a(u0, v) = F (v)− a(ug, v) ∀v ∈ V (0)



抽象的弱形式
V : 内積 (·, ·)を持ち,ノルムを || · ||と表わす Hilbert空間双一次形式 a(·, ·) : V × V → R

! 強圧性 : ∃α > 0 a(u, u) ≥ α||u||2 ∀u ∈ V .
! 連続性 : ∃γ > 0 |a(u, v)| ≤ γ||u|| ||v|| ∀u, v ∈ V .汎関数 F (·) : V → R.

次を満たす u ∈ V を見付けよ a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V

は Lax-Milgramの定理により一意的な解を持つ
双一次形式 a(·, ·)に対する,より一般的な条件

! inf-sup条件
! ∃α1 > 0 sup

v∈V,v ̸=0

a(u, v)

||v|| ≥ α1||u|| ∀u ∈ V .

! ∃α2 > 0 sup
u∈V,u ̸=0

a(u, v)

||u|| ≥ α2||v|| ∀v ∈ V .

次を満たす u ∈ V を見付けよ a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V の問題は一意的な解を
持つ.



誤差評価理論 : 1 /2
V : Hilbert空間, Vh ⊂ V : 有限要素空間

! u ∈ V , a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V .
! uh ∈ Vh, a(uh, vh) = F (vh) ∀vh ∈ Vh ⊂ V .

a(u, vh) = F (vh) ∀vh ∈ Vh ⊂ V より次が得られる
Galerkin直交性 a(u− uh, vh) = 0 ∀vh ∈ Vh双一次形式 a(·, ·)の強圧性と連続性を仮定する.
Céaの補題 ||u− uh|| ≤

γ
α
infvh∈Vh ||u− vh||.

証明: α||u− uh||2 ≤ a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− vh + vh − uh)

= a(u− uh, u− vh)

≤ γ||u− uh||||u− vh||.

双一次形式 a(·, ·)の inf-sup条件と連続性を仮定する.
||u− uh|| ≤ ||u− vh||+ ||uh − vh||

≤ ||u− vh||+
1
α
sup
wh

a(uh − vh, wh)
||wh||

= ||u− vh||+
1
α
sup
wh

a(u− vh, wh)
||wh||

≤ ||u− vh||+
1
α
sup
wh

γ||u− vh||||wh||
||wh||

= (1 +
γ
α
)||u− vh||



誤差評価理論 : 2 /2
Πh : C(Ω̄) → Vh, Πhu =

∑
1≤i≤N u(Pi)φi,

span[{φi}1≤i≤N ] = Sh,有限要素基底 φi による線形包
多項式による補間誤差 K ∈ Th, Pk(K) ⊂ Hl(K), v ∈ Hk+1(Ω)
⇒
∃c > 0 |v −Πhv|s,K ≤ c hk+1−s

K |v|k+1,K (0 ≤ s ≤ min{k + 1, l}).
cf. Ern-Guermond, 2021

厳密解 u ∈ Hk+1 に対する Pk 要素による有限要素解 uh の誤差
⇒
∃c > 0 ||u− uh||1,Ω ≤ c hk|u|k+1,Ω

証明:

||u− uh||1,Ω ≤ c inf
vh∈Vh

||u− vh||1,Ω

≤ c||u−Πhu||1,Ω
≤ c̃
∑

K∈Th
(|u−Πhu|0,K + |u−Πhu|1,K)

≤ č
∑

K∈Th
(h(k+1)

K + hk
K)|u|k+1,K

≤ ĉhk|u|k+1,Ω



Sobolev空間
P1有限要素空間は要素間の辺で微分値が連続とならないため C1(Ω)に属さない

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) ; ||u||21 = (u, u) < +∞}

(u, v) =

∫

Ω

u v +∇u ·∇v,

||u||20 =

∫

Ω

uu, |u|21 =

∫

Ω

∇u ·∇u

H1
0 = {u ∈ H1(Ω) ; u = 0 on ∂Ω}.

Poincaréの不等式 ∃C(Ω) u ∈ H1
0 ⇒ ||u||0 ≤ C(Ω)|u|1.証明 (正方形領域 Ω = (0, s)× (0, s)に対して)

v ∈ C∞
0 (Ω),

v(x1, x2) =v(0, x2) +

∫ x1

0
∂1v(t, x2)dt

|v(x1, x2)|2 ≤
∫ x1

0
12dt

∫ x1

0
|∂1v(t, x2)|2dt ≤ s

∫ s

0
|∂1v(t, x2)|2dt

∫ s

0
|v(x1, x2)|2dx1 ≤ s2

∫ s

0
|∂1v(x)|2dx1

∫

Ω
|v|2 =

∫

B
|ṽ|2dx1dx2 ≤ s2

∫

B
|∂1ṽ|2dx1dx2 = s2

∫

Ω
|∂1v|2.



数値積分
数値積分公式:三角形要素 K での積分点 {Pi}i≤i≤m と重み {ωi}i≤i≤m

a(ϕj ,ϕi) =
∑

K∈Th

∫

K

∇ϕj ·∇ϕi =
∑

K∈Th

m∑

l=1

∇ϕj(Pl) ·∇ϕi(Pl)ωl

|u− uh|20,Ω =
∑

K∈Th

∫

K

|u− uh|2dx ∼
∑

K∈Th

m∑

l=1

|u(Pl)− uh(Pl)|2ωl

公式: 5-次, 7-点,
P.C. Hammer, O.J. Marlowe, A.H. Stroud [1956]

面積座標 {λi}3i=1 重み
( 13 ,

1
3 ,

1
3 )

9
40 |K| ×1

( 6−
√
15

21 , 6−
√
15

21 , 9+2
√
15

21 ) 155−
√
15

1200 |K| ×3

( 6+
√
15

21 , 6+
√
15

21 , 9−2
√
15

21 ) 155+
√
15

1200 |K| ×3

注意有限要素法の誤差評価を実行する際に厳密解 uを有限要素空間に補間して計算する |Πhu− uh|1,Ω と誤差の値は改善されてしまっていることが多い (超収束と呼ばれる. 極端な例では双一次形式の解は補間と同じになり誤差は生じない).



P2有限要素
Th : 領域 Ωの三角形要素 K ∈ Th による要素分割区分的二次要素 : 三角形要素 K あたり 6自由度

基底関数は面積座標を {λ1,λ2,λ3}, λ1 + λ2 + λ3 = 1用いると次のように表現される
⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4

ϕ5

ϕ6

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 −1
1 −1 −1

1 −1 −1
4

4
4

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ2
1

λ2
2

λ2
3

λ2λ3

λ3λ1

λ1λ2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

λ1(2λ1 − 1)
λ2(2λ2 − 1)
λ3(2λ3 − 1)

4λ2λ3

4λ3λ1

4λ1λ2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠



混合境界付近での Neumannデータの扱い
Neumannデータは有限要素基底 ϕi との積の線積分で計算される

与えられた Neumannデータ hが有限要素基底で補間されている場合
h =

∑
j hjϕj |ΓN は次のように計算される

∑

j

hj

∫

ΓN

ϕjϕi ds.

節点 Q ∈ Γ̄D ∩ Γ̄N では Dirichletデータと Neumannデータの両方が必要.



有限要素定式化の利点
! 境界条件は部分積分の公式により導出される弱形式に自然な形で記述される
! Dirichlet境界条件は関数空間に埋め込まれ本質的境界条件と呼ばれる
! Neumann境界条件は Gauss-Greenの公式により表面/線積分として扱われ自然境界条件と呼ばれる
! 線形方程式の可解性は連続問題の弱形式の可解性を引き継ぐ
! 有限要素解の誤差は有限要素空間の近似能力によって評価される
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非圧縮性流体 : 1/2
Stokes方程式領域を Ω,境界を ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , nを境界での外向き単位法線とする.流速 uと圧力 pに対する非圧縮性条件を課す次の方程式系を考える.

−2∇ ·D(u) +∇p = f in Ω

∇ · u = 0 in Ω

u = g on ΓD

σ(u, p)n = h on ΓN

D(u)は変形速度テンソル D(u) =
1
2
(∇u+ (∇u)T )

u = [u1, u2, u3]に対して,

∇u =

[
∂1u1 ∂2u1 ∂3u1

∂1u2 ∂2u2 ∂3u2

∂1u3 ∂2u3 ∂3u3

]
= (∇uT )T

変形速度テンソルの成分表示 [D(u)]i j = (∂jui + ∂iuj)/2から
[∇·2D(u)]i =

∑

j

∂j(∂iuj+∂jui) = ∂i
∑

j

∂juj+
∑

j

∂j∂jui = [△u]i(⇐ ∇·u = 0)

応力は I を 3× 3の単位行列として, σ(u, p) = 2D(u)− p I .



Stokes方程式の弱形式
Stokes方程式の弱形式流速場を求める部分集合を V (g) = {u ∈ H1(Ω)3 ; u = g on ΓD},圧力場を求める部分空間を Q = L2(Ω)テスト関数 v ∈ V (0)を第一式の運動方程式の両辺に掛けて,領域 Ωで積分する.

−
∫

Ω

2 (∇ ·D(u)) · v +

∫

Ω

∇p · v =

∫

Ω

f · v

Gauss-Greenの公式より
−
∫
Ω

∑
i

∑
j ∂j(∂iuj + ∂jui)vi +

∫
Ω

∑
i ∂ipvi

=
∫
Ω

∑
i

∑
j(∂iuj + ∂jui)∂jvi −

∫
∂Ω

∑
i

∑
j(∂iuj + ∂jui)njvi

−
∫
Ω

∑
i p∂ivi +

∫
∂Ω

∑
i p nivi

変形速度テンソルが対称テンソルである [D(u)]i j = (∂iuj + ∂jui)/2ことから
∑

i,j(∂iuj+∂jui)∂jvi =
∑

i,j(∂iuj+∂jui)∂ivj = 2
∑

i,j(∂iuj+∂jui)/2(∂ivj+∂ivj)/2

弱形式は次のようになる
∫

Ω

2D(u) : D(v)−
∫

Ω

p∇ · v =

∫

Ω

f · v +

∫

ΓN

(2D(u)n− np) · v



Stokes方程式の境界条件
滑り境界条件
n : 境界での単位外向き法線
t1, t2 境界での単位接線 t1 × t2 = n

{
u · n = 0

σ(u, p)n× n = 0

境界でテスト関数 v は外向き法線成分が 0とする u · n = 0

v = (v · n)n+ (v · t1)t1 + (v · t2)t2 = v1t1 + v2t2

σ(u, p)n · v = σ(u, p)n · (v1t1 + v2t2)

= v1σ(u, p)n · t1 + v2σ(u, p)n · t2

全周 Dirichlet境界条件
Γ = ∂Ω全周で u = g を課すためには ∫

∂Ω
g · n = 0が必要. 非圧縮性条件から

0 =

∫

Ω

∇ · u = −
∫

Ω

u ·∇1 +

∫

∂Ω

u · n =

∫

∂Ω

g · n

圧力 pに定数値 p0 を加えても ∇(p+ p0) = ∇pとなるため,圧力は定数分の任意性を持つ. Q = L2
0(Ω) = {p ∈ L2(Ω) ;

∫
Ω
p = 0}あるいは Q = L2(Ω)/Rを用いる.



Stokes方程式の双一次形式と可解性
a(u, v) = 2

∫

Ω

D(u) : D(v), b(u, p) = −
∫

Ω

∇ · u p

F (v) =

∫

Ω

f · v +

∫

ΓN

h · v

流入,流出境界条件を課す Stokes方程式の関数空間は
V (g) := {u ∈ H1(Ω)3 ; u = g on ΓD}, V = V (0)

Q := L2(Ω)

次を満たす (u, p) ∈ V (g)×Qを見付けよ
a(u, v) + b(v, p) + b(u, q) = F (v) ∀(v, q) ∈ V ×Q

強圧性 ∃α > 0 a(u, u) ≥ α||u||2 ∀u ∈ V連続性 ∃γ > 0 |a(u, v)| ≤ γ||u|| ||v|| ∀u, v ∈ V

inf-sup条件 ∃β > 0 sup
v∈V

b(v, q)
||v||1

≥ β||q||0

V ×Qでの双一次形式を A(u, p ; v, q) = a(u, v) + b(v, p) + b(u, q)とすると,上記 3条件より
∃α′ > 0 sup

(v,q)∈V ×Q

A(u, p ; v, q)
||(v, q)||V ×Q

≥ α′||(u, p)||V ×Q



Stokes方程式の有限要素近似 : 1/2
流速に P2要素,圧力に P1要素を用いる

Vh(g) = {uh|K ∈ P 3
2 (K) ; uh = g on ΓD}

Qh = {ph|K ∈ P1(K)}

要素サイズ hに対し一様な inf-sup条件が成り立つ
∃β > 0 sup

v∈Vh

b(v, q)
||v||1

≥ β||q||0 ∀q ∈ Qh

連続版と同様に
∃α′ > 0 sup

(v,q)∈Vh×Qh

A(u, p ; v, q)
||(v, q)||Vh×Qh

≥ α′||(u, p)||Vh×Qh

有限要素解の誤差は有限要素空間の関数近似の能力に帰着される
||(u− uh, p− ph)||V ×Q ≤ (1 +

γ′

α′ )||(u− vh, p− qh)||V ×Q



Stokes方程式の有限要素近似 : 2/2
流速と圧力の双方に P1要素を用いる

Vh(g) = {uh|K ∈ P 3
1 (K) ; uh = g on ΓD}

Qh = {ph|K ∈ P1(K)}

δ > 0を正のパラメータ定数, hK を要素の直径とする.安定化項を実現する圧力に関する双一次形式を導入する
d(p, q) =

∑

K

h2
K

∫

K

∇p ·∇q

要素サイズに依存するノルムを |p|2h = d(p, p)とする.
V ×Qでの双一次形式として次を用いる

A(u, p ; v, q) = a(u, v) + b(v, p) + b(u, q)− δd(p, q)

inf-sup条件を緩めた条件が成立する
∃β1,β2 > 0 sup

v∈Vh

b(v, q)
||v||1

≥ β1||q||0 − β2|q|h ∀q ∈ Qh

Galerkin直交性は安定化項のため満されないが,

A′(u− uh, p− ph ; vh, qh) = −δd(p, qh)
有限要素解の誤差は要素サイズ hの 1次のオーダーになる

||u− uh||1 + ||p− ph||0 ≤ c h{||u||2 + ||p||1}



Stokes方程式の有限要素近似の行列表現 : 1/2
流速と圧力の有限要素基底を span{ϕi} = Vh, span{ψi} = Qh とする. 双一次形式に対する剛性行列を次のように表す.

[A]i j = a(ϕj ,ϕi),

[BT ]i j = b(ϕi,ψj), [B]i j = b(ϕj ,ψi)

P2/P1要素を用いる有限要素解を求める連立一次方程式は
[
A BT

B 0

] [
u
p

]
=

[
f
0

]

双一次形式に対する inf-sup条件 supv∈Vh

b(v, q)
||v||1

≥ β||q||0 は ||v||1 = 1を満す
任意の v ∈ V に対して, 0 = b(v, p) ≥ β||p||となる場合には p = 0が従うことになり, BT p = 0の時は p = 0となる. この場合剛性行列は不定値であるが,逆を持つことがわかる.
([

A BT

B 0

] [
u
p

]
,

[
u
−p

])
= 0 ⇒ (Au, u) + (BT p, u) + (Bu,−p)=(Au, u) ≥ α||u||2

⇒ u = 0

⇒ BT p = −Au = 0

⇒ p = 0



Stokes方程式の有限要素近似の行列表現 : 2/2
流速と圧力の有限要素基底を span{ϕi} = Vh, span{ψi} = Qh とする. 双一次形式に対する剛性行列を次のように表す.

[A]i j = a(ϕj ,ϕi), [D]i j = d(ψj ,ψi)

[BT ]i j = b(ϕi,ψj), [B]i j = b(ϕj ,ψi)

P1/P1要素を用いる有限要素解を求める連立一次方程式は
[
A BT

B −δD

] [
u
p

]
=

[
f
0

]

第 2式の符号を替えると
[
A BT

−B δD

] [
u
p

]
=

[
f
0

]

([
A BT

−B δD

] [
u
p

]
,

[
u
p

])
= (Au, u) + (BT p, u) + (−B u, p) + δ(Dp, p)

= (Au, u) + δ(Dp, p) > 0

剛性行列は非対称になるが,強圧性が成り立つ.



非圧縮性流体 : 2/2
定常 Navier-Stokes方程式領域を Ω,境界を ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , nを境界での外向き単位法線とする.
Reを Reynolds数とする.流速 uと圧力 pに対する非圧縮性条件を課す次の方程式系を考える.

(u ·∇u)u− 1
Re

∇ ·D(u) +∇p = f in Ω

∇ · u = 0 in Ω

u = g on ΓD

σ(u, p)n = h on ΓN

Stokes方程式の拡散項と勾配と発散の項の双一次形式と外力の線形形式
a(u, v ;Re) = 2

Re

∫

Ω

D(u) : D(v), b(u, p) = −
∫

Ω

∇ · u p

F (v) =

∫

Ω

f · v +

∫

ΓN

h · v

に非線形項を追加する
aN (w, u, v) =

∫

Ω

(w ·∇)u · v

非線形の弱形式は次を満たす (u, p) ∈ V (g)×Qを見付けよ,となる
aN (u, u, v)+a(u, v ;Re)+ b(v, p)− b(u, q)+ δd(p, q) = F (v) ∀(v, q) ∈ V ×Q



非線形問題の解法 : 1/2
定常 Navier-Stokes方程式の非線形弱形式
F(u, p ; v, q) := aN (u, u, v)+ aN (u, v ;Re)+ b(v, p)− b(u, q)+ δd(p, q)−F (v)

により,非線形問題は
F(u, p ; v, q) = 0 ∀(v, q) ∈ V ×Q

を満す (u, p) ∈ V (g)×Qを求めよとなる.
Newton法を適用するために, F(u, p ; v, q)の Fréchet微分を考える. 非線形項は流速の弱形式 aN (u, u, v)のみであるので, FN (u, v) = aN (u, u, v)の
u ∈ V (g)に対する, δu ∈ V (0)の変分を計算する. δuの 2次の項を無視すると

FN (u+ δu, v)− FN (u, v) = aN (u+ δu, u+ δu, v)− aN (u, u, v)

≃ aN (δu, u, v) + aN (u, δu, v)

n-ステップの解 (un, pn)から (un+1, pn+1)を更新する Newton法の反復は,次を満す (δu, δp) ∈ V (0)×Qを見付け
aN (δu, un, v) + aN (un, δu, v) + a(δu, v ; Re) + b(v, δp)− b(δu, q) + δd(δp, q)

=aN (un, un, v) + a(un, v ; Re) + b(v, pn)− b(un, q) + δd(pn, q)− F (v) ∀(v, q) ∈ V ×Q

un+1 = un − δu, pn+1 = pn − δpとする.増分 (δu, δp)を求める際の流速の境界条件は δu ∈ V ×Qより斉次 Dirichlet条件を課すことに注意する.



非線形問題の解法 : 2/2
Navier-Stokes方程式の非線形項の un ステップの線形化による係数行列を次のように表す.

[A1(u
n)]i j = aN (ϕj , u

n,ϕi), [A2(u
n)]i j = aN (un,ϕj ,ϕi)

流速と圧力に関する線形化された方程式の行列表現は
[
A1(u

n) +A2(u
n) +A(Re) BT

−B δD

] [
u
p

]
=

[
fu
fp

]

ここで右辺は n-ステップでの残差 F(un, pn ; ϕiV ,ψiP )を表わす.
Reynolds数が大きくなると,定常解は存在しないが,その場合は Newton法の
Jacobi行列の可解性が失なわれている.

Newton法の収束のためには適切な初期値を選ぶ必要がある.
! 初期データ (u0, p0)は Stokes方程式の解を利用する.
! 高い Reynolds数の定常解は低い Reynolds数の定常解を初期データに利用する.


