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まえがき 

本マニュアルは，科学用サブルーチンライブラリ SSL II (Scientific Subroutine 

Library II) の機能と使用方法について記述しています． 

SSL II は，パーソナルコンピュータからベクトル計算機にわたる種々のシステムで

利用できます．利用者プログラムと SSL II のインタフェースは，システムが異なっ

ても全て同一になっています．したがって，本マニュアルは，SSL II が提供される各

種システムで共通に利用されることを意図して記述しています． 

本マニュアルは，いくつかの章から成り，SSL II を初めてお使いになる方は，あら

かじめ“本マニュアルの読み方”をお読みになってからお使い下さい． 

なお，SSL II の開発にあたっては，下記に示した関係各所の深大な御協力，御指導

をいただきました．ここに深く感謝致します． 

北海道大学大型計算機センタ殿 

名古屋大学大型計算機センタ殿 

京都大学大型計算機センタ殿 

九州大学大型計算機センタ殿 

日本原子力研究所核設計研究室殿 

 （順不同） 

SSL II は，最新の技術を維持するために，改良並びに新規追加がなされることがあ

ります．また，改良若しくは新規追加したサブルーチンが，既存サブルーチンの機能

を包含し，性能的にまさる場合には，一定の猶予期間をおいて，既存サブルーチンを

削除することがありますので，あらかじめご承知おきください． 

（ご注意） 

特定のシステムでは，ハードウェア上の制約のために SSL II の一部の機能が制限

される場合があります．本マニュアルでは，該当機能を “SSL II 一覧表”に明記し

ています． 

 
輸出管理規制について 
 本ドキュメントを輸出または第三者へ提供する場合は, お客様が居住する 
 国および米国輸出管理関連法規等の規制をご確認のうえ, 必要な手続きを 
おとりください. 
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SSL II の増補拡充に当たって 

SSL II は，機能・性能・使い易さ・信頼性・移行性などの点で，SSL を改善拡充

することを目標に開発を進めてきましたが，幸い各方面から，高い評価を得るように

なりました．これはひとえに，関係各位の暖かい御理解と御支援の賜物と深く感謝い

たします． 
SSL II のような科学用サブルーチンライブラリは，専門家にとっては，新しい研究

成果を正確に広く伝達する強力な手段であり，利用者にとっては，専門家の深い知識

と経験に基づく成果を詳細に知らなくても，簡単に利用できる利点をもっています．

そのため，欧米では，専門家の成果を集大成して，流通の労をとる組織が発達してい

ます．一方，我が国では，大学・研究所などで開発収集が進められていますが，その

成果の流通は，今一つ円滑さを欠いているように思われます．わが国でも早急に欧米

のような方式を取り入れ，専門家の成果を各位の利用の便に供する必要があると考え

ます． 
そこで SSL II は，我が国の実情に合うハンドブックとして，著作を広く全国の専

門家にお願いし，富士通は自らも著作を行いつつ，編集出版の役割を果すのが良いと

考え，これを識者の方々に披露したところ，多くの御賛同を得ました． 
ここに今日までに著作頂いた各位の御氏名を記し，感謝の意を表明します．また，

新しい試みに参画されたことに対し，深く敬意を表明します．利用者各位におかれま

しても，著作者の苦心を評価して頂き，論文・報告書などの執筆に当たっては，可能

な限り，SSL II 利用の旨を記載頂ければ幸いです． 
富士通は，今後も広く関係各位の御尽力を仰ぎ，ソフトウェアの流通が円滑に行わ

れ，計算機科学が一層発展することを期待して，課せられた任務を積極的に果たす所

存です．関係各位の御協力を賜わりますようお願い致します． 
 

1980 年 12 月 
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 巻1

SSL II 一覧表 
 

以下に SSL II の各機能項目を示す．各機能に対応して原則的に単精度演算用と
倍精度演算用の 2 種類のルーチンを利用できる．“サブルーチン名”には単精度演
算用のルーチン名を示している．倍精度演算用のルーチン名は，先頭に“D”を付
加すればよい． 

ハードウェア上の制約等のために機能が制限される場合は，“備考”欄にその旨
を示している．“備考”欄の記号の意味は以下の通りである． 

*： 通常，単精度演算用と倍精度演算用の両ルーチンを利用できるが，以下の様
な条件のシステムでは，単精度演算用ルーチンしか利用できない． 
条件： FORTRAN システムが 4 倍精度演算機能をサポートしていない場合． 
例  ： SX/G100 シリーズ SSL II 

 FM シリーズ SSL II 
#： 全てのシステムで単精度演算用ルーチンだけ利用できる．倍精度演算用ルー

チンはないことを意味する． 
 

A. 線型計算 

行列格納モードの変換 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

CGSM 行列格納モードの変換（一般モード→対称行列用圧縮モード） 256  
CSGM 行列格納モードの変換（対称行列用圧縮モード→一般モード） 279  
CGSBM 行列格納モードの変換（一般モード→対称バンド行列用圧縮モード） 255  
CSBGM 行列格納モードの変換（対称バンド行列用圧縮モード→一般モード） 277  
CSSBM 行列格納モードの変換（対称行列用圧縮モード→対称バンド行列用圧縮モード） 280  
CSBSM 行列格納モードの変換（対称バンド行列用圧縮モード→対称行列用圧縮モード） 278  

行列操作 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

AGGM 行列の和（実行列） 75  
SGGM 行列の差（実行列） 552  
MGGM 行列の積（実行列） 452  
MGSM 行列の積（実行列・実対称行列） 453  
ASSM 行列の和（実対称行列） 120  
SSSM 行列の差（実対称行列） 571  
MSSM 行列の積（実対称行列） 465  
MSGM 行列の積（実対称行列・実行列） 464  
MAV 実行列と実ベクトルの積 444  
MCV 複素行列と複素ベクトルの積 448  
MSV 実対称行列と実ベクトルの積 466  
MSBV 実対称バンド行列と実ベクトルの積 462  
MBV 実バンド行列と実ベクトルの積 446  
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連立 1 次方程式 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

LAX 実行列の連立 1 次方程式（クラウト法） 374  
LCX 複素行列の連立 1 次方程式（クラウト法） 393  
LSX 正値対称行列の連立 1 次方程式（変形コレスキー法） 431  
LSIX 実対称行列の連立 1 次方程式（ブロック対角ピボッティング手法） 424  
LSBX 正値対称バンド行列の連立 1 次方程式（変形コレスキー法） 420  
LSBIX 実対称バンド行列の連立 1 次方程式（ブロック対角ピボッティング手法） 418  
LBX1 実バンド行列の連立 1 次方程式（ガウス消去法） 388  
LSTX 正値対称 3 項行列の連立 1 次方程式（変形コレスキー法） 428  
LTX 実 3 項行列の連立 1 次方程式（ガウス消去法） 436  
LAXR 実行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 385 * 
LCXR 複素行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 395 * 
LSXR 正値対称行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 433 * 
LSIXR 実対称行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 426 * 
LSBXR 正値対称バンド行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 422 * 
LBX1R 実バンド行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 390 * 

逆行列 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

LUIV LU 分解された実行列の逆行列 439  
CLUIV LU 分解された複素行列の逆行列 270  
LDIV LDLT 分解された正値対称行列の逆行列 398  

行列の三角分解 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

ALU 実行列の LU 分解（クラウト法） 88  
CLU 複素行列の LU 分解（クラウト法） 268  
SLDL 正値対称行列の LDLT 分解（変形コレスキー法） 559  
SMDM 実対称行列の MDMT 分解（ブロック対角ピボッティング手法） 561  
SBDL 正値対称バンド行列の LDLT 分解（変形コレスキー法） 542  
SBMDM 実対称バンド行列の MDMT 分解（ブロック対角ピボッティング手法） 544  
BLU1 実バンド行列の LU 分解（ガウス消去法） 178  
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三角分解された連立 1 次方程式 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

LUX LU 分解された実行列の連立 1 次方程式 442  
CLUX LU 分解された複素行列の連立 1 次方程式 272  
LDLX LDLT 分解された正値対称行列の連立 1 次方程式 400  
MDMX MDMT 分解された実対称行列の連立 1 次方程式 450  
BDLX LDLT 分解された正値対称バンド行列の連立 1 次方程式 125  
BMDMX MDMT 分解された実対称バンド行列の連立 1 次方程式 181  
BLUX1 LU 分解された実バンド行列の連立 1 次方程式 175  

最小二乗解 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

LAXL 実行列の最小二乗解（ハウスホルダー変換） 376  
LAXLR 実行列の最小二乗解の反復改良 383 * 
LAXLM 実行列の最小二乗最小ノルム解（特異値分解法） 379  
GINV 実行列の一般逆行列（特異値分解法） 329  
ASVD1 実行列の特異値分解（ハウスホルダー法，QR 法） 121  

B. 固有値固有ベクトル 

固有値固有ベクトル 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

EIG1 実行列の固有値及び固有ベクトル（2 段 QR 法） 288  
CEIG2 複素行列の固有値及び固有ベクトル（QR 法） 233  
SEIG1 実対称行列の固有値及び固有ベクトル（QL 法） 547  
SEIG2 実対称行列の固有値及び固有ベクトル（バイセクション法，逆反復法） 549  
HEIG2 エルミート行列の固有値及び固有ベクトル（バイセクション法，逆反復法） 343  

BSEG 実対称バンド行列の固有値及び固有ベクトル 
（ルティスハウザー・シュワルツ法，バイセクション法，逆反復法） 

195  

BSEGJ 実対称バンド行列の固有値及び固有ベクトル（ジェニングス法） 197  
TEIG1 実対称 3 重対角行列の固有値及び固有ベクトル（QL 法） 572  

TEIG2 実対称 3 重対角行列の固有値及び固有ベクトル 
（バイセクション法，逆反復法） 

574  

GSEG2 実対称行列の一般固有値及び固有ベクトル（バイセクション法，逆反復法） 335  
GBSEG 実対称バンド行列の一般固有値及び固有ベクトル（ジェニングス法） 324  
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固有値 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

HSQR 実ヘッセンベルグ行列の固有値（2 段 QR 法） 348  
CHSQR 複素ヘッセンベルグ行列の固有値（QR 法） 261  
TRQL 実対称 3 重対角行列の固有値（QL 法） 587  
BSCT1 実対称 3 重対角行列の固有値（バイセクション法） 187  

固有ベクトル 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

HVEC 実ヘッセンベルグ行列の固有ベクトル（逆反復法） 350  
CHVEC 複素ヘッセンベルグ行列の固有ベクトル（逆反復法） 263  
BSVEC 実対称バンド行列の固有ベクトル（逆反復法） 207  

その他 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

BLNC 実行列の平衡化 173  
CBLNC 複素行列の平衡化 230  
HES1 実行列の実ヘッセンベルグ行列への変換（ハウスホルダー法） 345  
CHES2 複素行列の複素ヘッセンベルグ行列への変換（安定化基本相似変換） 259  
TRID1 実対称行列の実対称 3 重対角行列への変換（ハウスホルダー法） 585  
TRIDH エルミート行列の実対称 3 重対角行列への変換（ハウスホルダー法） 582  

BTRID 実対称バンド行列の実対称三重対角行列への変換 
（ルティスハウザー・シュワルツ法） 

210  

HBK1 実行列の固有ベクトルへの逆変換と正規化 341  
CHBK2 複素行列の固有ベクトルへの逆変換 257  
TRBK 実対称行列の固有ベクトルへの逆変換 578  
TRBKH エルミート行列の固有ベクトルへの逆変換 580  
NRML 実行列の固有ベクトルの正規化 487  
CNRML 複素行列の固有ベクトルの正規化 274  
GSCHL 一般形から標準形への変換（実対称行列の一般固有値問題） 333  
GSBK 一般形の固有ベクトルへの逆変換（実対称行列の一般固有値問題） 331  
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C. 非線型計算 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

RQDR 実係数 2 次方程式 541  
CQDR 複素係数 2 次方程式 276  
LOWP 実係数低次代数方程式（5 次以下） 410  
RJETR 実係数高次代数方程式（ジェンキンス・トラウプの方法） 535  
CJART 複素係数高次代数方程式（ヤラット法） 266  
TSD1 実超越方程式 f(x) = 0（ブレント法） 593  
TSDM 実超越方程式 f(x) = 0（マラー法） 590  
CTSDM 複素超越方程式 f(z) = 0（マラー法） 281  
NOLBR 連立非線型方程式（ブレント法） 475  

D. 極値問題 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

LMINF 1 変換関数の極小化（微係数不要，2 次補間法） 405  
LMING 1 変換関数の極小化（微係数要，3 次補間法） 407  
MINF1 多変数関数の極小化（微係数不要，改訂準ニュートン法） 454  
MING1 多変数関数の極小化（微係数要，準ニュートン法） 458  
NOLF1 関数二乗和の極小化（微係数不要，改訂マルカート法） 479  
NOLG1 関数二乗和の極小化（微係数要，改訂マルカート法） 483  
LPRS1 線形計画問題（改訂シンプレックス法） 412  
NLPG1 非線形計画問題（微係数要，パウエル法） 470  

E. 補間・近似 

補間 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

AKLAG エイトケン・ラグランジュ補間 79  
AKHER エイトケン・エルミート補間 76  
SPLV 3 次 spline 補間式による補間 568  
BIF1 B-spline 補間式 (I) による補間 145  
BIF2 B-spline 補間式 (II) による補間 147  
BIF3 B-spline 補間式 (III) による補間 149  
BIF4 B-spline 補間式 (IV) による補間 151  
BIFD1 B-spline 2 次元補間式 (I-I) による補間 140  
BIFD3 B-spline 2 次元補間式 (III-III) による補間 143  
AKMID 2 次元準エルミート補間式による補間 81  
INSPL 3 次 spline 補間式 363  
AKMIN 準エルミート補間式 85  
BIC1 B-spline 補間式 (I) 132  
BIC2 B-spline 補間式 (II) 134  
BIC3 B-spline 補間式 (III) 136  
BIC4 B-spline 補間式 (IV) 138  
BICD1 B-spline 2 次元補間式 (I-I) 127  
BICD3 B-spline 2 次元補間式 (III-III) 129  
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近似 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

LESQ1 最小二乗近似多項式 402  

平滑化 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

SMLE1 最小二乗近似多項式による平滑化（等間隔離散点） 564  
SMLE2 最小二乗近似多項式による平滑化（不等間隔離散点） 566  
BSF1 B-spline 平滑化式による平滑化 205  
BSC1 B-spline 平滑化式（固定節点） 190  
BSC2 B-spline 平滑化式（節点追加方式） 192  
BSFD1 B-spline 2 次元平滑化式による平滑化 203  
BSCD2 B-spline 2 次元平滑化式（節点追加方式） 183  

級数 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

FCOSF 偶関数の cosine 級数展開（関数入力，高速 cosine 変換） 302  
ECOSP cosine 級数の求和 286  
FSINF 奇関数の sine 級数展開（関数入力，高速 sine 変換） 314  
ESINP sine 級数の求和 292  
FCHEB 実関数のチェビシェフ級数展開（関数入力，高速 cosine 変換） 296  
ECHEB チェビシェフ級数の求和 284  
GCHEB チェビシェフ級数の導関数 327  
ICHEB チェビシェフ級数の不定積分 354  

F. 変換 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

FCOST 離散型 cosine 変換（台形公式，2 基底 FFT） 311  
FCOSM 離散型 cosine 変換（中点公式，2 基底 FFT） 308  
FSINT 離散型 sine 変換（台形公式，2 基底 FFT ） 322  
FSINM 離散型 sine 変換（中点公式，2 基底 FFT） 319  
RFT 離散型実フーリエ変換 532  
CFTM 多次元離散型複素フーリエ変換（混合基底 FFT） 242  
CFT 多次元離散型複素フーリエ換（8, 2 基底 FFT） 239  
CFTN 離散型複素フーリエ変換（8, 2 基底 FFT，逆順出力） 246  
CFTR 離散型複素フーリエ変換（8, 2 基底 FFT，逆順入力） 251  
PNR ビット逆転によるデータの置換 512  
LAPS1 ラプラス変換（複素右半平面で正則な有理関数） 365  
LAPS2 ラプラス変換（一般の有理関数） 367  
LAPS3 ラプラス変換（一般関数） 369  
HRWIZ Hurwitz 多項式の判定 347  
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G. 数値微積分 

数値微分 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

SPLV 数値微分（不等間隔離散点入力，3 次 spline 補間式） 568  
BIF1 
BIF2 
BIF3 
BIF4 

数値微分（不等間隔離散点入力，B-spline 補間式） 

145 
147 
149 
151 

 

BSF1 数値微分（不等間隔離散点入力，B-spline 平滑化式） 205  
BIFD1 
BIFD3 2 次元数値微分（不等間隔格子点入力，B-spline 2 次元補間式） 140 

143  

BSFD1 2 次元数値微分（不等間隔格子点入力，B-spline 2 次元平滑化式） 203  
GCHEB チェビシェフ級数の導関数 327  

 
数値積分 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

SIMP1 1 次元有限区間積分（等間隔離散点入力，シンプソン則） 553  
TRAP 1 次元有限区間積分（不等間隔離散点入力，台形則） 577  
BIF1 
BIF2 
BIF3 
BIF4 

1 次元有限区間積分（不等間隔離散点入力，B-spline 補間式） 

145 
147 
149 
151 

 

BSF1 1 次元有限区間積分（不等間隔離散点入力，B-spline 平滑化式） 205  
BIFD1 
BIFD3 2 次元有限領域積分（不等間隔格子点入力，B-spline 2 次元補間式） 140 

143  

BSFD1 2 次元有限領域積分（不等間隔格子点入力，B-spline 2 次元平滑化式） 203  
SIMP2 1 次元有限区間積分（関数入力，適応型シンプソン則） 554  
AQN9 1 次元有限区間積分（関数入力，適応型ニュートン・コーツ 9 点則） 115  
AQC8 1 次元有限区間積分（関数入力，クレンショー・カーチス型積分法） 90  
AQE 1 次元有限区間積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 96  
AQEH 1 次元半無限区間積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 100  
AQEI 1 次元全無限区間積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 102  
AQMC8 多次元有限領域積分（関数入力，クレンショー・カーチス型積分法） 104  
AQME 多次元積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 110  

H. 微分方程式 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

RKG 連立 1 階常微分方程式（ルンゲ・クッタ・ギル法） 539  
HAMNG 連立 1 階常微分方程式（ハミング法） 337  
ODRK1 連立 1 階常微分方程式（ルンゲ・クッタ・ヴァーナー法） 508  
ODAM 連立 1 階常微分方程式（アダムス法） 489  
ODGE スティフ連立 1 階常微分方程式（ギア法） 498  
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I. 特殊関数 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

CELI1 第 1 種完全楕円積分 K(x) 236  
CELI2 第 2 種完全楕円積分 E(x) 237  
EXPI 指数積分 )(),( xExE ii  294  
SINI 正弦積分 Si(x) 558  
COSI 余弦積分 Ci(x) 275  
SFRI 正弦フレネル積分 S(x) 551  
CFRI 余弦フレネル積分 C(x) 238  
IGAM1 第 1 種不完全ガンマ関数 γ (ν,x) 359  
IGAM2 第 2 種不完全ガンマ関数 Γ (ν,x) 360  
IERF 逆誤差関数 erf -1 (x) 356  
IERFC 逆余誤差関数 erfc-1 (x) 357  
BJ0 第 1 種 0 次ベッセル関数 J0 (x) 163  
BJ1 第 1 種 1 次ベッセル関数 J1 (x) 164  
BY0 第 2 種 0 次ベッセル関数 Y0 (x) 217  
BY1 第 2 種 1 次ベッセル関数 Y1 (x) 219  
BI0 第 1 種 0 次変形ベッセル関数 I0 (x) 157  
BI1 第 1 種 1 次変形ベッセル関数 I1 (x) 158  
BK0 第 2 種 0 次変形ベッセル関数 K0 (x) 171  
BK1 第 2 種 1 次変形ベッセル関数 K1 (x) 172  
BJN 第 1 種整数次ベッセル関数 Jn (x) 159  
BYN 第 2 種整数次ベッセル関数 Yn (x) 212  
BIN 第 1 種整数次変形ベッセル関数 In (x) 153  
BKN 第 2 種整数次変形ベッセル関数 Kn (x) 165  
CBIN 複素変数第 1 種整数次変形ベッセル関数 In (z) 221  
CBKN 複素変数第 2 種整数次変形ベッセル関数 Kn (z) 227  
CBJN 複素変数第 1 種整数次ベッセル関数 Jn (z) 223  
CBYN 複素変数第 2 種整数次ベッセル関数 Yn (z) 232  
BJR 第 1 種実数次ベッセル関数 Jν (x) 161  
BYR 第 2 種実数次ベッセル関数 Yν (x) 213  
BIR 第 1 種実数次変形ベッセル関数 Iν (x) 155  
BKR 第 2 種実数次変形ベッセル関数 Kν (x) 166  
CBJR 複素変数第 1 種実数次ベッセル関数 Jν (z) 225  
NDF 正規分布関数 φ (x) 468  
NDFC 余正規分布関数 ψ (x) 469  
INDF 逆正規分布関数 φ -1 (x) 361  
INDFC 逆余正規分布関数 ψ-1 (x) 362  
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J. 擬似乱数 

サブルーチン名 項      目 ページ 備  考

RANU2 一様乱数 (0, 1) の生成 523 # 
RANU3 一様乱数 (0, 1) の生成（シャフル型） 525 # 
RANN1 正規乱数の生成（高速型） 518 # 
RANN2 正規乱数の生成 520 # 
RANE2 指数乱数の生成 517 # 
RANP2 ポアソン乱数の生成 521 # 
RANB2 二項乱数の生成 515 # 
RATF1 一様乱数 (0, 1) の頻度テスト 527 # 
RATR1 一様乱数 (0, 1) の上昇・下降連テスト 529 # 
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本マニュアルの読み方 
本マニュアルを利用するにあたり，利用者が必要

な情報を迅速に，正確に，かつ誤ることなく把握で
きるように，ここでは本マニュアルの論理的構造を
示すとともに，必要な情報を得るための手順を述べ
る． 

本マニュアルは，大きく 2 部から構成されている． 
 
第 I 部には SSL II の概説，第 II 部には SSL II の

各サブルーチンの使用方法を述べている． 
 
第 I 部は，12 章から構成されている． 
第 1 章では，SSL II の開発背景，開発方針，ある

いは全体としての特徴を述べてある． 
第 2 章では，SSL II のどのサブルーチンを使う場

合にも必要となる SSL II の一般規約を述べてある．
したがって，SSL II の利用にあたり，この章は必ず
目を通していただきたい． 

第 3 章から第 12 章までは，目次に見られるとおり
数値計算の各分野ごとに章を設け，必要な章だけ拾
って読むことが容易にできるように，できるだけ互
いに独立させてある．そして，その章に属するサブ
ルーチンの使分けなり，目的なりを述べたので使用
を誤らないためにも必ず一読していただきたい． 

以上のように各章は非常に簡単な論理的関係しか
なく，それを図示すれば次のようになる． 

 

12 章 

3 章 

4 章 

5 章 2 章 1 章 
…

 
 

この図から分かるように，例えば行列の固有値を
求めたい利用者なら第 2 章を読んだあと第 4 章へ進
んでどのサブルーチンを使えばよいかをつかむこと
ができる． 

 
第 II 部では，SSL II の個々のサブルーチンの使用

方法の説明が，サブルーチン名のアルファベット順
に編集されている．  

個々のサブルーチンの説明においては， 
(1) 機能 
(2) パラメタ 
(3) 使用上の注意 
(4) 手法概要 

の四つの部分に分けて順に述べてある．これらの
各々において意図したことは次のとおりである． 

(1) 機能 
そのサブルーチンがどのような数学的な量を求め

るか，あるいはどのような処理を行うかを述べる． 
 

(2) パラメタ 
そのサブルーチンが必要とする入力情報あるいは

演算後の出力情報のための変数，配列について説明
する． 

パラメタ名についてはなるべく慣用に従い，しか
も統一をとりながら名前をつけている．  

 
(3) 使用上の注意 

ここでは，更に次の三つの部分に分けている． 
a. 使用する副プログラム 

そのサブルーチンが内部で SSL II の他のサブ
ルーチンを使っている場合は「SSL II」という項
でそれを挙げる．また FORTRAN の組込み関数，
基本外部関数を使っている場合は，「FORTRAN
基本関数」という項でそれを挙げる． 
 

b. 注意 
そのサブルーチンを使うにあたっての注意事項
を挙げる． 
 

c. 使用例 
そのサブルーチンの使い方について一つの例を
挙げる．ここでは分かりやすい例を挙げること
を考えたため，工学，物理学などへの応用には
いたっていない． 
数学的な量がそのサブルーチンだけでは得られ
ず，他のサブルーチンを併用することにより得
られる場合は，その組合せを重視しなければな
らないので，それを明らかにするような例にし
ている（特に線型計算，固有値固有ベクトルの
分野においてはこのような例が多い）． 
なお，使用例を挙げるにあたり入力データの大
きさ，その他の条件についての仮定は，使用例
の先頭で説明している． 

 
(4) 手法概要 

そのサブルーチンが使っている手法を概略的に述
べる．本マニュアルは使用手引書であるから，その
手法の考え方，計算手順だけに目標をしぼって述べ
ている． 

なおそのサブルーチンの作成にあたり直接に引用
した文献，あるいは理論において重要な文献は 
「付録 4. 参考文献一覧表」に載せたので，「手法概
要」の説明でいたらないところは，それらを参照し
ていただきたい． 

 
本マニュアルは以上 2 部のほかに，「SSL II 一覧

表」及び「付録 1. 補助サブルーチン」，「付録 2. 
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SSL II サブルーチン名一覧表」，「付録 3. 分類コー
ドとサブルーチン名対応表」及び「付録 4. 参考文献
一覧表」を添えている． 

「SSL II 一覧表」は，用意されているサブルーチ
ンを分野別に，しかも機能別に載せたものである．
この表はサブルーチンの索引などに使える． 

「付録 1. 補助サブルーチン」は，補助サブルーチ
ンの機能について述べてある． 

「付録 2. SSL II サブルーチン名一覧表」は， 
1. 一般サブルーチン 
2. スレーブサブルーチン 
3. 補助サブルーチン 

の三つの表から成る．1. は，SSL II 一覧表のサブル
ーチン名を全分野をとおしてアルファベット順に並
べ，各サブルーチンが内部でどのようなサブルーチ
ンを使っているかを示したものである．更に 2. は一
つ一つのスレーブサブルーチン（この定義について

は 2.1 節で述べる）がどのサブルーチンから使われる
かを示したものであり，3.は補助サブルーチンの一覧
表である． 
「付録 3. 分類コードとサブルーチン名対応表」は，
サブルーチン名を分類コード順に載せたものである．
この表は，分類コードからサブルーチン名を索引す
るときに有効である． 

「付録 4. 参考文献一覧表」は，SSL II の開発にあ
たり直接に引用した文献，あるいは理論において重
要な文献を載せたものである． 

本マニュアルを利用するにあたっての予備知識と
しては FORTRAN 言語の文法のほか何ら想定はしな
いが，利用者を，ある程度，数値計算に興味を持っ
ていることを予期している． 

なお，下記に本マニュアル中で使用している数学
記号を示してある． 

数学記号表 

記  号 凡  例 意  味 備  考 
T AT （行列 A の）転置行列．  
 xT （縦ベクトル x の）転置ベクトル（横ベクトル）．  
 x = (x1,...,xn)T 縦ベクトル． 記号 (  ) を見よ． 

-1 A-1 （行列 A の）逆行列．   
A* （行列 A の）共役転置行列．  
x* （縦ベクトル x の）共役転置ベクトル．  * 
z* 

– z  （複素数 z の）共役複素数． 
ibaz += のとき， ibaz −=*  

*zz =  
 

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nnn

n

aa

aa

aaa

......

.........

...

...

1

2221

11211

A  
（A は要素 aij を持つ n × n の）行列．  

(  ) x = (x1,..., xn)T （x は要素 xi を持つ n 次元の）縦ベクトル．  
 A = (aij) 行列 A の要素（を aij で表す）．  
 x = (xi) 縦ベクトル x の要素（を xi で表す）．  

diag A = diag (aii) （行列 A は要素 aii を持つ）対角行列．  
I  単位行列．  

det det (A) （行列 A の）行列式  
rank rank (A) （行列 A の）階数  
|| || ||x|| （ベクトル x の）ノルム 

n 次元の x = (xi) なるベクトルのとき， 

∑=
=

||||||
n

i
ix

1
1x  : 一様ノルム 

∑ ||=
=

||||
n

i
ix

1

2
2x  : ユークリッドノルム 

|||||| =∞ ii
xmaxx  : インフィニティノルム 

記号Σ, |  |, max を見よ. 

 

 ||A|| （行列 A の）ノルム 
n × n の A = (aij) なる行列のとき， 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∑

=
∞

n

j
ij

i
a

1
maxA

 :インフィニティノルム． 

 

( , ) (x, y) （ベクトル x と y の）内積． x , y が複素ベクトルのとき， 
(x, y)= xT y  

 (a, b) 開区間．  
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[ , ] [a, b] 閉区間．  
 

記  号 凡  例 意  味 備  考 
>> a >> b （a は b より）非常に大きい．  
≠ a ≠ b （a は b に）等しくない．  
≈ f(x) ≈P(x) 近似記号（f(x)を P(x)で近似する）．   
≡ F(x) ≡f′ (x) / f(x) 定義記号（F(x)を f′ (x) / f(x)で定義する）  
{  } {xi} 数列  

∑  ∑
=

n

mi
ix  （xm, ...., xn の）総和． n<m の場合は，無視する． 

∑
≠
=

n

li
mi

ix の場合は，xl を除いた総和． 

 ∑ +
i

jix 2  （i に関する）総和．  

 y′,  f′ (x) 

dx

xdf
xf

dx

dy
y

)(
)(, =′=′  

n 階の導関数は，  

f (n) (x)= d f x
dx

n

n
( )  

 z  （z の）絶対値． z = a + ib の場合， 
22 baz +=  

max max(x1,..., xn) (x1,..., xn)の最大値．  
 

i
max xi   

min min(x1,..., xn) (x1,..., xn)の最小値．  
 

i
min xi   

sign sign (x) x の符号． x が正のとき 1. 
x が負のとき -1. 

log log x x の自然対数  
Re Re (z) （複素数 z の）実部．  
Im Im (z) （複素数 z の）虚部．  
arg arg z （複素数 z の）偏角．  

ijδ   クロネッカーのデルタ．  
γ   オイラー定数．  
π   円周率．  
i z = a + ib 虚数単位． i = −1  
P.V. 

∫ ∞−

x t

dt
t

e P.V.  
（積分の）主値．  

 ...
2

2

1

1

0 +++
b

a

b

a
b  

連分数．  

∈  Xx ∈  （元 x は集合 X に）属する．  

{ }  { })(xxx ϕ=  （ )( xx ϕ= を満たす x 全体の）集合．  

Ck [ ]baCxf k ,)( ∈  
( f(x)は[a, b]で) 
k 階導関数までが連続な関数． 

 

 
［注意］ 各記号の意味を違えて用いる場合は，その箇所で再定義をしている． 

また，慣用に従い明確な記号については，本表から省略した． 
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第 1 章 
SSL II  の概要 

1.1 SSL II  の開発背景 

数値計算ライブラリとしての SSL (Scientific 
Subroutine Library) が開発されてから，既にかなり
の歳月が流れている．その間，数値計算技術の進歩
や計算機の能力向上に伴い，SSLも何回かにわたっ
て，いくつかの改善や機能追加がなされてきた．し
かしながら，次のような要望に，SSLの改善や機能
追加の範囲で対処することは困難になってきた． 
① ライブラリ全体として，個々のサブルーチンの

機能と仕様のバランスをよくすること． 
② 新手法の追加によって，体系がくずれることの

ないようにすること． 
③ マニュアルにおいて，各手法や使分けに関する

説明を充実すること． 
そこで，以上のような背景を踏まえて，新たに開

発したものが SSL II である． 

1.2 SSL II  の開発方針 

(1) 体系化 
利用者が自分の要求に合うサブルーチンを的確に

速く見い出せることは，ライブラリとして最も大切
な要素である．SSL II では次の2点に重点をおいて
体系化を図っている． 
① 数値計算の分野を，次のように区分している． 

A 線型計算 
B 固有値固有ベクトル 
C 非線形計算 
D 極値問題 
E 補間・近似 
F 変換 
G 数値微積分 
H 微分方程式 
I 特殊関数 
J 擬似乱数 

また，それぞれの分野に応じて，更に細区分し，
ライブラリ全体が階層構造をなすようになってい
る．これによって，個々のサブルーチンの位置づけ
が，明確になっている． 

② 分野によっては機能の細分化を図っている．し
たがって，一つのまとまった機能と細分化され
た機能との2種類のサブルーチンを用意してお
り，よりきめの細かい使用も可能となってい
る． 

 
(2) 性能の向上 

アルゴリズムとプログラミングの面から，精度と
速度の向上を図っている． 
① アルゴリズムの面では，精度的に安定な手法の

うち新しいものをベースとしている．したがっ
て，従来標準的なものとされてきた手法でも，
SSL II では除かれているものがある． 

② プログラミングの面では特に速度向上に重点が
おかれている．システム間の互換性及び信頼性
を高めるなどの理由から，使用言語はアセンブ
ラを使わずに，FORTRANを用いて，コンパイ
ラの最適化機能の恩恵をできるだけ受けるよう
にコーディングされている． 
なお，VS方式に対するプログラミング上の配慮
としては，VS方式でない計算機に対して逆効果
とならない程度に，プログラムの局所性を高め
る工夫がなされている． 

 
(3) 信頼性の向上 

一部の分野を除いては，単精度，倍精度用ルーチ
ンが同一のソースプログラムから作り出されるよう
になっている． 

 
(4) 互換性の維持 

開発されたソフトウェアは，複数の異種システム
間で持ち運びされることが日常化して来ており，こ
れに対応するためにライブラリは，システムに依存
しないように作られるべきであるといわれている． 

SSL II の構成は，システムに依存する箇所を少数
の補助サブルーチンにして，異種システム間での互
換性を維持できるようにしている． 
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1.3 SSL II  の特徴 

以下にSSL II の特徴を列挙する． 
• SSL II  は FORTRAN で作成されたサブルー

チンの集合体である． 
したがって，利用者は，自分の要求に合ったサ
ブルーチンを利用者プログラムから CALL 文
によって利用できる． 

• すべてのサブルーチンは入力文を使わずに作ら
れている．したがって，利用者の与えるデータ
は，すべて主記憶上にあるものとして扱われ
る． 

• データの大きさはサブルーチンのパラメタを通
して与えるようになっており，その大きさはサ
ブルーチンの内部では制限されない． 

• 行列を扱う線型計算や固有値固有ベクトルの分
野においては，記憶領域節約のため，対称行
列，バンド行列は，圧縮モード（「2.8 データ
の格納方法」参照）で処理される． 

• すべてのサブルーチンは，実行後の状態を示す
出力パラメタを持っている．このパラメタの内
容は，処理された状態に応じて，大きくいくつ
かの段階にわかれている（「2.6 サブルーチン
実行後の状態」参照）．サブルーチンはどのよ
うな場合においても必ず利用者のプログラムに
戻るので，利用者は，サブルーチン実行後この
パラメタの内容を調べることによって適切な処
置をとることができる． 
更に，利用者の指示に従って，このサブルーチ
ン実行後の状態を出力することもできる．
（「2.6 サブルーチン実行後の状態」参照）．  

1.4 SSL II  を利用できるシステム 

利用者システムにおいて，FORTRAN コンパイラ
が使用できるなら，SSL II  はシステム構成の大き
さにかかわらず，原則として使用できる．ただし主
記憶の大きさは，使用されるSSL II  サブルーチン
の数とその大きさ，利用者プログラムの大きさ及び
データの大きさによって左右される． 

なおSSL II  は，上述のように FORTRAN のサ
ブルーチンとなるよう記述されているが，そのシス
テムで許容されるならば，ALGOL, PL/I, COBOL, そ
の他の言語でも使うことができる． 

その利用方法は，そのシステムの FORTRAN 使
用手引書及びその言語の使用手引書の異種言語間結
合の項を参照されたい． 
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第 2 章 
SSL II の一般規約 

2.1 サブルーチンの種類 

SSL II のサブルーチンには，利用形態に応じて，
表 2.1 のように，三つの種類のルーチンがある．  

表 2.1 サブルーチンの種類 

サブルーチン
の種類 

副プログラム
の区分 利用形態 

一般サブルー
チン 

サブルーチン
副プログラム 

利用者の使用できるルーチンであ
る． 

スレーブサブ
ルーチン 

一般サブルーチンが固有に呼び出
すルーチンである． 
利用者が直接このルーチンを扱う
ことはできない． 

補助サブルー
チン 

サブルーチン
副プログラム
又は,関数副プ
ログラム 

一般サブルーチン，スレーブサブ
ルーチンを全般にわたり補助する
ルーチンである． 

 
更に，表 2.1 のうち一般サブルーチンは，機能の

程度に応じて，表 2.2 のように，二つのレベルのル
ーチンにわけられる．この区分は，ある一つの機
能を果たすためのルーチンが，内部的には更に幾
つかの機能単位に分かれる場合に生じる． 

表 2.2  サブルーチンのレベル 

種 類 機能の程度 
標準ルーチン
(standard 
routine) 

一つのまとまった機能を果たす．例えば，連立 1 次
方程式を解く，など． 

コンポーネン
トルーチン
(component 
routine) 

一つのまとまった機能を果たすための機能単位． 
例えば，係数行列の三角分解など． 
いくつかのコンポーネントルーチンを組み合せて，
標準ルーチンとなる． 

 

2.2 分類コード 

SSL II のサブルーチンには，次ページ図 2.1 の
ような一般規則に従って，11 桁の分類コード が割
り振られている． 

2.3 サブルーチン名 

SSL II の各種サブルーチンには，以下に述べる
ような一般規則に従って，サブルーチン名がつけ
られている． 

 
(1) 一般サブルーチン 

図 2.2 に従っている．先頭の文字が S 又は D に
より，演算精度を区別している． 

 

 

 [S]…単精度用（通常 S は省略している．）  
 D  …倍精度用 

英字 1 桁：演算精度を区別する． 

英数字最大 5 桁：機能を分類明示する文字． 
末尾 1 桁が数字の場合，通常，
関連機能のサブルーチンに対す
る追番を表す．  

 
図 2.2  一般サブルーチン名 

(2) スレーブサブルーチン 
a. サブルーチン副プログラム又は実数型関数副

プログラムの場合 
図 2.3 に従っている．演算精度の区別は，(1)
と同様であるが，更に固定的に“U”が続いて
いる． 
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 U 

英字1桁：演算精度を区別する． 
固定 

英数字最大4桁：((1)に準じる) 

 
図 2.3  スレーブサブルーチンのサブルーチン名 (I) 

b. 複素数型関数副プログラムの場合 
図 2.4 に従っている．先頭は固定的に“Z”が
付けられており，他は a.に準じている． 

 
 Z U 

英字1 桁：演算精度を区別する． 
 

固定 

固定 

英数字最大 3 桁． 

 
図 2.4  スレーブサブルーチンのサブルーチン名 (II) 

(3) 補助サブルーチン 
補助サブルーチンについては，それぞれの機能

に応じた適切なサブルーチン名が付けられている．
詳細は，付録 1 を参照すること． 

 

2.4 パラメタ 

SSL II のサブルーチンと利用者のプログラムと
のデータの受け渡しは，すべてパラメタ渡しによ
り行う． 

ここでは，SSL II におけるパラメタの種類とそ
の並び順，及び諸注意について述べる． 

 
(1) パラメタの種類 

利用者側からみたときの入出力関係に応じて，
次の種類を定義する． 
a. 入出力パラメタ…パラメタに値を入力する．

また演算後，結果が同一領域上に出力
される． 

b. 入力パラメタ…パラメタに値を入力する．演
算後内容は保存される． 
なお，保存されない場合には，“演算
後，内容は保存されない”と各サブル
ーチンの説明の項で明記される． 

c. 出力パラメタ…パラメタ値が出力される． 
d. 作業領域パラメタ…作業領域として使用され

る． 
演算後，内容は原則として意味を持た
ない． 

更に，パラメタの内容に応じて，次の種類を定
義する． 
a. 主部パラメタ…数値計算の実質的な対象とな

るデータを格納する（例えば，行列の
要素など）． 

 

数字 2 桁: 小分類及び追分類 

数字 3 桁: サブルーチン番号 
同一分類内で割りあてられた
通番． 

1.…標準ルーチン 
2.…コンポーネントルーチン 

英字 + 数字 1 桁: 大分類 
数字 1 桁:  中分類

A ...線型計算 
B....固有値固有ベクトル 
C....非線型計算 
D ...極値問題 
E....補間・近似 
F ....変換 
G ...数値微積分 
H ...微分方程式 
I .....特殊関数 
J.....擬似乱数 

数字 1 桁: サブルーチンレベル 

1       2      3       4      5       6      7      8    9    10   11

 
図 2.1  分類コードの割振り 
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b. 制御部パラメタ…数値計算の実質的な対象と
ならないデータを格納する．（例えば，
行列の次数，判定値など）  

 
(2) パラメタの並び順 

パラメタの並び順は，原則的には，パラメタの
種類に応じて図 2.5 のような順に従っている． 

 

作業領域パラメタ

出力パラメタ 
入力パラメタ 

入出力パラメタ 

ICON)( , , , , , , ,,

 
 部は主部パラメタ， 部は制御部パラメタである． 
ICON は実行後の状態を示すパラメタである． 
 

図 2.5  パラメタの並び順 

なお，制御部パラメタのうち，図 2.5 の原則に
従わないものもあるので（例えば，行列の整合寸
法など），実際の並びは，各サブルーチンの説明
の項を参照すること． 

 
(3) パラメタの扱いに関する諸注意 
a. パラメタの型 

パラメタの型は，FORTRAN が定める暗黙の
型宣言に従っている． 
例えば，A は 4 バイトの実数型（倍精度用サ
ブルーチンでは，8 バイトの実数型），IA は
標準バイト長の整数型である． 
更に，複素データを複素変数として扱う場合
には，パラメタの先頭が“Z”で始まっている． 
例えば，ZA は 8 バイトの複素数型（倍精度用
サブルーチンでは 16 バイトの複素数型）であ
る． 

b. パラメタの外部手続き名 
パラメタとして，外部手続き名を指定する場
合には，SSL II のサブルーチンを呼び出す利
用者のプログラムで，この外部手続き名を
EXTERNAL 文で宣言する必要がある． 

c. 実行後の状態 
SSL II のサブルーチンには，実行後の状態を
示すパラメタ ICON が用意されている． 
詳細は，2.6 節を参照すること． 

2.5 各種定義 

(1) 行列の区分 
SSL II で扱う行列は，表 2.3 に従って区分する． 

表 2.3  行列の区分 

区分の要因 区分内容 
構造 
(structure) 

密行列  (dense matrix) 
バンド行列  (band matrix) 

形式 
(form) 

対称  (symmetric matrix) 
非対称  (unsymmetric matrix) 

型 
(type) 

実行列  (real matrix) 
複素行列  (complex matrix) 

性質 
(character) 

正値  (positive definite) 
正則  (non singular) 
非正則  (singular) 

 
(2) 行列の各部分の呼称 

SSL II で扱う行列において, その各部分を次ペ
ージ図 2.6 のように呼称する．ここで，n×n の行
列 A の要素を aij と表す． 

 
(3) 行列の定義と呼称 

SSL II で扱う行列のうち，その構造に従って固
有の呼称を持つ行列について定義する． 
a. 上三角行列 

上三角行列とは，(2.1) により特徴づけられる
行列である． 

ijaij <= ,0  (2.1) 

すなわち，行列の下三角部分はすべて零要素
である． 

b. 単位上三角行列 
単位上三角行列とは，(2.2) により特徴づけら
れる行列である． 

⎩
⎨
⎧

<
=

=
ij
ij

aij ,0
,1

 (2.2) 

すなわち，すべての対角要素が 1 である上三
角行列である． 

c. 下三角行列 
下三角行列とは，(2.3) により特徴づけられる
行列である． 

ijaij >= ,0  (2.3) 

すなわち，行列の上三角部分はすべて零要素
である． 

d. 単位下三角行列 
単位下三角行列とは，(2.4) により特徴づけら
れる行列である． 

⎩
⎨
⎧

>
=

=
ij
ij

aij ,0
,1

 (2.4) 

すなわち，すべての対角要素が 1 である下三
角行列である．
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A= 

(*) 対角部分は対角線ともいう． 

上バンド幅 h2 
下バンド幅 h1 

上バンド部分 
{上バンド要素 | aij ∈ A, i+h2 ≥ j ≥ i+1} 
下バンド部分 
{下バンド要素 | aij ∈ A, j+h1 ≥ i ≥ j+1} 

上三角部分 
{上三角要素 |aij ∈ A , j ≥ i+1} 

下三角部分 
{下三角要素 | aij ∈ A, i ≥ j+1} 

第 2 上副対角部分 (*) 
{第 2 上副対角要素 | aij ∈ A, j=i+2} 
(第 1) 上副対角部分 (*) 
{(第 1) 上副対角要素 | aij ∈ A, j=i+1} 
(主) 対角部分 (*) 
{(主) 対角要素 | aij ∈ A, i=j} 
(第 1) 下副対角部分(*) 
{(第 1) 下副対角要素 | aij ∈ A, i=j+1} 
第 2 下副対角部分 (*) 
{第 2 下副対角要素 | aij ∈ A, i=j+2} 

 
図 2.6  行列の各部分の呼称 

e. 対角行列 
対角行列とは，(2.5) により特徴づけられる行
列である． 

ijaij ≠= ,0  (2.5) 

すなわち，行列の上，下三角部分はすべて零要
素である． 

f. 三重対角行列（3 項行列） 
三重対角行列（3 項行列）とは，(2.6) に特徴づ
けられる行列である． 

⎩
⎨
⎧

+>
−<

=
1,0
1,0

ij
ij

aij  (2.6) 

すなわち，行列の上，下副対角部分及び主対角
部分を除きすべて零要素である． 

g. ブロック対角行列 
nn ×  行列 A において ji nn ×  行列 A ij (ブロ

ック) を考える．ここで， ∑∑ == ji nnn .  

ブロック対角行列とは，(2.7) で特徴づけられ
る行列である． 

jiij ≠= ,0A  (2.7) 

すなわち，ブロックが対角線上にあり，それら
ブロックの直和で表せる行列である． 

h. ヘッセンベルグ行列 
ヘッセンベルグ行列とは，(2.8) により特徴づ
けられる行列である． 

1,0 −<= ijaij  (2.8) 

すなわち，行列の上三角部分，主体角部分及び
下副対角部分を除き，すべて零要素である． 

i. 対称バンド行列 
対称バンド行列とは，上，下バンド幅 h とし
て，(2.9) により特徴づけられる行列である． 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−

>−
=

hjia

hji
a

ji
ij ,

,0
 (2.9) 

すなわち，行列の対角部分及び上，下バンド部
分を除きすべて零要素である． 

j. バンド行列 
バンド行列とは，下バンド幅 h1, 上バンド幅 h2 

として，(2.10) により特徴づけられる行列であ
る． 

⎩
⎨
⎧

+>
+>

=
1

2

,0
,0

hji
hij

aij  (2.10) 

すなわち，対角部分及び上，下バンド部分を除
き，すべて零要素である． 

k. 上バンド行列 
上バンド行列とは，上バンド幅 h として，
(2.11) により特徴づけられる行列である． 

⎩
⎨
⎧

<

+>
=

ij

hij
aij ,0

,0
 (2.11) 

すなわち，対角部分及び上バンド部分を除き，
すべて零要素である． 
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l. 単位上バンド行列 
単位上バンド行列とは，上バンド幅 h, として，
(2.12) により特徴づけられる行列である． 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
+>

=
=

ij
hij

ij
aij

,0
,0
,1

 (2.12) 

すなわち，すべての対角要素が 1 である上バン
ド行列である． 

m. 下バンド行列 
下バンド行列とは，下バンド幅 h として，
(2.13)により特徴づけられる行列である． 

⎩
⎨
⎧

>
−<

=
ij

hij
aij ,0

,0
 (2.13) 

すなわち，対角部分及び下バンド部分を除き，
すべて零要素である． 

n. 単位下バンド行列 
単位下バンド行列とは，下バンド幅 h として，
(2.14) により特徴づけられる行列である． 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
−<

=
=

ij
hij

ij
aij

,0
,0
,1

 (2.14) 

すなわちすべて対角要素が 1 である下バンド行
列である． 

o. エルミート行列 
エルミート行列とは，(2.15) により特徴づけら
れる行列である． 

*ijji aa =  (2.15) 

すなわち，共役転置行列ともとの行列が一致す
る行列である． 

2.6 サブルーチン実行後の状態 

SSL II のサブルーチンには，実行後の状態を示す
パラメタ ICON が用意されている．ICON には，
実行後のコンディションコードがセットされている
ので，その値を判定した後に結果を用いる必要があ
る．ここでは，コンディションコードの内容と，関
連した諸注意について述べる.   

 
(1) コンディションコード 

コードは 0 から 30000 の値をとるが，結果が保障
されるか否かに応じて，表 2.4 のように区分されて
いる． 

表 2.4  コンディションコードの区分 

コード 意      味 結果の保障 区分 
0 正常に処理が終了して

いる． 
結果は保障され
る． 

正常 

 
 
1 ~ 9999 

正常に処理が終了して
いるが，なんらかの補
助的な情報を含んでい
る． 

  

10000 ~ 
19999 

処理の過程で，内部的
な制限を加えることに
より，一応の処理は終
了している． 

制限付きで結果
は保障される．

警告 

20000 ~ 
29999 

処理の過程で，異常が
生じ，処理が打ち切ら
れた． 

結果は保障され
ない． 

異常 

30000 入力パラメタにエラー
があったため，処理が
打ち切られた． 

  

 
実際のコード細分は，サブルーチンにより異なる

ので，各サブルーチンの説明の項のコンディション
コード表を参照すること． 

 
(2) コンディションコードに関する諸注意 
a. コード判定による処理の制御 

SSL II のサブルーチンを呼び出す文の直後で，
コンディションコードの値を判定し，結果が保
障されるか否かにより以降の処理を制御する必
要がある． 

 
   … 
CALL LSX (A, N, B, EPSZ, ISW, ICON) 
IF (ICON. GE. 20000) STOP 
   … 

 
b. コンディションメッセージの出力 

SSL II のサブルーチンには，コンディションメ
ッセージを出力する機能がある． 
通常はメッセージ出力をしないが，利用者があ
らかじめ，メッセージ出力制御用ルーチン
MGSET (SSL II の補助サブルーチン)を呼び出
すことにより，自動的にメッセージ出力を行う
ことができる．  

2.7 SSL II における配列 

SSL II では，ベクトル及び行列などの演算におい
て，配列上でそのデータを処理することが多い． 

ここでは，パラメタに現れる配列と，その扱いに
ついて使用上の注意を述べる． 

 SSL II で用いるところの配列は，その大きさが
利用者プログラム内の配列宣言により決定される配
列を用いている．したがって，利用者プログラムで
処理するデータの大きさに見合った配列を用意すれ
ばよい．  

 



第 I 部  概  説 

 10 

(1) 1 次元配列 
大きさ N の 1 次元配列 B なるパラメタに，n (= 

N) 次元ベクトル b(=(b1, …, bn)T) を格納する場合は，
以下のように幾つかの使用方法が可能である．（以
下の例では，連立 1 次方程式を解くサブルーチン
LAX のパラメタ B に注目している． n ≤ 10 の場合
である．） 
a. 一般的な使用例 

大きさ 10 の 1 次元配列 B に，定数ベクトル b 
を B(1) = b1, B(2) = b2, ...のように格納する場合． 

 
DIMENSION B(10) 
   … 
CALL LAX (…, N, B, …) 
   … 

 
b. 応用的な使用例 

C (10, 10) なる 2 次元配列の第 I 列に，定数ベ
クトル b を，C (1, I) = b1, C (2, I) = b2, .....のよう
に格納する場合．  

 
DIMENSION C (10, 10) 
   … 
CALL LAX (…, N, C (1, I), …) 
   … 

 
  上の例から分かるように，パラメタ B には， 

データが主記憶上で連続的に格納される，大きさ N
以上の領域の先頭要素（先頭番地）を指定すれば
“大きさ N の 1 次元配列”に制約されない． 

ベクトル b を，C(I, 1) = b1 ,C (I, 2) = b2,...のよう
に第 I 行に格納して，  

 
   … 
CALL LAX (…, N, C (I, 1), …) 
   … 

 
なる使用をすることは不可能である． 
 
(2) 2 次元配列 

A (K, N) なる 2 次元配列パラメタに，n × n の実
行列  A (=(aij)) を格納する場合を考える． 

ところで SSL II のサブルーチンの 2 次元配列を扱
う場合には，パラメタとして配列 A，次数 N だけで
なく，原則的には更に整合寸法 K を入力するように
なっている． 

SSL II  で用いるところの整合寸法とは，利用者
プログラムで用意した 2 次元配列 A の行数 K のこ
とを意味する．そこで，この整合寸法を用いた 2 次
元配列のパラメタを持つ使用方法を示す．（以下の
例では，サブルーチン LAX のパラメタ A に注目し
ている．n≤10 の場合である．） 

A (10, 10) なる 2 次元配列に，係数を図 2.7 のよ
うに A (1, 1) = a11, A (2, 1) = a21, ...., A (1, 2) = a 12 ....と
格納する場合． 

DIMENSION A (10, 10) 

   … 
K = 10 

CALL LAX (A, K, N, …) 
   … 

 
  ここで N の値のいかんによらず， 整合寸法と

して K = 10 と与えなければならない． 
  

 
図 2.7  2 次元の整合配列例 

 次数の異なる幾つかの方程式を解く場合には，
そのうち最も大きな次数を NMAX とすれば，利用
者プログラムでは， A (NMAX, NMAX) なる 2 次元
配列を一つ用意しておけば，その領域を逐次利用す
ることができる．このときは，整合寸法として常に， 
NMAX の値を与えなければならない．  

2.8 データの格納方法 

ここでは，データとして行列及びベクトルを扱う
場合のデータの格納方法について述べる． 

 
(1) 行列 

行列の格納方法は，その構造と形式に応じて異な
る．非対称密行列－通常，一般行列と称す－は全要
素を 2 次元配列に格納するが，それ以外は，原則と
して必要とする要素だけ 1 次元配列に格納する方法
を採用している．前者の格納形態を“一般モード”
といい，後者の格納形態を“圧縮モード”という．  

以下に，各種の行列とその格納方法を示す. 
① 一般モード 

図 2.8 のように格納することを一般モードとい
う． 
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図 2.8  非対称密行列の格納方法 

② 対称行列用圧縮モード 
図 2.9 のように，対称密行列 A の対角部分と下
三角部分の要素を，1 次元配列 A 上に行ごとに
格納することを対称行列用圧縮モードという． 

③ エルミート行列用圧縮モード 
図 2.10 のようにエルミート行列 A の対角部分
と下三角部分の要素を 2 次元配列 A 上に格納
することをエルミート行列用圧縮モードという． 
 

 
図 2.9  対称密行列の格納方法 

④ 対称バンド行列用圧縮モード  
図 2.11 のように対称バンド行列 A の対角部分
と下バンド部分の要素を 1 次元配列 A 上に行
ごとに格納することをバンド行列用圧縮モード
という． 

⑤ バンド行列用圧縮モード 
図 2.12 のように非対称バンド行列 A の対角部
分と上,下バンド部分の要素を 1 次元配列 A 上
に行ごとに格納することをバンド行列用圧縮モ
ードという． 

 
 図 2.11  対称バンド行列の格納方法 
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A

a

a i b a

a i b a i b a

a i b a i b a i b a

a i b a i b a i b a i b a

=

+ ⋅

+ ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

11

21 21 22

31 31 32 32 33

41 41 42 42 43 43 44

51 51 52 52 53 53 54 54 55

［注意］・対応関係 aij → A(I,J)(i ≥ j) 
bij → A(J,I)(i > j) 

A(K,L)なる 2 次元配列 

L

K 

5 

a11 b21 b31 b41 b51

a21 a22 b32 b42 b52

a31 a32 a33 b43 b53

a41 a42 a43 a44 b54

a51 a52 a53 a54 a55

 
図 2.10  エルミート行列の格納方法 

 

 

［注意］ 
• NT及び hの値は，n次で，

下バンド幅 h1 ，上バンド幅
h2 の場合 
h = min(h1+h2+1,n) 
NT = nh 

• *印要素は任意の数値であ
る． a54

a55

a45

a53

a43

a44

a34

a42

a32

a31

a33

a11

a21

a22

a23

a12

大きさNTの1次元配列 

NT

h

h

h

h

*

*

*
*A

a a
a a a
a a a a

a a a a
a a a

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

11 12

21 22 23

31 32 33 34

42 43 44 45

53 54 55

0

0

  

図 2.12  非対称バンド行列の格納方法 
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(2) ベクトル 
図 2.13 のように格納する． 

 

          
図 2.13  ベクトルの格納方法 

(3) 代数方程式の係数 
代数方程式の一般式を，(2.16) のように表す．  

01
1

10 ... =++++ −
−

nn
nn axaxaxa  (2.16) 

この係数をベクトル要素として， 図 2.14 のよう
に格納する．  

         
図 2.14  代数方程式の係数の格納方法 

 
(4) 近似多項式の係数 

近似式としての多項式の一般式を， (2.17)のよう
に表す． 

( ) n
n

2
210n xcxcxccxP ++++= ...  (2.17) 

  この係数をベクトル要素として， 図 2.15 のよ
うに格納する． 

 

 

図 2.15 近似多項式の係数の格納方法 

2.9 丸め誤差の単位 

SSL II においては，丸め誤差の単位 (unit round 
off)を各所で用いている． 

丸め誤差の単位は，浮動小数点演算の誤差解析に
おける基本的な概念である． 

丸め誤差の単位 u は，次のように定義されている． 
 
 定義 

正規化された (normalized) M 進法 L 桁の浮動

小数点演算における，丸め誤差の単位 u は， 

 

  u = M1-L / 2,  （四捨五入演算） 

  u = M1-L,     （切り捨て演算） 

である． 

 
SSL II においては，この丸め誤差の単位を収束判

定，零判定などに用いている． 
（「付録 1  補助サブルーチン」AMACH 参照） 
浮動小数点演算の誤差解析については，次の文献

を参照されたい． 
① Yamashita, S. 

On the Error Estimation in Floating-point Arithmetic. 
Information Processing in Japan Vol. 15, pp.935-939, 
1974 

② Wilkinson, J.H. 
Rounding Errors in Algebraic Process, 
Her Britannic Majesty’s Stationery Office, London 
1963 

2.10 累和計算 

数値計算の多くの計算においては，累和計算がし
ばしば現れる．例えば，連立 1 次方程式における積
和計算や,各種ベクトル演算における内積計算などに
現れる． 

浮動小数点演算においては，その誤算解析の理論
より，演算過程での有効数字を保持するためには，
この累和計算を正確に行うことが必要である． 

SSL II においては，原則的に随所に現れる累和計
算を精度を上げて計算することにより，丸め誤差の
影響を少なくしている．  

（「付録 1  補助サブルーチン」ASUM 参照）． 
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2.11 計算機定数 

本マニュアルでは，ハードウェア上の制約による
計算機定数については，記号を用いて表現している．
以下に，その記号を定義する．  
• 浮動小数点数の正の最大値   ( flmax ) 

（「付録 1  補助サブルーチン」AFMAX 参照） 
• 浮動小数点数の正の最小値   (flmin ) 

（「付録 1  補助サブルーチン」AFMIN 参照） 
• 三角関数（sin,cos）の引数の上限値  ( tmax )  
 

引数の上限値 適 用 例 

単精度 8.23 x 105 FACOM M シリーズ 
FACOM S シリーズ 

倍精度 3.53 x 1015 SX/G 100 , 200 シリーズ 
FM シリーズ 
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第 3 章 
線型計算 

3.1 概要 

線型計算では，行列の構造と問題などに従って，
表 3.1 のように体系化されている．  

 
表 3.1  線型計算の体系 

構 造 問 題 説明箇所

行列格納モードの変換 3.2 
 行列操作 3.3 
密行列 連立 1 次方程式・逆行列 3.4 
 最小二乗解 3.5 

行列操作 3.3 
バンド行列 

連立 1 次方程式 3.4 

 
この体系の背景には，密行列は比較的低次の行

列，バンド行列は比較的高次の行列を扱うことを
想定している． 

すなわち，一般には次数が高い行列はバンド行
列となる傾向があり,その場合に適切な処理（不要
な領域，演算を削除する等）を行えるようになっ
ている． 

現実的には，行列の格納方法（格納モード）が
異なるため，いずれの行列として扱うかをみきわ
めてから使用していただきたい． 

詳細は，各説明箇所で述べる． 

3.2 行列格納モードの変換 

モード変換では，次のとおり行列格納モードを
変換する． 

 一般行列 

対称行列 対称バンド行列 
 

行列の格納方法は，その構造と形式に応じて異
なる． 

例えば，実対称行列では下三角部分並びに対角
部分だけ格納するようになっている．（詳細は，
2.8 節参照．） 

したがって，連立 1 次方程式を解く場合でも，
固有の格納方法に対応して，サブルーチンが用意
されている． 

そこで，ある格納方法で行列が与えられている
とき，異なった格納方法に対応したサブルーチン
を用いる場合は，格納方法をあらかじめ変換する
必要がある． 

SSL II では，このために表 3.2 に示す変換用サ
ブルーチンが用意されている．  

 
表 3.2  モード変換のサブルーチン 

変換後
変換前 一般モード 対称行列用 

圧縮モード 
対称バンド行列
用圧縮モード

一般モード
 CGSM 

(A11-10-0101) 
CGSBM 

(A11-40-0101)
対称行列用
圧縮モード

CSGM 
(A11-10-0201) 

 CSSBM 
(A11-50-0101)

対称バンド
行列用圧縮
モード 

CSBGM 
(A11-40-0201) 

CSBSM 
(A11-50-0201) 

 

3.3 行列操作 

行列操作では，次の基本演算を扱う． 
• 行列と行列の和・差 A ± B  
• 行列とベクトルの積 Ax  
• 行列と行列の積 AB  

SSL II では，行列操作のために表 3.3 に示すサ
ブルーチンが用意されている． 

 
(1) 使用上の注意 
a. 行列とベクトルの積 

y = Ax 
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表 3.3  行列操作のサブルーチン 

B 又は x 
A 実行例 対称行列 ベクトル 

和 AGGM 
(A21-11-0101) 

 

差 SGGM 
(A21-11-0201) 

 

 

実行例 

積 MGGM 
(A21-11-0301) 

MGSM 
(A21-11-0401) 

MAV 
(A21-13-0101)

複素行列 積   MCV 
(A21-15-0101)

和  ASSM 
(A21-12-0101) 

差  SSSM 
(A21-12-0201) 

 

対称行列 

積 MSGM 
(A21-12-0401) 

MSSM 
(A21-12-0301) 

MSV 
(A21-14-0101)

バンド行列 積   MBV 
(A51-11-0101)

対称バンド行列 積   MSBV 
(A51-14-0101)

   
を行うサブルーチンは連立 1 次方程式において，
近似解に対する残差ベクトルを求める場合を意図
して用意されている．すなわち，近似解の反復改
良や，方程式の解を反復解法により求める場合に
利用することができる． 

3.4 連立 1 次方程式・逆行列 

ここでは，次の問題を扱う． 
• 連立 1 次方程式 

Ax = b 

を解く．A は n × n の行列．x ，b は n 次
元ベクトル． 

• 行列 A の逆行列 A-1 を求める． 
• 行列 A の行列式 det (A) を求める． 
SSL II には，これらの問題を解くために，次の

四つの基本機能を持つサブルーチンが，行列の区
分に応じて用意されている（コンポーネントルー
チン）．  

a. 係数行列の分解 (numeric decomposition).  
b. 分解された要素に基づく求解 (solve)． 
c. 解の反復改良 (accuracy solve)． 
d. 分解された要素に基づく行列の逆転． 

これらを組み合わせて用いれば，連立 1 次方程
式を解くこと，逆行列を求めること及び，行列式
を求めることができる． 
連立 1 次方程式 

方程式の解は，次のように順次コンポーネント
ルーチンを呼び出せば求めることができる． 

 
   … 
CALL a. のコンポーネントルーチン 
CALL b. のコンポーネントルーチン 
   … 

 

逆行列 
逆行列は，次のように順次コンポーネントルー

チンを呼び出せば求めることができる． 
 

   … 
CALL a. のコンポーネントルーチン 
CALL d. のコンポーネントルーチン 
   … 

ただし，バンド行列の逆行列は一般には密行列
となり，逆行列を求めることは計算上得策ではな
い．したがって，SSL II には，バンド行列の逆行
列を求めるコンポーネントルーチンは用意されて
いない． 

 
行列式 

行列式の値を求めるコンポーネントルーチンは
用意されていないが，a. の コンポーネントルー
チンにより分解された結果を用いて求めることが
できる．  

 
このように，問題に応じてコンポーネントルー

チンを組合わせればよいが，SSL II ではそれを標
準的に使う場合も考慮して結合したルーチン（標
準ルーチン）も用意されている． 

通常は，この標準ルーチンを用いればよい．  
表 3.4 に，行列の種類に応じたサブルーチンを

示す． 
 
(1) 使用上の注意 
a. 解の反復改良について 

方程式の解を標準ルーチンにより求めた後，
その解を初期近似解と見なし反復改良して精
度を上げる場合には，続けて c.のコンポーネ
ントルーチンを呼び出せばよい． 
また，この c.のコンポーネントルーチンによ
り，初期近似解の推定精度を調べることもで
きる． 

b. 逆行列について 
連立 1 次方程式を解くために，逆行列を求め
て計算することは，一般的には得策ではない．
すなわち,連立 1 次方程式 (3.1) において， 

Ax = b (3.1) 

まず，逆行列 A-1 を求め，次に左側から b 
に掛ける (3.2) なる操作により解を求めるこ
とは避けるべきである． 

x = A-1 b (3.2) 

通常は，A を LU 分解し，(3.3) なる操作（前
進代入と後退代入）により解を求める． 
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Ly b
Ux y

=
= (3.3)

 
(3.3)  による方が，演算速度・精度の点です
ぐれている．ちなみに (3.2) と(3.3) の各々の
場合における，計算で必要となる乗算回数の
概算を比較すると(3.4) となる． 

 
 (3.2) の場合 n3 + n2 

(3.3) の場合 n3 /3 
(3.4) 

 
したがって，逆行列は本質的にそれを必要と
するときだけ求めること． 

c. 同一の係数行列を持つ方程式について 
係数行列 A が同一で，定数ベクトル b だけ
異なる複数組の連立 1 次方程式 (3.5) を解く
場合，  

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=

=
=

mm bAx

bAx
bAx

...
22

11

 (3.5) 

各々の方程式で行列 A を分解することは得策
ではない．この場合は，最初の方程式を解く
時にだけ A を分解し，それ以降の方程式を解
く時には，  (3.3) に準じて前進代入，後退代
入だけを行えばよい． 
標準ルーチンにおいては，A の分解から行う
か，A の分解は省略するかを制御するパラメ
タ ISW が用意されている．  

 

(2) 内部処理上の留意点 
ここでは，内部処理の立場から，使用上の留意

点について述べる． 
a. クラウト法，変形コレスキー法 

SSL II において，正則な非対称行列の分解の
方法として，クラウト法を採用している． 
正則な非対称行列の分解 (3.6) の方法として，
通常ガウス消去法とクラウト法が知られてい
る． 
 

A = LU (3.6) 

ここで， L は下三角行列， 
U は上三角行列である． 

両者は，その計算順序が異なる．すなわち，
今 L 又は U の一つの要素に注目した場合，
前者は中間的な値をもち基本的には分解がす
べて終了した時点でその要素が得られるのに
対して，後者は分解の過程でその要素が得ら
れる．数値的には後者は積和演算により分解
要素が求められるので，そこでの丸め誤差の
影響が少なくなるように考慮すれば，一般に
は前者より精度よく分解できる．更に後者の
方が前者より，分解過程でのデータの参照順
序の局所性が高い．したがって， SSL II では
後者クラウト法を採用し，積和部分の精度を
上げて行うことにより，丸めの誤差の影響を
少なくしている． 
一方，正値対称行列に対しては，変形コレス
キー法を採用している．すなわち，(3.7)なる
分解を行う． 
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表 3.4  連立 1 次方程式・逆行列のサブルーチン 

 標準ルーチン名 コンポーネントルーチン名 
問題，基本 

機能 連立 1 次方程式 a. b. c. d. 

行列の種類      

実行例 LAX 
(A22-11-0101) 

ALU 
(A22-11-0202) 

LUX 
(A22-11-0302) 

LAXR 
(A32-11-0401) 

LUIV 
(A22-11-0602) 

複素行列 LCX 
(A22-15-0101) 

CLU 
(A22-15-0202) 

CLUX 
(A22-15-0302) 

LCXR 
(A22-15-0401) 

CLUIV 
(A22-15-0602) 

対称行列 LSIX 
(A22-21-0101) 

SMDM 
(A22-21-0202) 

MDMX 
(A22-21-0302) 

LSIXR 
(A22-21-0401) 

 

正値対称行列 LSX 
(A22-51-0101) 

SLDL 
(A22-51-0202) 

LDLX 
(A22-51-0302) 

LSXR 
(A22-51-0401) 

LDIV 
(A22-51-0702) 

バンド行列  
［3 項行列］ 

LBX1 
(A52-11-0101)  

LTX

(A52-11-0501)
 

BLU1 
(A52-11-0202) 

BLUX1 
(A52-11-0302) 

LBX1R 
(A52-11-0401) 

 

実対称バンド行列 LSBIX 
(A52-21-0101) 

SBMDM 
(A52-21-0202) 

BMDMX 
(A52-21-0302) 

  

正値対称バンド行列 
［正値対称 3 項行列］ 

LSBX 
(A52-31-0101) 

LSTX

(A52-31-0501)
 

SBDL 
(A52-31-0202) 

BDLX 
(A52-31-0302) 

LSBXR 
(A52-31-0401) 

 

 
表 3.5  分解された行列 

行列の種類 分解された行列の内容 

実行例 

PA = LU 
L: 下三角行列 
U: 単位上三角行列 

なお，P は置換行列 

正値対称行列 

A = LDLT 
L: 単位下三角行列 
D: 対角行列 
なお，対角行列は計算の手間を少なく
するために D-1 として出力される． 

 
A = LDLT (3.7) 

ここで， L は下三角行列， 
 D は対角行列である． 

 
なお，分解された行列は，表 3.5 のように与え
られるので注意されたい． 

 
b. ピボッティングとスケーリング 

正則な実行例の分解 (3.6) を数値的に行うこ
とを考える．例えば (3.8) の行列の分解を考
えると， 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0.00.2
0.10.0

A  (3.8) 

このままの状態では，LU 分解は不可能である．
また，(3.9) の場合には， 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0.10.1
0.10001.0

A  (3.9) 

3 桁程度の浮動小数点演算では，まったく不安
定である．このような事態は，行列の条件が
悪い場合にはしばしば発生することであるが，
これは，絶対値最大要素をピボットとして選
択するピボッティングを行うことにより，回
避できることが知られている． 
(3.9) の場合は，1 行目と 2 行目の各要素を交
換することにより回避できる． 
さて，このピボッティングを行うためは，絶
対値最大のものを選択する方法に一意性が必
要である．ところで，ある行のすべての要素
に大きな定数を掛ければ，どの要素でも（そ
れが零でないなら）他の行のどの要素よりも
絶対値を大きくすることができる． 
したがって，ピボッティングで，絶対値最大
の大小でピボットを決めることが有効に働く
ように，行及び列の均衡化 (equilibration) を図
る必要がある． 
SSL II では，“行の均衡化を考慮した部分ピ
ボッティング”を採用している．なお，行の
均衡化は，分解する行列の各行において，絶
対値最大が 1 となるようなスケーリングによ
り行うが，実際には各要素の値を変更するこ
となく，ピボット選択時にスケーリングファ
クターを考慮することで対処している． 
また，ピボッティングによる行の入換えを行
うので，その履歴をトランスポジションベク
トルとして保存する． 
この部分ピボッティングを伴う行列の分解は，
(3.10) により行列表現される． 

PA = LU (3.10) 
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ここで P は，行の入換えを行う置換行列であ
る． 

c. トランスポジションベクトル 
b. で述べたように，ピボッティングに伴う行
の入換えは，(3.10) の置換行列 P で示される． 
SSL II では，この置換行列 P を直接保存する
ことなく，トランスポジションベクトルとし
てあつかう． 
すなわち，分解の j 段階 (j = 1,.., n) において，
第 i 行 (i ≥ j) をピボット行として選択した場
合には，分解過程の行列の i 行と j 行とを入
れ換え，トランスポジションベクトルの第 j 
要素を i とする． 

d. ピボット要素の相対零判定 
分解の過程で，ピボット要素が零となった場
合，若しくは零に近い値となった場合は，行
列が非正則 (singular) である可能性が大きい． 
この場合，有限の桁数の演算で零に近いピボ
ットを用いて計算を続行することは，解が不
正解になることが予想される． 
SSL II では，このような状態になった場合の
処理の続行又は，打ち切りを制御するために，
パラメタ EPSZ を用意している． 
すなわち， EPSZ = 10-s を設定すると，ピボ
ットとなるべき要素の計算で，10 進 s 桁以上
の桁落ちを起こした場合に，そのピボットを
相対的に零と見なす．  

e. 解の反復改良 
連立 1 次方程式 (3.11) を数値的に解くことは，
方程式の解でなく，近似値を求めることであ
る． 

Ax = b (3.11) 

SSL II では，求まった近似値をできるだけ解
に近づけられるように，近似解を改良できる
サブルーチンが用意されている． 
SSL II では，方程式の近似解 x(1) を反復改良
するために 

( ) ( )ss Axbr −=  (3.12) 
( ) ( )ss rAd =  (3.13) 

( ) ( ) ( )sss dxx +=+1  (3.14) 
ここで，s = 1, 2, … 

なる計算を一定の収束条件を満たすまで繰り
返す． 
ここで，(3.12), (3.13) , (3.14)の計算を正確に行
うなら，x(2) が (3.11) の正確な解であること
は次のとおり導かれる． 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) brAxdxAAx =+=+= 11112  

実際は，(3.12), (3.13) , (3.14)において丸め誤差
が発生する．そこで，SSL II では，(3.13)から
修正量 d(s) 計算するときだけ丸め誤差が発生す
ると仮定すれば，その d(s) は次の方程式の正
確な解と考えられる．ただし，E は誤差行列
である．  

( ) ( ) ( )ss rdEA =+  (3.15) 

(3.12), (3.14) , (3.15) から，次の関係が得られ
る．  

( ) ( )[ ] ( )( )xxAEAIxx −+−=− −+ 111 ss  (3.16) 
( ) ( )[ ] ( )111 rEAAIr

ss −+ +−=  (3.17) 

 (3.16), (3.17) の式から分かるように，以下の
条件を満たせば，s→∞ のとき x(s+1) と r(s+1) 
は，それぞれ解 x と 0 に収束する．  

( ) ( ) 1, 11 <+−+−
∞

−

∞

− EAAIAEAI  

すなわち，次の関係を満足すれば，改良解が
得られる． 

2/11 <⋅
∞

−
∞

AE  (3.18) 

以上が反復改良の原理のあらましである．   
SSL II では，1 回の反復あたり最低 2 進 1 桁程
度以下しか精度が改善されなくなるまで反復
を繰り返す．なお，原理から，行列 A の条件

が非常に悪い場合には，
∞

−1A  が大きくなっ

て改良解が得られないことが分かる．  
f. 近似解の精度推定 

連立 1 次方程式の近似解 x(1) における誤差を 
e(1) (= x(1) – x) とすれば，相対誤差は 

( ) ( )
∞∞

11 / xe である． 

そ こ で d(1) と  e(1) の 関 係 を 調 べ て み る と 
(3.12),   (3.15) より，(3.19) のとおりになる．
ただし， E は e. で述べた誤差行列である． 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )111111 eEAIAxbEAd −−− +=−+=  (3.19) 

いま，反復法が (3.18) なる条件を十分満足し

収束するならば， ( )
∞

1d  と ( )
∞

1e は，ほぼ等

しいと考えられる． 
よって，近似解の相対誤差を ( )

∞

1d
∞

)1(/ x に

よって推定できる． 
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3.5 最小二乗解 

ここでは，m×n 行列を扱う次の問題をとりあげ
る． 

• 最小二乗解 
• 最小二乗最小ノルム解 
• 一般逆行列 
• 特異値分解 

SSL II では，このために，表 3.6 に示されるサブ
ルーチンが用意されている． 

 

表 3.6  m × n 行列を扱うサブルーチン 

 行列 
機能 

 
実行列 

最小二乗解 LAXL 
(A25-11-0101) 

最小二乗解の反復改良 LAXLR 
(A25-11-0401) 

最小二乗最小ノルム解 LAXLM 
(A25-21-0101) 

一般逆行列 GINV 
(A25-31-0101) 

特異値分解 ASVD1 
(A25-31-0201) 

 
最小二乗解 

最小二乗解は，連立 1 次方程式 
Ax = b 
A は m × n 行列 (m ≥ n, rank (A) = n)，x は n 次
元ベクトル， b は m 次元ベクトル． 

において， Ax b−
2
 が最小となる解 ~x  である．

SSL II では，この問題のために，機能を次の二つ
に区分し，それぞれのサブルーチンを用意してい
る． 
a. 最小二乗解を求める． 
b. 最小二乗解を反復改良する． 

 
最小二乗最小ノルム解 

最小二乗最小ノルム解は，連立 1 次方程式 
Ax = b  
A は m × n 行列，x は n 次元ベクトル， b は
m 次元ベクトル． 

において， Ax b−
2
 が最小となるベクトル x の

中で，
2

x が最小となる解 x + である． 
 
一般逆行列 

m × n 行列 A 対して，n × m 行列 X が (3.20) を
満たすとき，これを A のムーアペンローズ 
(Moore-Penrose) の一般逆行列という． 

( )
( ) ⎪

⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=

=

=
=

XAXA

AXAX

XXAX
AAXA

T

T  (3.20) 

このような一般逆行列は常に存在し一意的であ
る．なお，行列 A の一般逆行列 X を A+ と表す． 

SSL II では，以上のような一般逆行列を計算す
る． 

SSL II で扱う行列は，縦長行列 (m > n) ，正方
行列 (m = n) あるいは横長行列 (m < n) のどれであ
ってもよい． 

 
特異値分解 

m × n の実行例 A が与えられたとき，A の (3.21) 
なる分解を特異値分解という． 

 

A = U0Σ0V T (3.21) 

ここで U0 及び V は，m × m 及び n × n の直交
行列， Σ0 は Σ0=diag(σi) ， σi ≥ 0 なる m × n の対
角行列であり，σi を A の特異値という． 

いま，m ≥ n と仮定する． 
Σ0 が m × n の対角行列であることから，(3.21) 

の積 U0 Σ0 VT の計算値に対して，U0 の先頭 n 列
だけが寄与していることが分かる．つまり，U0 は
本質的に m × n の行列でよいわけである．このよ
うな行列を U とする．合わせて，Σ0 の下側の (m-
n) × n の零行列を除いた n × n の行列をΣとする．
行列 U と Σを利用するならば， m が n よりかな
り大きいと，それなりに記憶領域の節約ができる．
その上，実用上，U0 及び Σ0 より，U 及び Σの方
が便利である． 

 m × n の場合の以上の事柄が，m < n の場合にも
準じて言える． 

SSL II では，以上の事柄を考慮して，(3.22) な
る特異値分解を行っている．  

A = UΣ V T (3.22) 

ここで， l = min (m, n) として，U は m × l の
行列，Σ は Σ = diag (σi),  σi ≥ 0 なる l 次の対
角行列，V は n × l の行列である． 
かつ， 
l=n (m ≥ n) のとき， 

nIVVVVUU === TTT  

l = m ( m < n ) のとき， 

mIVVUUUU === TTT  

である． 
行列 A を特異値分解することにより計算される

行列 U, V 及び Σ は，次のような意味と用途を持
つ．（詳細は，参考文献 [86] pp.212-264 参照）． 
• 特異値 σi, i = 1, 2, ..., l は，行列 ATA ，及び AAT 

の固有値の，大きい方から数えて l 番目までのも
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のの正平方根である．また，V の第 i 列 は，固
有値σi

2 に対する ATA の固有ベクトルであり，U 
の第 i 列は，固有値 σi

2 に対する AAT の固有ベ
クトルである．これらを確かめるためには， AT 
= V Σ UT を，(3.22) の左及び右から乗じ， UT U 
= VT V = Il を利用して， 

  ATAV = VΣ  2 (3.23) 
  AATU = UΣ  2 (3.24) 

となることを見ればよい． 
• A の条件数 

すべての i について， σi > 0, i=1, 2, ..., l である
とき，A の条件数は次の式で与えられる． 

( ) lσσ /cond 1=A  (3.25) 

• A の階数 
σr > 0,  σr+1 = … = σl = 0, であるとき，A の階数
は， 

rank (A) = r (3.26) 

で与えられる． 
• 同次方程式 Ax = 0 , AT y = 0 の基本解 

同次方程式 Ax = 0 及び AT y = 0 の 0 でない一次
独立な解の組は，σi = 0 なる特異値に対応する V 
の列の組及び U の列の組によって，それぞれ与
えられる．このことは，AV = UΣ 及び AT U = VΣ 
から 容易にわかる． 

• Ax = b の最小二乗最小ノルム解 
上記の解 x は，A の特異値分解を用いて 

  x = VΣ +U Tb (3.27) 

と表される．ただし，対角行列 Σ + は 

),...,,diag( 21
++++ σσσ= lΣ  (3.28) 

⎩
⎨
⎧

=
>

=+

0,0
0,/1

i

ii
i σ

σσ
σ  (3.29) 

で定義される．LAXLM の手法概要を参照のこと． 
• 一般逆行列 

A の一般逆行列 A+ は，特異値分解により，  

  A+ = VΣ +U T (3.30) 

で与えられる． 
 

(1) 使用上の注意 
a. 連立 1 次方程式と係数行列の階数 

m × n 行列を係数に持つ連立 1 次方程式  
(Ax = b) を解く場合，係数行列 A の行数と列
数の大小関係や階数に制約されないで，最小

二乗最小ノルム解は求められる．いわば最小
二乗最小ノルム解はいかなる方程式にも適用
可能な解である．しかし，この解は求める過
程の計算量が多いという欠点を持つので，連
立 1 次方程式の係数行列が縦長行列でかつ最
大階数 (full rank, rank (A) = n) であることが明
らかである場合は，最小二乗解のサブルーチ
ンを使用した方が計算量は少なく合理的であ
る．ちなみに，このような場合，最小二乗解
が理論上最小二乗最小ノルム解である． 

b. 最小二乗最小ノルム解と一般逆行列 
m × n 行列 A (m ≥ n 又は  m < n, rank(A) ≠ 0) 
の連立 1 次方程式 Ax = b は，通常解が一意に
定まらないが，最小二乗最小ノルム解は常に
存在し一意に定まる．この解は係数行列 A の
一般逆行列 A+ を求めるなら， x = A+ b で計
算できる．しかし，この方法では，計算量が
多く得策でない．この場合，最小二乗最小ノ
ルム解を求める専用サブルーチンを用いるな
ら処理が速い．特に，このサブルーチンには，
以降に説明するとおり，同一の係数行列を持
つ方程式を出来るだけ少ない計算量で解いた
り，単一の方程式を効率よく解くことを利用
者が指示できるパラメタ ISW を用意しており，
幅広い用途がある．  

c. 同一の係数行列を持つ方程式について 
連立 1 次方程式の最小二乗解や最小二乗最小
ノルム解は，通常次の手順により求められる． 
• 係数行列の分解 

最小二乗解のときは，三角行列化を，最小
二乗最小ノルム解のときは，特異値分解を
行う．  

• 求解 
最小二乗解のときは，後退代入を行い，最
小二乗最小ノルム解のときは，行列やベク
トルの乗算を行う． 

ところが，同一の係数行列を持つ複数組の方
程式の最小二乗解若しくは最小二乗最小ノル
ム解を求める場合． 

 
Ax1

 = b1
 

Ax2
 = b2

 

 : 
Axm

 = bm 
 

各方程式で上記手順を繰り返し計算すること
は得策でない．この場合，最初の方程式を解
くときにだけ， A を分解し，それ以降は求解
だけの手順を繰り返し適用すれば，計算量が
節約できる． 
SSL II には，A の分解から行うか，分解を省
略するかどうかを制御するパラメタ ISW が用
意されている．  

d. 特異値の求め方 
特異値は，(3.31) のように特異値分解すれば
得られる．  
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A = UΣ V T (3.31) 

しかし，(3.31) に現れるとおり，数学的には，
特異値からなる行列 Σ の他に行列 U 及び V 
が存在する．ところで，特異値分解のための
計算量は多いので，利用者にとって行列 U 及
び V が不要なときは計算されないことが望ま
しい．そこで，SSL II には，行列 U 又は V 
も求めるかどうかを制御するパラメタ ISW が
用意されている．また SSL II で扱う行列は，
縦長行列，正方行列あるいは，横長行列のど
れであっても良く，制約がない． 
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第 4 章 
固有値固有ベクトル 

4.1 概要 

固有値問題は，問題の種類 (Ax=λx, Ax=λBx) ，
行列の構造（密，バンド），行列の型（実，複素）
及び行列の形式（対称，非対称）により，表 4.1 の
ように体系化される．したがって，行列 A の種類に
応じ，それぞれの該当箇所を参照していただきたい． 

 
表 4.1   固有値問題の体系一覧 

行列の構造 問題の種類 行列の型・形式 説明箇所 
密行列 Ax=λx 実行列 

複素行列 
実対称行列 
エルミート行列 

4.2 
4.3 
4.4 
4.5 

 Ax=λBx 実対称行列 4.7 
バンド行列 Ax=λx 実対称バンド行列 4.6 

 Ax=λBx 実対称バンド行列 4.8 

 
［注意］ 実対称 3 重対角行列については，実対称行列の項を

参照すること． 

4.2 実行列の固有値固有ベクトル 

実行列の固有値固有ベクトルを求めるとき， 
SSL II の各サブルーチンをどのように用いるか標準
的な例をあげて簡単に説明する． 

SSL II には，実行列の固有値固有ベクトルを 1 度
に求めることができる標準ルーチンと，細分化され
た各機能を果たすコンポーネントルーチンが用意さ
れている．（表 4.2 参照）． 

ここでは具体的に，利用者の問題を 
 すべての固有値を求めるとき． 
 すべての固有値固有ベクトル（あるいはすべての

固有値と一部の固有ベクトル）を求めるとき． 
に分け，続く(1)と (2)でコンポーネントルーチンと
標準ルーチンの使い方を，それぞれの手順に従って，
個々に説明する． 

そして(3)では処理に関する若干の補足説明をする． 
 

表 4.2  実行例の標準固有値問題のサブルーチン 

レベル 機能 サブルーチン名 
標準 
ルー 
チン 

実行列の固有値固有ベクトル EIG1 
(B21-11-0101) 

コ ン ポ
ー ネ ン
ト ル ー
チン 

実行例の平衡化 BLNC 
(B21-11-0202) 

実行列の 
実ヘッセンベルグ行列への変換 

HES1 
(B21-11-0302) 

実ヘッセンベルグ行列の固有値 HSQR 
(B21-11-0402) 

実ヘッセンベルグ行列の 
固有ベクトル 

HVEC 
(B21-11-0502) 

実行列の固有ベクトルへの 
逆変換と正規化 

HBK1 
(B21-11-0602) 

 実行列の固有ベクトルの正規化 NRML 
(B21-11-0702) 

実行列の固有値固有ベクトルを求めるとき，コン
ポーネントルーチンを順次呼出すか，あるいは標準
ルーチンを使うかは，利用者に任されている．通常
は，使いやすさの面で後者を利用することを勧めた
い． 

ただし，指定された一部の固有値に対応する固有
ベクトルを求めることは，前者によってだけ可能で
ある． 
 
(1) すべての固有値を求めるとき 

次のパス①～③により，実行列 A のすべての固
有値を求めることができる．  

 
   … 
CALL BLNC (A, K, N, DV, ICON) ① 
IF (ICON .EQ. 30000) GO TO 1000 
CALL HES1 (A, K, N, PV, ICON) ② 
CALL HSQR (A, K, N, ER, EI, M,ICON) 
 ③ 
IF (ICON .EQ. 20000) GO TO 2000 
   … 

 
① A の平衡化を行う．平衡化が不要なら直接②を

呼ぶ． 
② ハウスホルダー法により A をヘッセンベルグ

行列に変換する． 
③ 2 段 QR 法によりヘッセンベルグ行列の固有値，

すなわち実行列 A の固有値を求める． 
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(2) すべての固有値固有ベクトル（あるいはすべて
の固有値と一部の固有ベクトル）を求めるとき 

次のパス①～⑤又は⑥により実行列 A のすべて
の固有値固有ベクトルを求めることができる． 

 
   … 
CALL BLNC (A, K, N, DV, ICON) ① 
IF (ICON .EQ. 30000) GO TO 1000 
CALL HES1 (A, K, N, PV, ICON) ② 
DO 10 I = 1, N 
DO 10 J = 1, N 
AW (J, I) = A (J, I) 

10 CONTINUE 
CALL HSQR (A, K, N, ER, EI, M,ICON) 
  ③ 
IF (ICON .GE. 20000) GO TO 2000 
DO 20 I = 1, M 
IND (I) = 1 

20 CONTINUE 
CALL HVEC (AW, K, N, ER, EI, IND, 

*M, EV, MK, VW, ICON) ④ 
IF (ICON .GE. 20000) GO TO 3000 
CALL HBK1 (EV, K, N, IND, M, A, PV,  

* DV, ICON)  ⑤ 
   … 

 
又は標準ルーチン 
 

   … 
CALL EIG1 (A, K, N, MODE, ER, EI, EV, VW, ICON) 
  ⑥ 
IF(ICON .GE. 20000) GO TO 1000 
   … 

 
①②③は「(1)すべての固有値を求めるとき」と同じ

である．ただし，②実行後のパラメタ A を③に
用いると A の内容が変わるので，④のために A
を配列 AW に移しておく． 

④ 固有値に対応する固有ベクトルを逆反復法によ
り求める．パラメタ IND はどの固有値に対応す
る固有ベクトルを求めるかの指標ベクトルであ
り，これによって利用者は，部分固有ベクトル
を求めるための制御を行うことができる． 

⑤ ④で求めた固有ベクトルの逆変換を行う．あわ
せて正規化も行う． 
①②の処理のため，④の固有ベクトルは，実行
列 A のそれとはなっていない．したがって①②
の逆変換を行って実行列 A の固有ベクトルを求
める． 
なお，正規化はパラメタ EV の各列（すなわち
各固有ベクトル）のユークリッドノルムが 1 と
なるように行う． 

⑥ 全固有値固有ベクトルを求めるとき，①～⑤ま
でのパスをまとめて行うことができる．ただし，
固有ベクトルは逆反復法を用いずに，固有値が
求まる迄の変換行列を順次掛け合わせることに
よって，すべての固有ベクトルすべてを 1 度に
求めている．したがって，固有値が一つでも求
まらない場合は，固有値ベクトルの計算は不可

能となるが，一方固有値が近接根や重根となる
場合においては，逆反復法にくらべ，より正し
く固有ベクトルを求めることができる． 
なお，⑥の標準ルーチンは，常に①の処理を行
うわけではない．①の処理を行うかどうかは，
パラメタ MODE によって指定することができ
る． 

 
(3) 行列の平衡化について 

固有値固有ベクトルの誤差を減少させるためには，
実行列 A のノルムを小さくすればよい．パスに含ま
れる①の処理はこのためのもので，対角行列による
相似変換により，A のたがいに対応する行と列の絶
対和を等しく（平衡化）しようとするものである．
（したがって，実対称行列やエルミート行列は，こ
の意味で既に平衡化されている．） 

A に大きい要素や小さい要素が混在しているとき
有効なことがあるので，その場合はできるだけ平衡
化を行うことを勧めたい．平衡化の，パス全体の処
理時間に占める割合は，特別な場合（A の次数が小
さい）を除いて，多くても 10%程度である．  

4.3 複素行列の固有値固有ベクトル 

複素行列の固有値固有ベクトルを求めるとき， 
SSL II の各サブルーチンをどのように用いるか標準
的な例をあげて簡単に説明する． 

 SSL II には，複素行列に固有値固有ベクトルを
一度に求めることができる標準ルーチンと，細分化
された各機能を果すコンポーネントルーチンが用意
されている（表 4.3 参照）． 
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表 4.3  複素行列の標準固有値問題のサブルーチン 

レベル 機能 サブルーチン名 
標準ル
ーチン 

複素行列の固有値固有ベクトル CEIG2  
(B21-15-0101) 

 
コンポ
ーネン
トルー
チン 

複素行列の平衡化 CBLNC 
(B21-15-0202) 

複素行列の 
複素ヘッセンベルグ行列への変換 

CHES2 
(B21-15-0302) 

複素ヘッセンベルグ行列の固有値 CHSQR 
(B21-15-0402) 

複素ヘッセンベルグ行列の 
固有ベクトル 

CHVEC 
(B21-15-0502) 

複素行列の固有ベクトルへの 
逆変換 

CHBK2 
(B21-15-0602) 

複素行列の固有ベクトルの正規化 CNRML 
(B21-15-0702) 

 
ここでは具体的に，利用者の問題を 

 すべての固有値を求めるとき． 
 すべての固有値固有ベクトルを求める（あるいは，

すべての固有値と一部の固有ベクトルを求める）
とき． 

に分け，続く(1)と(2)でコンポーネントルーチンと標
準ルーチンの使い方を，それぞれの手順に従って
個々に説明する． 

すべての固有値固有ベクトルを求めるとき，標準
ルーチンだけを使用するか，又は各コンポーネント
ルーチンを組み合わせて使用するかは利用者に任さ
れている．ただし，使い易さの点で，通常は前者の
使用を勧める． 

 
(1) すべての固有値を求めるとき 

次のパス①～③により，複素行列 A のすべての
固有値を求めることができる．  

 
CALL CBLNC (ZA, K, N, DV, ICON) ① 
IF (ICON. EQ. 30000) GO TO 1000 
CALL CHES2 (ZA, K, N, IP, ICON) ② 
CALL CHSQR (ZA, K, N, ZE, M, ICON) ③ 
IF (ICON. GE. 15000) GO TO 2000 

 
① A の平衡化を行う．平衡化が不要なら直接②を

呼ぶ． 
② 安定化基本相似変換により A を複素ヘッセン

ベルグ行列に変換する．  
③ 複素 QR 法により複素ヘッセンベルグ行列の

固有値，すなわち A の固有値を求める． 
 
(2) すべての固有値固有ベクトルを求めるとき（あ

るいは，すべての固有値と一部の固有ベクトル
を求めるとき） 

次のパス①～⑥又は⑦により複素行例 A のすべて
の固有値固有ベクトルを求めることができる． 

 
   … 
CALL CBLNC (ZA, K, N, DV, ICON) ① 
IF (ICON. EQ. 30000) GO TO 1000 
CALL CHES2 (ZA, K, N, IP, ICON) ② 
DO 10 J = 1, N 
DO 10 I = 1, N 
ZAW (I, J) = ZA (I, J) 

10 CONTINUE 
CALL CHSQR (ZA, K, N, ZE, M, ICON) ③ 
IF (ICON. GE. 15000) GO TO 2000 
DO 20 I = 1, M 
IND (I) = 1 

20 CONTINUE 
CALL CHVEC (ZAW, K, N, ZE, IND, 

*  M, ZEV, ZW, ICON) ④ 
IF (ICON. GE. 15000) GO TO 3000 
CALL CHBK2 (ZEV, K, N, IND, M, ZP, 

*  IP, DV, ICON) ⑤ 
CALL CNRML (ZEV, K, N, IND, M, 1,  

* ICON) ⑥ 
             … 
又は標準ルーチン 

   … 
CALL CEIG2 (ZA, K, N, MODE, ZE, 

* ZEV, VW, IVW, ICON) ⑦ 
IF (ICON. GE. 20000) GO TO 1000 
   … 

 
①,②,③「すべての固有値を求めるとき」と同じで

ある．ただし，②を実行した後のパラメタ ZA
をそのまま③に用いると ZA の内容が変わるの
で，④以後のパスのために ZA を配列 ZAW に
移しておく．  

④ 固有値に対応する複素ヘッセンベルグ行列の固
有ベクトルを逆反復法により求める．パラメタ
IND はどの固有値に対応する固有ベクトルかを
求めるかの指標ベクトルであり，これによって
利用者は，一部の固有ベクトルを求めるための
制御を行うことができる． 

⑤ ④で求めた固有ベクトルの逆変換を行って A の
固有ベクトルを求める． 

⑥ ⑤で求めた固有ベクトルの正規化を行う．正規
化（ノルムを 1 とする）の際に，ユークリッド
ノルムを用いるか又はインフィニティノルムを
用いるかの選択が行える．ここでは前者の意味
で正規化を行う． 

⑦ すべての固有値固有ベクトルを求めるとき，①
～⑥までのパスをまとめて行うことができる．
ただし，固有ベクトルは逆反復法を用いずに，
固有値が求まるまでの変換行列を掛け合わせる
ことによって，固有ベクトルを一度に求めてい
る．したがって，求まらない固有値がある場合
は，もはや固有ベクトルの計算は不可能となる．
なお，行列の平衡化を行うかどうかは，利用者
によるパラメタ MODE の指示による． 

4.4 実対称行列の固有値固有ベクトル 

実対称行列の固有値固有ベクトルを求めるとき，
SSL II の各サブルーチンをどのように用いるか標準
的な例をあげて簡単に説明する． 

SSL II には，実対称行列の固有値固有ベクトルを
一度に求めることができる標準ルーチンと，細分化
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された各機能を果すコンポーネントルーチンが用意
されている．（表 4.4 参照）． 

 
表 4.4  実対称行列の標準固有値問題のサブルーチン 

レベル 機能 サブルーチン名 

標準ルーチン 実対称行列の 
固有値固有ベクトル 

SEIG1 
(B21-21-0101) 

SEIG2 
(B21-21-0201) 

 実対称行列の 
実対称 3 重対角行列への変換 

TRID1 
(B21-21-0302) 

 

実対称 3 重対角行列の固有値 

TRQL 
(B21-21-0402) 

コンポーネン
トルーチン 

BSCT1 
(B21-21-0502) 

 
実対称 3 重対角行列の 
固有値固有ベクトル 

TEIG1 
(B21-21-0602) 

 TEIG2 
(B21-21-0702) 

 実対称行列の 
固有ベクトルへの逆変換 

TRBK 
(B21-21-0802) 

 
ここでは具体的に，利用者の持つ問題を， 

 すべての固有値を求めるとき 
 一部の固有値を求めるとき 
 すべての固有値固有ベクトルを求めるとき 
 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 
に分け，続く(1)～(4)でコンポーネントルーチンと標
準ルーチンの使い方を，それぞれの手順に従って
個々に説明する． 

そして(5)(6)では処理に関する若干の補足説明を
行う． 

全固有値固有ベクトルあるいは部分固有値固有ベ
クトルを求める場合，コンポーネントルーチンを順
次呼び出すことによって求めるか，それとも標準ル
ーチンによって求めるかは利用者に任されている．
後者は前者を組み合わせたものであるので，使いや
すさという理由から，通常は後者を利用することを
勧めたい. 

ただし，実対称行列が最初から 3 重対角行列であ
る場合は，当然のことながらコンポーネントルーチ
ン TEIG1 あるいは TEIG2 を使用することができる． 

なお，SSL II で扱う実対称行列は，対称行列用圧
縮モードで与えることが必要である（「2.8  データ
の格納方法」参照）． 

 
(1) すべての固有値を求めるとき 

次のパス①～②により実対称行列 A のすべての
固有値を求めることができる．  

 
   … 
CALL TRID1 (A, N, D, SD, ICON) ① 
IF (ICON .EQ. 30000) GO TO 1000 
CALL TRQL (D, SD, N, E, M, ICON) ② 
   … 

 

① ハウスホルダー法により A を 3 重対角行列に
変換する．A が既に 3 重対角行列である場合は，
この処理は不要である．  

② QL 法により 3 重対角行列の固有値すなわち A 
の固有値を求める． 

(2) 一部の固有値を求めるとき 
次のパス①～②により実対称行列 A の一部の固

有値を求めることができる． 
 

   … 
CALL TRID1 (A, N, D, SD, ICON) ① 
IF (ICON.EQ. 30000) GO TO 1000 
CALL BSCT1 (D, SD, N, M, EPST, E,  

* VW, ICON)  ② 
   … 

 
① ハウスホルダー法により A を 3 重対角行列に

変換する．  
② バイセクション法により 3 重対角行列の固有値

を求める．利用者はパラメタ M を用いて固有
値の大きい方からいくつ求めるか，また小さい
方からいくつ求めるかを指定する． 
ただし，A の次数 n に対して n/4 以上の固有値
を求めたいときは，(1)①②で対処した方が一般
的には処理速度は速い．  

 
(3) すべての固有値固有ベクトルを求めるとき 

次のパス①～③又は④により実対称行列 A のす
べての固有値固有ベクトルを求めることができる．  

 
   … 
CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) ① 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 1000 
CALL TEIG1(D,SD,N,E,EV,K,M,ICON) ② 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 2000 
CALL TRBK(EV,K,N,M,A,ICON) ③ 
   … 

 
又は，標準ルーチン 
 

   … 

CALL SEIG1(A,N,E,EV,K,M,VW,ICON) ④ 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 1000 
   … 

 
① ハウスホルダー法により A を 3 重対角行列に変

換する．  
② QL 法と，QL 法による変換行列を順次掛けあ

わせることにより，3 重対角行列のすべての固
有値固有ベクトルを求める．なお，固有ベクト
ルはユークリッドノルムが 1 となるように正規
化されている． 

③ ①の処理のために②の固有ベクトルは実対称行
列 A のそれとはなっていない．したがって，
ここでは①の逆変換を行って，実対称行列 A
の固有ベクトルを求める． 

④ ①～③の処理をまとめて行うことができる． 
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(4) 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 

次のパス①～③又は④により，実対称行列 A の
一部の固有値固有ベクトルを求めることができる．  

 
   … 
CALL TRID1 (A,N,D,SD,ICON) ① 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 1000 
CALL TEIG2(D,SD,N,M,E,EV,K,VW,ICON) 
  ② 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 2000 
CALL TRBK(EV,K,N,M,A,ICON) ③ 
   … 

 
又は，標準ルーチン 

   … 
CALL SEIG2(A,N,M,E,EV,K,VW,ICON)  ④ 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 1000 
   … 

 
① ハウスホルダー法により A を 3 重対角行列へ変

換する． 
② バイセクション法と逆反復法により 3 重対角行

列の一部の固有値固有ベクトルを求める．逆反
復法により求めた固有ベクトルは，固有値が接
近している場合，必ずしも互いに直交するとは
限らない．したがって②では，接近した固有値
に対する固有ベクトルをすでに求まった分に対
して直交するよう修正することをあわせて行っ
ている．また，求められた固有ベクトルは，ユ
ークリッドノルムが 1 となるように正規化され
ている． 

③ ①の処理のために②の固有ベクトルは実対称行
列 A のそれとはなっていない．したがって，
ここでは①の逆変換を行って，実対称行列 A 
の固有ベクトルを求める． 

④ ①～③の処理をまとめて行うことができる． 
 

(5) QL 法について 
① QR 法との比較 

(1)②や(3)②で採用した QL 法は，実行例の固有
値を求めるために採用している QR 法と基本的
には同じである．ただ，QR 法では固有値を行
列の右下すみから求めるのに対して， QL 法で
は，左上すみから求める．これらのことは行列
のデータの並び具合に関連している．すなわち，
前者は行列の各要素の絶対値が左上から右下に
進むに従って小さくなっている場合に最適であ
り，後者は逆に左上から右下に進むに従って大
きくなっている場合に最適である．(1)①や(3)
①の TRID1 によって出力される 3 重対角行列
は，一般には右下方の要素の絶対値が左上方に
比べて大きくなりやすい．続く(1)②や(3)②で
QL 法を採用しているのはこのためである．  

② 原点移動を暗黙に行う QL 法 
QL 法には，更に明示型 (explicit) QL 法と黙示
型(implicit) QL 法とがある．両者の違いは，固
有値を求める収束速度を速くするための手段：
原点移動（サブルーチン TRQL 参照）を陽に行
うか，暗に行うかの違いである．前者は各要素
の絶対値が左上から右下へ進むにつれて大きく
なっている場合はよいが，その逆の場合には小
さな固有値の精度はかなり悪くなる．これをあ
る程度カバーするものとして，(1)②や(3)②で
は黙示型 QL 法を用いている． 

 
(6) 行列の直和分解について 

固有値固有ベクトルを求めるとき，できるだけ行
列を小行列に分解（直和分解）して，各小行列ごと
に固有値固有べクトルを求めた方が精度や処理速度
の点で望ましい．(1)②，(2) ②，(3) ②及び(4) ②の
処理では，3 重対角行列を次の条件を調べることに
より小行列に分解し，固有値固有ベクトルを求めて
いる． 

( ) ( )nibbuc iii ,...,3,21 =+≤ −
 (4.1) 

ここで u は丸め誤差の単位であり， ci, bi は図
4.1 に示すとおりである． 

4.5 エルミート行列の 
固有値固有ベクトル 

エルミート行列の固有値固有ベクトルを求めると
き，SSL II の各サブルーチンをどのように用いるか
標準的な例をあげて簡単に説明する．  

エルミート行列の固有値固有ベクトルを求める手
順は， 
① エルミート行列を実対称 3 重対角行列に変換す

る．  
② 実対称 3 重対角行列の固有値を求める． 
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図 4.1  3 重対角行列が二つの小行列に直和分解された例 
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③ 実対称 3 重対角行列の固有ベクトルを求める． 
④ 実対称 3 重対角行列の固有ベクトルを，エルミ

ート行列の固有ベクトルへ逆変換する．  
のように 4 段階に分けられる．SSL II では，これら
の手順に対応して，それぞれのコンポーネントルー
チンと，全手順を一度に行えるようにした標準ルー
チンが用意されている．（表 4.5 参照） 
 

表 4.5  エルミート行列の標準固有値問題のサブルーチン 

レベル 機能 サブルーチン名 

標準ルーチン エルミート行列の 
固有値固有ベクトル 

HEIG2 
(B21-25-0201) 

コンポーネン
トルーチン 

エルミート行列の実対称
3 重対角行列への変換 

TRIDH 
(B21-25-0302) 

実対称 3 重対角行列の 
固有値 

TRQL 
(B21-21-0402) 

BSCT1 
(B21-21-0502) 

実対称 3 重対角行列の 
固有値固有ベクトル 

TEIG1 
(B21-21-0602) 

TEIG2 
(B21-21-0702) 

エルミート行列の 
固有ベクトルへの逆変換 

TRBKH 
(B21-25-0402) 

 
ここでは具体的に，エルミート行列についての利

用者の問題を目的別に， 
 すべての固有値を求めるとき 
 一部の固有値を求めるとき 
 すべての固有値固有ベクトルを求めるとき 
 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 
のように分ける，以下の(1)～(4)ではそれぞれの目的
別に分類し，コンポーネントルーチンと標準ルーチ
ンの使い方を説明する． 

固有値固有ベクトルのすべて又は，一部を求める
場合において，標準ルーチンだけを使用するか，あ
るいは各コンポーネントルーチンを使用するかは利
用者に任されている．ただ，使いやすさという点で，
通常は前者を使うことを勧める． 

なお，SSL II で扱うエルミート行列は，エルミー
ト行列用圧縮モードで与えることが必要である
（「2.8 データの格納方法」参照）．  
 
(1) すべての固有値を求めるとき 

次のパス①～②により，エルミート行列 A のすべ
ての固有値を求めることができる．  

   ... 
CALL TRIDH(A,K,N,D,SD,V,ICON) ① 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 1000 
CALL TRQL(D,SD,N,E,M,ICON) ② 
   ... 

 
① ハウスホルダー法によりエルミート行列 A を

実対称 3 重対角行列に変換する．  
② QL 法により実対称 3 重対角行列の全固有値を

求める． 

(2) 一部の固有値を求めるとき 
次のパス①～②により，A の固有値のうち大きい

方，又は小さい方から m 個求めることができる． 
  

   ... 
CALL TRIDH(A,K,N,D,SD,V,ICON) ① 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 1000 
CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) 
  ② 
   ... 

 
① ハウスホルダー法によりエルミート行列 A を

実対称 3 重対角行列へ変換する．  
② バイセクション法により実対称 3 重対角行列の

固有値を大きい方（又は小さい方）から m 個求
める． 

ただし，A の次数 n に対して n/4 以上の固有値
を求めるときは，TRIDH とすべての固有値を求める
サブルーチン TRQL を使う方が一般に処理は速い．  

 
(3) すべての固有値固有ベクトルを求めるとき 

次の①～③，又は④により，すべての固有値固有
ベクトルを求めることができる．  

 
   ... 
CALL TRIDH(A,K,N,D,SD,V,ICON) ① 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 1000 
CALL TEIG1(D,SD,N,E,EV,K,M,ICON) ② 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 2000 
CALL TRBKH(EV,EVI,K,N,M,P,V,ICON) ③ 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 3000 
   ... 

 
又は，標準ルーチン， 
 

   ... 
CALL HEIG2(A,K,N,N,E,EVR,EVI,VW, 

*ICON)  ④ 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 1000 
   ... 
 

① エルミート行列 A を実対称 3 重対角行列に変
換する． 

② QL 法により実対称 3 重対角行列の固有値（す
なわち A の固有値）固有ベクトルを求める． 

③ ②で求めた固有ベクトルを A の固有ベクトル
へ逆変換する． 

④ 標準ルーチン HEIG2 を使って，①～③の処理
を一度にまとめて行うことができる． 
このとき HEIG2 の第 4 パラメタを N としてい
るのは固有値を大きいほうから n 個求めること
を指定した場合である． 
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(4) 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 
次のパス①～③，又は④により，エルミート行列

の m 個の固有値固有ベクトルを求めることができる．  
 

   ... 
CALL TRIDH(A,K,N,D,SD,V,ICON) ① 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 1000 
CALL TEIG2(D,SD,N,M,E,EV,K,VW,ICON)  
  ② 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 2000 
CALL TRBKH(EV,EVI,K,N,M,P,V,ICON) ③ 
IF(ICON .EQ. 30000)GO TO 3000 
   ... 

 
又は，標準ルーチン 
 

   ... 
CALL HEIG2(A,K,N,M,E,EVR,EVI,VW,ICON) ④ 
IF(ICON .GE. 20000)GO TO 1000 
   ... 

 
① エルミート行列 A を実対称 3 重対角行列に変

換する． 
② バイセクション法と逆反復法により，実対称 3

重対角行列の固有値を大きい方（又は小さい
方）から m 個求め，それらに対応する固有ベ
クトルを求める．  

③ ②で求めた固有ベクトルの逆変換を行う．  
④ 標準ルーチン HEIG2 を使って，①～③の処理

を，一度にまとめて行うことができる． 

4.6 実対称バンド行列の 
固有値固有ベクトル 

実対称バンド行列の固有値固有ベクトルを求める
ためのサブルーチンとして，BSEG, BTRID, BSVEC, 
BSEGJ などが用意されている．  

これらは一般に，行列の次数 n が 100 以上の大型
行列で，かつ行列のバンド幅 h との間で h/n < 1/6 で
ある場合に適している．またジェニングス法による
BSEGJ は， n/10 個以内の固有値を求める場合に有
効である．実対称バンド行列の場合，全固有値固有
ベクトルを要求するケースは一般に少なく，したが
って，標準ルーチンもその趣旨に沿って用意されて
いる．BSEG と BSEGJ は標準ルーチンであり， 
BTRID と BSVEC は BSEG を構成するコンポーネン
トルーチンである．（表 4.6 参照）．今，これらの
各サブルーチンを利用者の問題に応じて，どのよう
に使うことができるか例をあげて説明する．なお， 
SSL II で扱う実対称バンド行列は，対称バンド行列
用圧縮モードで与える必要がある（「2.8  データの
格納方法」参照）． 

 

表 4.6  実対称バンド行列の標準固有値問題のサブルーチン 

レベル 機能 サブルーチン名 

標準ルー
チン 

実対称バンド行列の 
固有値固有ベクトル 

BSEG 
(B51-21-0201) 

BSEGJ 
(B51-21-1001) 

コンポー
ネントル
ーチン 

実対称バンド行列の 
実対称 3 重対角行列への変換 

BTRID 
(B51-21-0302) 

実対称 3 重対角行列の固有値 

TRQL 
(B21-21-0402) 

BSCT1 
(B21-21-0502) 

実対称バンド行列の 
固有ベクトル 

BSVEC 
(B51-21-0402) 

 
(1) 一部の固有値を求めるとき 
(a) 標準ルーチンを使う場合 

 
   ... 
CALL BSEG(A,N,NH,M,0,EPST,E,EV,K, 

* VW,ICON)  ① 
IF(ICON.GE.20000)GO TO 1000 
   ... 

 
① 次数 n ，バンド幅 h の実対称バンド行列 A の

固有値を，大きい方（又は小さい方）から m 個
求める．第 5 パラメタが 0 であるのは固有ベク
トルが不要であることを意味する． 

(b) コンポーネントルーチンを使う場合 
 

   ... 
CALL BTRID(A,N,NH,D,SD,ICON) ① 
IF(ICON.EQ.30000) GO TO 1000 
CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) ② 
IF(ICON.EQ.30000) GO TO 2000 
   ... 

 
① 次数 n ，バンド幅 h の実対称バンド行列 A を

ルティスハウザー・シュワルツ法により，実対
称 3 重対角行列 T に変換する． 

② T の固有値のうち，大きい方（又は小さい方）
から m 個求める． 

 
(2) 全固有値を求めるとき 
(a) 標準ルーチンを使う場合 

一部の固有値を求めるときの BSEG の例におい
て，第 4 パラメタを N とすることにより全固有
値を求めることができるが，通常は次のコンポ
ーネントルーチンによるパスを利用することを
勧める． 

(b) コンポーネントルーチンを使う場合 
   ... 
CALL BTRID(A,N,NH,D,SD,ICON) ① 
IF(ICON.EQ.30000) GO TO 1000 
CALL TRQL(D,SD,N,E,M,ICON) ② 
   ... 

 
① 次数 n ，バンド幅 h の実対称バンド行列 A を

ルティスハウザー・シュワルツ法により，実対
称 3 重対角行列 T へ変換する． 
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② T の全固有値を QL 法により求める． 
 
(3) 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 
(a) 標準ルーチンを使う場合 

標準ルーチンとして次の二つがある 
 

   ... 
CALL BSEG(A,N,NH,M,NV,EPST,E,EV,K, 

* VW,ICON)  ① 
IF(ICON.GE.20000)GO TO 1000 
   ... 
CALL BSEGJ(A,N,NH,M,EPST,LM,E,EV,K, 

* IT,VW,ICON) ①’ 
IF(ICON.GE.20000)GO TO 1000 
   ... 

 
①はルティスハウザー・シュワルツ法，バイセクシ
ョン法，逆反復法を順次用いて，まず固有値を求め，
それから固有ベクトルを求めるのに対し，①’は同
時反復によるジェニングス法を用いて，固有値固有
ベクトルを同時に求める．また，①は固有値の大き
い方（又は小さい方）から求めるのに対し，①’は
絶対値の大きい順（又は小さい順）に求まる．①’
は手法の性格上，行列の次数 n に較べて極めて少な
い（n/10 以下）固有値固有ベクトルを求める場合に，
その利用が勧められる． 
① 次数 n, バンド幅 h の実対称バンド行列 A の固

有値を m 個，固有ベクトルを nv 個求める．  
①’与えられた m 個の初期固有ベクトルをもとに，

上記同行列 A の固有ベクトルを求める．同時に
対応する固有値も求める．固有ベクトルの初期
値及び反復回数の上限を EV と LM に与える点
で若干の考慮が必要である． 

(b) コンポーネントルーチンを使う場合 
以下のように BSEG を構成するサブルーチンを
順次呼び出せばよい． 
   ... 
NN = (NH + 1)∗(N + N -NH)/2 
DO 10 I = 1, NN 

10 AW (I) = A (I) 
CALL BTRID(A,N,NH,D,SD,ICON) ① 
IF(ICON.EQ.30000) GOTO 1000 
CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) 
  ② 
IF(ICON.EQ.30000) GO TO 2000 
CALL BSVEC(AW,N,NH,NV,E,EV,K,VW, 

*ICON)  ③ 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 3000 
   ... 

 
①② 一部の固有値を求めるときのコンポーネントル

ーチンによるパスと同じである．ただし， 
BTRID によりパラメタ A の内容は壊されるの
で，③のためにあらかじめ A の内容を配列 AW
に移しておく．  

③ ②より求めた m 個の固有値のうち，最初の nv 
個に対応する固有ベクトルを逆反復法により求
める．  

 
(4) 全固有値固有ベクトルを求めるとき 
(a) 標準ルーチンを使う場合 

一部の固有値固有ベクトルを求めるときの
BSEG の例で，第 4 及び第 5 パラメタを N とす
ることにより全固有値固有ベクトルを求めるこ
とができる．もし，速度を重要視するなら次の
コンポーネントルーチンによるパスを利用する
ことを勧める．  

(b) コンポーネントルーチンを使う場合 
 

   ... 
NN=(N+1)∗(N+N–NH)/2 
DO 10 I=1,NN 

10 AW(I)=A(I) 
N1 = NN+1 
N2 = N1 + N 
CALL BTRID(A,N,NH,VW(N1),VW(N2),ICON)① 
IF(ICON.EQ.30000) GO TO 1000 
CALL TRQL(VW(N1),VW(N2),N,E,M,ICON) 
     ② 
IF(ICON.GE.15000) GO TO 2000 
CALL BSVEC(AW,N,NH,N,E,EV,K,VW, 
*ICON)  ③ 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 3000 
   ... 

 
①② 全固有値を求めるときのコンポーネントルーチ

ンによるパスと同じである．ただし BTRID に
よりパラメタ A の内容は壊されるので，③のた
めにあらかじめ A の内容を配列 AW に移して
おく． 

③ ②で求めた全固有値に対応する固有ベクトルを
逆反復法により求める． 

4.7 実対称行列の 
一般固有値固有ベクトル 

Ax=λBx （A: 対称行列，B: 正値対称行列）型の
固有値固有ベクトルを求めるとき，SSL II の各サブ
ルーチンをどのように用いるか標準的な例をあげて
簡単に説明する． 

実対称行列の一般固有値固有ベクトルを求める手
順は， 
① 一般固有値問題 (Ax=λBx) を実対称行列の標準

固有値問題 (Sy=λy) に変換する． 
② 実対称行列 S を実対称 3 重対角行列 T に変換

する(Sy=λy→Ty'=λy'への変換)． 
③ 実対称 3 重対角行列 T の固有値λを求める． 
④ 実対称 3 重対角行列 T の固有ベクトル y' を求

める． 
⑤ 実対称 3 重対角行列 T の固有ベクトル y'を実対

称行列 S の固有ベクトル y に逆変換する． 
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⑥ 実対称行列 S の固有ベクトル y を一般固有値
問題の固有ベクトル x に逆変換する． 

 
のように 6 段階に分けられる．SSL II では，これ

らの手順に対応してそれぞれのコンポーネントと，
全手順を一度に行うことができる標準ルーチンが用
意されている（表）4.7 参照）． 

 
表 4.7  実対称行列の一般固有値問題のサブルーチン 

レベル 機能 サブルーチン名 

標準 
ルーチン 

実対称行列の 
一般固有値固有ベクトル 

GSEG2 
(B22-21-0201) 

コンポー 
ネント 
ルーチン 

一般形から標準形への変換 GSCHL 
(B22-21-0302) 

実対称行列の 
実対称 3 重対角行列への変換 

TRID1 
(B21-21-0302) 

実対称 3 重対角行列の固有値 

TRQL 
(B21-21-0402) 

BSCT1 
(B21-21-0502) 

実対称 3 重対角行列の 
固有値固有ベクトル 

TEIG1 
(B21-21-0602) 

TEIG2 
(B21-21-0702) 

実対称行列の 
固有ベクトルへの逆変換 

TRBK 
(B21-21-0802) 

一般形の固有ベクトルへの 
逆変換 

GSBK 
(B22-21-0402) 

 
ここでは具体的に，実対称行列の一般固有値固有

ベクトルについての利用者の問題を目的別に， 
 すべての固有値を求めるとき 
 一部の固有値を求めるとき 
 すべての固有値固有ベクトルを求めるとき 
 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 
のように分け，以下の(1)～(4)でそれぞれについて，
コンポーネントルーチンと標準ルーチンの使い方を
説明する． 

固有値固有ベクトルのすべて又は，一部を求める
とき，コンポーネントルーチンを順次呼出すか，あ
るいは標準ルーチンを使用するかは利用者に任され
ている．ただ，使いやすさという点で，通常は後者
を使うことを勧める． 

なお，SSL II で扱う実対称行列は，対称行列用圧
縮モードで与えることが必要である（「2.8  データ
の格納方法」参照）．  

 
(1) すべての固有値を求めるとき 

次のパス①～③により，すべての固有値を求める
ことができる．  

   ... 
CALL GSCHL(A,B,N,EPSZ,ICON) ① 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 1000 
CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) ② 
CALL TRQL(D,SD,N,E,M,ICON) ③ 
   ... 

① 実対称行列の一般固有値問題 (Ax = λBx) を標
準固有値問題 (Sy = λy) に変換する． 

② ハウスホルダー法により実対称行列 S を実対称
3 重対角行列に変換する． 

③ QL 法により実対称 3 重対角行列のすべての固
有値を求める． 

 
(2) 一部の固有値を求めるとき 

次のパス①～③により，固有値を大きい方（又は
小さい方）から m 個求めることができる． 

 
   ... 
CALL GSCHL(A,B,N,EPSZ,ICON) ① 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 1000 
CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) ② 
CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) 
  ③ 
   ... 

 
① 実対称行列の一般固有値問題 (Ax = λBx) を標

準固有値問題 (Sy = λy) に変換する． 
② ハウスホルダー法により実対称行列 S を実対称

3 重対角行列に変換する． 
③ バイセクション法により実対称 3 重対角行列の

固有値を大きい方（又は小さい方）から m 個
求める． 

 
ここで，A の次数 n に対して n/4 以上の固有値を

求めたいときは，すべての固有値を求めるサブルー
チン TRQL を使う方が一般に処理は速い． 

 
(3) すべての固有値固有ベクトルを求めるとき 

次のパス①～⑤，又は⑥により，すべての固有値
固有ベクトルを求めることができる． 

 
   ... 
CALL GSCHL(A,B,N,EPSZ,ICON) ① 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 1000 
CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) ② 
CALL TEIG1(D,SD,N,E,EV,K,M,ICON)  ③ 
IF(ICON.GE.20000)GO TO 3000 
CALL TRBK(EV,K,N,M,A,ICON) ④ 
CALL GSBK(EV,K,N,M,B,ICON) ⑤ 
   ... 

 
又は標準ルーチン， 

   ... 
CALL GSEG2(A,B,N,N,EPSZ,EPST,E,EV,K, 

* VW,ICON)  ⑥ 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 1000 
   ... 

 
① 実対称行列の一般固有値問題 (Ax = λBx)を標準

固有値問題 (Sy = λy) に変換する． 
② ハウスホウルダー法により実対称行列 S を実対

称 3 重対角行列に変換する． 
③ QL 法により実対称 3 重対角行列のすべての固

有値固有ベクトルを求める． 
④ 実対称 3 重対角行列の固有ベクトルを実対称行

列の固有ベクトルに逆変換する． 
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⑤ 実対称行列の固有ベクトルを一般固有値問題の
固有ベクトルに逆変換する． 

⑥ 標準ルーチン GSEG2 を使って，①～⑤の処理
を一度にまとめて行うことができる． 
このとき，GSEG2 の第 4 パラメタを N として
いるのは，固有値を大きい方からすべて求める
ことを指定した場合である． 

 
(4) 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 

次のパス①～⑤，又は⑥により，m 個の固有値固
有ベクトルを求めることができる． 

 
   ... 
CALL GSCHL(A,B,N,EPSZ,ICON) ① 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 1000 
CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) ② 
IF(ICON.EQ.3000) GO TO 2000 
CALL TEIG2(D,SD,N,M,E,EV,K,VW, 

*ICON)  ③ 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 3000 
CALL TRBK(EV,K,N,M,A,ICON) ④ 
CALL GSBK(EV,K,N,M,B,ICON) ⑤ 
   ... 

 
又は標準ルーチン， 
 

   ... 
CALL GSEG2(A,B,N,M,EPSZ,EPST,E,EV,K, 

* VW,ICON)  ⑥ 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 1000 
   ... 

 
① 実対称行列の一般固有値問題 (Ax = λBx) を標

準固有値問題 (Sy = λy) に変換する． 
② ハウスホルダー法により実対称行列 S を実対称

3 重対角行列に変換する．  
③ バイセクション法，逆反復法により，実対称 3

重対角行列の固有値の大きい方（又は小さい
方）から m 個求め，それらに対応する固有ベク
トルを求める． 

④ 実対称 3 重対角行列の固有ベクトルを実対称行
列の固有ベクトルに逆変換する． 

⑤ 実対称行列の固有ベクトルを一般固有値問題の
固有ベクトルに逆変換する． 

⑥ 標準ルーチン GSEG2 を使って，①～⑤の処理
を一度にまとめて行うことができる． 

4.8 実対称バンド行列の 
一般固有値固有ベクトル 

Ax=λBx (A: 対称バンド行列，B: 正値対称バンド
行列) 型の固有値固有ベクトルを求めるために 
SSL II では，表 4.8 に示すようなサブルーチンを用
意している． 

これらは一般には大型行列で，かつ行列の次数 n ,
バンド幅 h との間に，h/n < 1/6 である場合に適して
いる． 

ま た ，ジェニングス法によるサブルーチン
GBSEG は， n /10 個以内の固有値固有ベクトルを
求める場合時間的に有効である．サブルーチン
GBSEG では指定された m 個の固有値と固有ベクト
ルを同時に求めるので，正常終了しないときは，固
有値と固有ベクトルが一つも求まっていないので注
意すること． 

今，利用者の問題に応じて，サブルーチンをどの
ように使うことができるか例をあげて説明する．な
お，SSL II で扱う実対称バンド行列は，対称バンド
行列用圧縮モードで与える必要がある（「2.8  デー
タの格納方法」参照）． 

 
表 4.8  実対称バンド行列の一般固有値問題のサブルーチン 

レベル 機能 サブルーチン名 

標準 
ルーチン 

実対称バンド行列の 
一般固有値固有ベクト
ル 

GBSEG 
(B52-11-0101) 

 
(1) 一部の固有値固有ベクトルを求めるとき 

 
   ... 
CALL GBSEG(A,B,N,NH,M,EPSZ,EPST, 

* LM,E,EV,K,IT,VW,ICON) ① 
IF(ICON.GE.20000) GO TO 1000 
   ... 

 
① 同時反復法によるジェニングス法を用いて，固

有値固有ベクトルを求める．パラメタ M の与
え方により，固有値の絶対値の大きい方又は小
さい方から m 個の固有値固有ベクトルが求め
られる． 
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第 5 章 
非線型計算 

5.1 概要 

この章では以下の問題を取り上げる． 
方程式の根： 

代数方程式，超越方程式，連立非線型方程式の
根を求める． 

5.2 代数方程式 

代数方程式を (5.1) で表す． 

0,0 0
1

10 ... ≠=+++ − aaxaxa n
nn  (5.1) 

ここで ai (i = 0, 1 ... n) は実数又は複素数である． 
 ai が実数の場合を実係数代数方程式と言い， ai 

が複素数の場合を複素係数代数方程式と言う．後者
の場合は，(5.1) において特に x の代りに z を用いる
ことにする． 

代数方程式を解くサブルーチンは断らないかぎり
すべての根を求めることを目的としている． 

代数方程式のサブルーチンを表 5.1 に示す． 
 

表 5.1  代数方程式のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 

実係数 
2 次方程式 

RQDR 
(C21-11-0101) 根の公式 

 

複素係数 
2 次方程式 

CQDR 
(C21-15-0101) 根の公式 

 

実係数低次 
代数方程式 

LOWP 
(C21-41-0101) 

代数的手法と反復的
手法を併用 

次数は 5 次
以下 

実係数高次 
代数方程式 

RJETR 
(C22-11-0111) ジェンキンス・トラ

ウプの方法 

 

複素係数高次
代数方程式 

CJART 
(C22-15-0101) ヤラット法 

 

5 次以下の実係数代数方程式を解くときは LOWP
を使えばよいが，特に 2 次方程式だけを解く場合は
RQDR を使うこと． 

以下，手法とそれにかかわる事柄について述べる． 
代数方程式を解く手法には，代数的手法と反復的

手法とがある．代数的手法とは，4 次以下の方程式
に対して代数学で言うところの“根の公式”を用い
て解く方法であり，一方反復的手法とは，任意の次
数の方程式に対して根の大ざっぱな近似値を設定し
それを反復的に改良してゆき最後に良い近似値を得
る，という手法である．反復的手法は多くの場合，
根を一つずつ順番に求めていく方法をとり，ある根
が求まったあとその根を除いた，より低次の代数方
程式を作り出してまた別の根を求めるという方法で
ある． 

代数的手法と反復的手法とを優劣の点で比較する
のは難しいように思われる．というのは各々独自の
難点を持っているからである．それを以下に挙げる． 
a. 代数的手法の難点 
(a) (5.1) の係数 ai に，大きさにおいて激しいへだ

たりがあるものが混在している場合は計算過程
でオーバフローあるいはアンダフローを起こす
可能性がある． 

b. 反復的手法の難点 
(a) 初期の近似値を設定することが難しい．それを

誤ると反復しても近似値が収束しない（逆に近
似値が収束しなかったときは初期近似の設定に
誤りがあると判断できる．また，ある根は求ま
っても別な根は求まらないということもあ
る．） 

(b) 反復的に求まってくる近似値が収束したか否か
の判定，いわゆる収束判定という手間の問題が
ある． 

SSL II においては，特に a.の (a) をさけることに
重点をおき，2 次方程式の場合を除いて，もっぱら
反復的手法に頼っている． 

ここで収束判定法について，SSL II のサブルーチ
ンがとっている方法を述べておく． 

代数方程式 ( ) 0
0

=≡ ∑
=

−
n

k

kn
k xaxf を反復的に求める

ときは f(x) の計算値が計算誤差の範囲内の大きさに
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なってしまうと，もはやそれ以上 f(x) を小さくして
も意味がない．ところで f(x) を計算するときの計算
誤差の上限を ε(x) とすれば，誤差理論より 

( ) ∑
=

−=
n

k

kn
k xaux

0
ε  (5.2) 

が成り立つ．ここでは u は丸め誤差の単位である．
したがって  

( ) ( )xxf ε≤  (5.3) 

を満たす x の領域において，x が真の根であるかど
うかを確認する方法はない．ゆえに， 

∑∑
=

−

=

− ≤
n

k

kn
k

n

k

kn
k xauxa

00
 (5.4) 

を満たす x が求まったとき収束したと判断し，それ
を一つの根として採用する．（なお，(5.2) について
詳しくは文献［23］を参照すること．） 

最後に根の精度について注意を述べる．代数的手
法であれ反復的手法であれ，一定の桁数で計算する
限り，ある根は精度良く求まり，ある根はそれに反
して精度良く求まらないことが起こる．一般に，重
根あるいは近接根は，そうでない根の精度ほどには
よく求まらない．利用者はこのことに注意され，も
し求まった根のなかに近接しているものがあれば，
そうでない根ほどには精度は良くないと考えてもら
たい． 

5.3 超越方程式 

超越方程式を (5.5) で表す． 

f(x) = 0 (5.5) 

f(x) が実関数の場合を実超越方程式と言い，複素
関数の場合を複素超越方程式と言う．後者の場合は
(5.5) において特に x の代りに z を用いることにする． 
超越方程式を解くサブルーチンは，独立変数の指定
された範囲内の，あるいは指定された点の近傍の，
ただ一つの根を求めることを目的としている． 

超越方程式のサブルーチンを表 5.2 に示す． 
超越方程式を解く手法はもっぱら反復的手法であ

る．反復的手法における収束の速さはまず第 1 に指
定された範囲がいかに狭いか，あるいは指定された
点がいかに根に近いかに依存している．収束判定法
についてはサブルーチンごとに異なるので個々の説
明のところで述べてある． 

 

表 5.2  超越方程式のサブルーチン 

目的 サブルーチン
名 

手法 備考 

TSD1 
(C23-11-0101)

2 分法，線型補間法，
逆 2 次補間法を併用 

微係数不要
区間指定 実超越 

方程式 TSDM 
(C23-11-0111) マラー法 微係数不要

初期値指定

複素超越
方程式 

CTSDM 
(C23-15-0101) マラー法 微係数不要

初期値指定

5.4 連立非線型方程式 

方程式を (5.6) で表す．  

f(x) = 0 (5.6) 

ここで,  f(x) = (f1(x), f2(x),..., fn(x))T ， 
x=(x1,x2…,xn)T 及び 0 は n 次元ベクトルである． 

連立非線型方程式の解法は，反復的手法である．
すなわち，利用者が与える初期ベクトル x0  から出
発して，逐次改良していくことにより，(5.6) の解ベ
クトルを，必要な精度まで求めようとするものであ
る． 

連立非線型方程式のサブルーチンを表 5.3 に示す．  
 

表 5.3  連立非線型方程式のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
連立非線
型方程式 

NOLBR 
(C24-11-0101) ブレント法 微係数不要

 
反復的手法の中で最もよく知られているのはニュ

ートン法であり，それは (5.7) で表せる． 
xi +1 = xi – Ji

-1f(xi),      i = 0, 1, ... (5.7) 

ここで Ji は，x = xi, における f(x) のヤコビアン行
列であり，(5.8) を意味する． 
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 (5.8) 

このニュートン法は，理論的には良い方法である．
すなわち，収束の速さは 2 次であり，計算式が単純
であるという利点がある．しかし，複雑な（又は大
規模な）方程式になると，計算上のいくつかの問題
点が出てくる．主な原因は次の 3 つである． 
a.  (5.8) の係数 ∂fi /∂xj の計算式を作るのが困難で

ある（式が複雑で事実上偏微分できないことが
ある）． 
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b. (5.8) の全要素の計算量が多すぎる． 
c. 反復 1 回ごとに，Ji を係数行列とする連立 1 次

方程式を解くので時間がかかる． 
これらの問題点を解消し，しかも収束の速さを 2

次に保つことができれば，利用者の使いやすさ及び
計算時間の短縮が期待できる．上記の問題点を解消
する具体的な方法としては以下の方法が考えられる． 

a. に対しては，∂fi /∂xj を差分で近似する．すなわ
ち，適当な h (>0) を選ぶことにより， 

( ) ( )
h

xxfxhxxf
x
f ninji

j

i ,,,,,, ......... 11 −+
≈

∂
∂  (5.9) 

とする． 
b. 及び c.に対しては，ヤコビアン行列を直接求め

ないで，計算量が少なくて済むような，擬似的（全
要素を求めないという意味で）なヤコビアン行列を
使って連立 1 次方程式を解く． 

SSL II ではこれらを実現するような手法を採用し
ている． 

次に，連立非線型方程式のサブルーチンを使用す
る上での注意を述べる． 

利用者は，方程式を定義する関数系を計算する関
数副プログラムを用意する必要がある．この関数副
プログラムは，サブルーチンを効率良く利用し，指
定した精度の解を得るためにも，次の点に十分注意
して用意しなければならない．  

(a) 関数の計算は，桁落ちを避けるように工夫する
こと．これは，この関数値が，サブルーチン内
で微係数を評価するために使われることからも
特に重要である． 

(b) 変数ベクトル x や関数ベクトル f (x) などの各
要素の大きさをそろえることが望ましい．なぜ
ならば，計算の過程で，絶対値が極めて大きな
要素のために，他の要素が無視されてしまうよ
うなことが起きるからである（特に本サブルー
チンでは，収束判定において，最大値要素の変
化を見て収束したか否かの判断をしているた
め）． 

 
また，解ベクトルの精度は，利用者の与える収束

判定値に依存する．一般に，収束判定値を小さくす
れば，解ベクトルの精度の向上が期待できる．しか
しながら，丸め誤差の影響のため精度の限界がある
ので，むやみに収束判定値を小さく与えても，それ
だけの精度が得られないことがあるので注意を要す
る． 

次に，初期ベクトル x0 の選び方であるが，これ
は方程式の物理的情報によってなされるべきであり，
利用者に任された問題である．もし，そのような物
理的情報が無い場合は，初期ベクトルをいろいろ変
えて，何回か試行するのもよい． 

最後に，方程式の性質によっては，単精度サブル
ーチンでは解けないが，倍精度サブルーチンでは解
けることがあるので，通常は倍精度サブルーチンを
利用することを勧める． 
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第 6 章 
極値問題 

6.1 概要 

この章では，以下の問題を取り上げる． 
• 1 変数関数の極小化 
• 制約なし多変数関数の極小化 
• 制約なし関数二乗和の極小化 

（非線型最小二乗解） 
• 線形計画問題 
• 非線形計画問題 

（制約付き多変数関数の極小化） 

6.2 1 変数関数の極小化 

この問題では，1 変数の実関数 f(x) が与えられた
とき，区間 [a, b] で f(x) の極小点 x* とその関数値 
f(x*) を求める． 

 
(1) サブ－チンの種類 

利用者が関数 f(x) 以外に，導関数 g(x) を解析的
に定義できるか否かの条件に応じて，表 6.1 に示す
サブルーチンが用意されている． 

 
表 6.1  1 変数関数の極小化のサブルーチン 

解析的定義 サブルーチン名 備考 
f(x) LMINF 

(D11-30-0101) 
2 次補間法 

f(x), g(x) LMING 
(D11-40-0101) 

3 次補間法 

 
(2) 使用上の注意 
a. 区間 [a, b] の与え方 

SSL II では，区間 [a, b]で f(x) が単峰であるこ
とを仮定し，f(x) の唯一の極小点を許容誤差の
範囲内で求める．区間 [a, b] に多くの極小点を
持つ場合には，いずれの極小点に収束するか
は保証されない． 

したがって，求める極小点 x* を含む区間の端点 
a 及び b の値は，可能なかぎり x*  の近くにとるこ
とが望ましい．  

6.3 制約なし多変数関数の極小化 

この問題では，n 変数の実関数 f(x) と初期ベクト
ル x0 が与えられたとき， f(x) の極小値をとるベク
トル（極小点） x* と，その関数値 f(x*) を求める．
ここで x は，x = (x1, x2, ..., xn)T なるベクトルである． 

関数の極小化とは，一般に任意の初期ベクトル 
x0 から出発し， 

f(xk+1) < f(xk), k = 0, 1, ... (6.1) 
xk : 反復ベクトル 

なる関係を満たすように反復し，極小点 x* を求め
ることである．ここで反復ベクトルは，関数 f(x) 
が xk において局所的に減少する方向に基づき修正
されるが，そのため通常，f(x) の値だけでなく，傾
斜ベクトル g とヘシアン行列 B とが利用される． 

( ) jiijij
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g  (6.2) 

ニュートン法を基本とした公式 
関数 f(x) が 2 次関数で，凹関数である場合，ニ

ュートン法による反復公式により，理論的には
高々 n 回の反復で最小点 x* を求めることができる． 

ところで，一般の関数の場合は，極小点 x* の近
傍では近似的に 2 次関数となる．すなわち， 

)()(
2
1)()( *** xxBxxxx −−+≈ Tff  (6.3) 

と表せる．したがってヘシアン行列 B が正定値行
列であるなら，2 次関数の場合に適用されるニュー
トン法を基本とした反復公式は，一般の関数に対
しても (6.3) に基づき良い反復公式となることが期
待できる．そこで極小点 x* の近傍の任意な点 xk に
おける傾斜ベクトルを gk とすると，(6.3) よりニュ
ートン法の基本反復公式を得る． 
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kkk gBxx 1
1

−
+ −=  (6.4) 

SSL II では， (6.4) に基づく，次の二つの反復公
式を導入している． 

 
改訂準ニュートン法 
反復公式 

kkk

kkkk

kkk

EBB
pxx

gpB

+=
+=

−=

+

+

1

1 α  (6.5) 

ここで，Bk はヘシアン行列の近似行列であり，
反復の過程で階数 2 の行列 Ek により改良され
る．pk は，関数が局所的に減少する方向を定
める探索ベクトルである．αk は，f(xk+1) が局
所的最小となるように定められる（直線探
索）定数である． 
 

準ニュートン法 
反復公式 

kkk

kkkk

kkk

FHH
pxx

gHp

+=
+=

−=

+

+

1

1 α  

ここで，Hk はヘシアン行列の逆行列 B-1 の近似
行列であり，反復の過程で階数 2 の行列 Fk に
より改良される．pk は，関数が局所的に減少
する方向を定める探索ベクトルである．αk は，
f (xk+1) が局所的最小となるように定められる
（直線探索）定数である． 

 
(1) サブルーチンの種類 

利用者が関数 f(x) 以外に傾斜ベクトル g を解析
的に定義できるか否かの条件に応じて，表 6.2 に示
すサブルーチンが用意されている． 

 
表 6.2  制約なし多変数関数の極小化のサブルーチン 

解析的定義 サブルーチン名 備考 
f(x) MINF1 

(D11-10-0101) 
改訂準ニュートン法 

f(x), g(x) MING1 
(D11-20-0101) 

準ニュートン法 

 
(2) 使用上の注意 
a. 初期ベクトル x0 の与え方 

初期ベクトル x0 は，可能なかぎり期待する極
小 点  x* の 近 傍 に 取 る こ と が 望 ま し い ． 
関数 f(x) がいくつかの極小点を持つ場合，初
期ベクトルが適切でないと，期待する極小点 
x*に収束しない可能性がある．通常，x0 は関数 
f(x) の持つ物理的情報によって設定されるべき
であろう． 

b. 関数計算プログラム 
利用者は，関数 f(x) ，傾斜ベクトル g の値を
計算する副プログラムを用意する場合，効率
の良いコーディングをすることが望ましい． 
SSL II のサブルーチンによる各関数の評価回
数は，手法，初期ベクトルなどに依存するが，
極値問題において関数計算の占める割合は大
きく，全体の処理速度はコーディング方法に
影響される． 
更に，関数 f(x) だけを与えるサブルーチンの
場合は，通常傾斜ベクトル g を差分により近
似するため，桁落ちなどを避ける工夫も必要
である． 
また，関数 f(x) の定義において，可能なかぎ
り変数ベクトル x の大きさが同程度となるよ
うに平衡化することが望ましい 

c. 収束判定値と極小値 f(x*) の精度 
極小化のアルゴリズムでは，極小点 x* におい
て関数 f(x) の傾斜ベクトル g(x*) は， 

g(x*) = 0 (6.6) 

となることを前提としている．すなわち反復
公式は，関数 f(x) を極小点 x* の近傍では，2
次関数 

xBxxxx δδδ T*
2
1)()( +≈+ *ff  (6.7) 

として近似している． 
(6.7) は f(x) が適度に平衡化されているとき， 
x に対して ε 程度の摂動を与えた場合に，関数 
f(x) は ε 2 程度の変化率を示すことを意味して
いる. 
ところで，SSL II での収束判定条件は，反復
ベクトルを xk と表すと， 

( ) ε•∞∞+ ≤− kkk xxx ,0.1max1  (6.8) 

ここで ε は収束判定値 

を満たした場合に xk+1 を極小点 x* とみなす． 
したがって，極小値 f(x*) を丸め誤差程度まで
正しく求めるためには，収束判定値 ε を 

u≈ε  ，u は丸め誤差の単位 
程度に与えるのが適当である． 
SSL II では， u⋅2 を収束判定の標準値として

いる． 
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6.4 制約なし関数二乗和の極小化 
（非線型最小二乗解） 

この問題では，n 変数の  m 個の実関数  f1 (x),  
f2 (x), ..., fm (x) と初期ベクトル x0 が与えられたとき，  

{ }∑
=

=
m

i
ifF

1

2)()( xx  (6.9) 

が極小値をとるベクトル（極小点） x* と，その関
数値 F(x*)  を求める．ここで x は，x = (x1, x2, ...xn)T 
なるベクトルである．ただし， m ≥ n である． 

すべての関数 fi (x) が x の 1 次式の場合は，線型
最小二乗解の問題であり，そのための解法は「3.5 
最小二乗解」で解説されている．（例えば，サブ
ルーチン LAXL）． 

一方，fi (x) のいずれかが x の非線型関数である
場合に，この節で述べるサブルーチンを利用する． 

 
さて，x* の近似ベクトル xk を Δx だけ変化させ

るとき，F(xk + Δx) は (6.10) により近似される． 
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 (6.10) 

ただし | F(xk) | は十分小であると仮定する． 
ここで， f(x) = (f1 (x), f2 (x), ..., fm (x))T であり，Jk 

は xk における f(x) のヤコビアン行列である． 
この F(xk + Δxk) を最小化する Δxk  は (6.10) の右

辺を微分して得られる連立 1 次方程式 (6.11) の解と
して与えられる． 

)(TT
kkkkk xfJxJJ −=Δ  (6.11) 

(6.11) 式は正規方程式と呼ばれ，この Δxk に基づく
反復法が Newton-Gauss 法である．この方法は，Δxk 
の方向としては F(x) の降下方向ではあるが，Δxk 自
体は発散する可能性がある． 

一方，F(x) の xk における傾斜ベクトル ∇F(xk) は 
)(2)( T

kkkF xfJx =∇  (6.12) 

で与えられる．−∇F(xk) は F(x) の xk における最急
降下方向であり， 

)( kk F xx ∇−=Δ  (6.13) 

とするのが，最急降下法である．(6.13) のΔxk は，
F(x) の減少を最も確実に保証するが，反復を繰り
返すとジグザグ運動を始めるという欠点がある． 

Levenberg-Marquardt 法を基本とした公式 
Newton-Gauss 法と最急降下法の折衷案として，

Leverberg, Marquardt 及び Morrison は，次の方程式
より Δxk を決定することを提案した． 

{ } )(T2T
kkkkkk v xfJxIJJ −=+ Δ  (6.14) 

ここで vk は正数 (Marquardt 数と呼ぶ)である． 
(6.14) により決定される Δxk は，明らかに vk の値

に依存する．すなわち，Δxk の方向は，vk → 0 とす
れば，Newton-Gauss 法の方向となり，vk → ∞とす
れば最急降下法の方向となる． 

SSL II では，(6.14) に基づく反復公式を採用して
いる．ただし，(6.14) を直接解くのではなく，数値
的な安定性を保つために，(6.14) と同値な系 
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に対する最小二乗法（ハウスホルダー法）により
求めている． 

また， vk の値は反復の状況を観察しながら，適
応的に決定する方法を採用している． 

 
(1) サブルーチンの種類 

利用者が関数 f1 (x), f2 (x), ..., fm (x) 以外にヤコビ
アン行列 J を解析的に定義できるか否かの条件に
応じて，表 6.3 に示すサブルーチンが用意されてい
る． 

  
表 6.3  制約なし関数二乗和の極小化のサブルーチン 

解析的定義 ザブルーチン名 備考 
f1(x), f2(x),... 

, fm(x) 
NOLF1 

(D15-10-0101) 改訂マルカート法 

f1(x), f2(x),... 
, fm(x), J 

NOLG1 
(D15-20-0101) 改訂マルカート法 

 
(2) 使用上の注意 
a. 初期ベクトル x0 の与え方 

初期ベクトル x0 は，可能なかぎり期待する極
小点 x* の近傍に取ることが望ましい． 
関数 F(x) がいくつかの極小点を持つ場合，初
期ベクトルが適切でないと，期待する極小点
x* に収束しない可能性がある． 
通常，x0 は本サブルーチンを適用しようとす
る問題の性質をよく考察した上で設定される
べきであろう． 

b. 関数計算プログラム 
利用者は，関数 {fi (x)} ，又はヤコビアン行列
J の値を計算する副プログラムを用意する場合，
効率の良いコーディングをすることが望まし
い．SSL II のサブルーチンによる各関数の評
価回数は，手法，初期ベクトルなどに依存す
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るが，極値問題において関数計算の占める割
合は大きく，全体の処理速度はコーディング
方法に影響される． 
更に，関数 {fi(x)} だけを与えるサブルーチン
の場合は，通常ヤコビアン行列 J を差分によ
り近似するため，桁落ちなどを避ける工夫も
必要である． 
また，関数 fi(x) の定義において，可能なかぎ
り変数ベクトル x の大きさが同程度となるよ
うに平衡化することが望ましい． 
また，fi(x) 自体の値もできるだけ同程度にな
るように平衡化することが望ましい． 

c. 収束判定値と極小値 F(x*) の精度 
極小化のアルゴリズムでは，極小点 x* におい
て， 

0)(2)( ==∇ ** xfJx TF  (6.16) 

となることを前提としている．すなわち反復
公式は，関数 F(x) を極小点 x* の近傍では，2
次関数 

F F T T( ) ( )x x x x J J x* *+ ≈ +δ δ δ  (6.17) 

として近似している． 
(6.17) は，F(x) が適度に平衡化されているとき， 
x に対して ε 程度の摂動を与えた場合に，関数 
F(x) は ε 2 程度の変化率を示すことを意味して
いる． 
ところで，SSL II での収束判定条件は，反復
ベクトルを xk と表すと， 

ε⋅≤−
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+

+

),0.1max(
 )()(

221
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kkk

kk FF
xxx

xx かつ
 (6.18) 

ここで ε は収束判定値 

を満たした場合に xk+1 を極小点 x* とみなす． 
したがって，極小値 F(x*) を丸め誤差程度まで
正しく求めるためには，収束判定値 ε を 

ε ≈ u ,  u は丸め誤差の単位 
 
程度に与えるのが適当である． 
SSL II での標準収束判定値は， u⋅2  を採用し

ている． 

6.5 線形計画問題 

いくつかの変数に関する一次不等式と一次等式
の組合せによって表される制約条件のもとで，与
えられた一次関数を最小（又は最大）にする変数

の値及びその関数の最小値（又は最大値）を求め
る問題を，線形計画問題という． 

次の形の線形計画問題を標準形という． 
“条件 Ax = d  (6.19) 

x ≥ 0 (6.20) 

のもとで，線形の目的関数 

z = cTx + c0 

を最小にせよ” 
ここで，A は m × n なる係数行列で， 

rank A =  m ≤ n 

とする．また，x = (x1, x2, …xn)T は変数ベクトル，d 
= (d1, d2, …dm)T は定数ベクトル，c = (c1, c2, …cn)T は
係数ベクトル，c0 は定数項である． 

いま，A の第 j 列（xj の係数ベクトル）を aj で表
すことにする．A の m 個の列 

mkkk aaa ,...,,
21

 

が 1 次 独 立 で あ る と き ， 対 応 す る 変 数 の 組 
(xk1

, xk2
, …xkm

) を基底といい，xki
を（i 番目の）基底

変数という．非基底変数（基底変数でない変数）
の値をすべて 0 とおいて得られる (6.19) の解を基底
解といい，その中で，(6.20) も満たすものを可能基
底解という．(6.19) (6.20) を満たす解が存在するな
らば，可能基底解が存在し，目的関数の値を最小
にする最適解が存在するならば，可能基底解の中
に最適解が存在することが示されている．（線形
計画法の基本定理）．一つの可能基底解から出発
して，基底変数を一つずつ交換することにより，z
がより小さくなるような可能基底解を順次求めて
いって，最適解を求める方法をシンプレックス法
という．シンプレックス法の反復計算において，
交換すべき基底変数の決定に必要な係数や定数項
だけを，基底行列 

],...,,[
21 mkkk aaaB =  

の逆行列と，はじめの係数 A，c 及び定数項 d から
計算する方法を改訂シンプレックス法という． 

SSL II では，この改訂シンプレックス法を採用し
たサブルーチン LPRS1 を用意している． 

制約条件の中に不等式条件が含まれているとき
は，変数を付加して等式条件に直す．例えば， 

a11x1 + a12 x2 + ... + a1n xn ≤ d1 

は， 

  a11x1 + a12 x2 + ... + a1n xn + xn+1 =d1,  xn+1 ≥ 0  

とする．また， 
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  a21x1 + a22 x2 + ... + a2n x n ≥d2 

は， 

a21x1 + a22 x2 + ... + a2n x n – xn+2 =d2,   xn+2 ≥ 0 

とする． xn+1 や xn+2 のように不等式を等式に直すた
めに付加する非負変数をスラック変数という． 
最大化問題は，目的関数に -1 をかけることにより
最小化問題に変えられる． 
LPRS1 では，以上の処理を行うので，与える問題
は，不等式条件を含んでいてもよいし，最大化問
題であってもよい． 
可能基底解が得られていないときは，解法を 2 段
階に分けて，第 1 段階で可能基底解を求め，可能
基底解が得られたら，第 2 段階で最適解を求める．
このような方法を 2 段階法という．第 1 段階では，
次の問題の最適解を求める． 

“条件 

Ax + A(a) x(a) = d, 
  x ≥ 0,  x(a) ≥ 0 

のもとで，  

∑
=

=
m

i

a
ixz

1

)(
1  

を最小にせよ” 
 
ここで，x(a) は x(a) = (x1

(a), x2
(a), ..., xm

(a))T なる m 次元
ベクトル，A(a) は A(a) = (aij

(a)) なる m 次の対角行列
で， 
 

          1    di ≥ 0    のとき，
  =  
        -1    di < 0    のとき，

)(a
iia

 
である．xi

(a) を人為変数という． 
この最適解が得られたとき，z1 > 0 の場合は，
(6.19)，(6.20) を満たす x は存在しない． 
一方， z1 = 0 すなわち x(a) = 0 であれば，与えられ
た問題の可能基底解が得られているので，第 2 段
階に進む． 
ただし， 

rank A < m 

であって，(6.19) を満たす x が存在するときは，  

r = rank A 

とおくと，(m-r) 個の条件式はむだである．(r 個の
条件式が成り立てば，他は必ず成り立つ．)  第 1 段
階の最適解は，むだな条件式を除いたあとの可能

基底解になっている．この場合基底変数の中に (m-
r) 個，人為変数がのこっているが，それらに対応
する条件式 （i 番目の基底変数は i 番目の条件式に
対応している）がむだな条件式である． 
 
(1) 使用上の注意 
a. 係数の相対零判定 

LPRS1 では，反復過程での要素の絶対値があ
る程度小さくなった場合に，それを零とみな
す相対零判定を行っており，そのための判定
値をパラメタ EPSZ に入力するようになって
いる． 
いま，係数行列 A, 定数ベクトル d, 係数ベクト
ル c 及び定数項 c0  とからなる，次のような拡
張された係数行列を考える． 

  
A d
c c0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

この行列の絶対値最大要素を amax とする． 
そこで，反復計算で求められる係数ベクトル，
定数項等の絶対値が amax ･ EPSZ より小さい場
合，零とみなす． 
EPSZ の値が適切でないと，可能解が存在する
のに，第 1 段階の最適解が求められたときに， 
z1 > 0 になることがある．更に，第 1 段階で最
適解が得られる前に，反復計算が行えなくな
ることがあるので注意すること． 
なお，精度を維持するためには，拡張された
係数行列の要素の絶対値最大と最小の比がで
きるだけ小さくなるように，行または列毎に
適当な定数を乗じておくとよい． 

 
b. 反復回数 

LPRS1 では，一つの可能基底解が 2 度以上現
れないように基底変数の交換を行っているの
で，有限回の反復で最適解が得られるか又は
存在しないことが分かる．しかし，適当な反
復回数で処理を打ち切ることもできるように，
その上限を指定するパラメタ IMAX が用意さ
れている． 
もし，反復回数が上限に到達して処理が打ち
切られても，可能基底解が得られている（第 2
段階に入っている）ならば，計算を続行させ
ることもできる． 
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6.6 非線形計画問題 
（制約付き多変数関数の極小化） 

この問題では，n 変数の実関数 f(x) と初期ベクト
ル x0 が与えられたとき，制約条件 

ci(x) = 0,  i = 1, 2, ...., m1 (6.21) 
ci(x) ≥ 0,  i = m1 + 1, ...., m1 + m2 (6.22) 

のもとで，f(x) の極小値を与える x* とその関数値
f(x*) を求める．ここでは x は，x =  (x1, x2, ...., xn)T な
るベクトル，m1 及び m2 はそれぞれ等式制約，不等
式制約の個数である． 

この制約付き極小化の解法は，基本的には 6.3 節
で述べた制約なし極小化の解法に対して，(6.21), 
(6.22) の条件に基づく制約を付加したものである．
すなわち，極小点の近似点 xk における f(x) の 2 次
近似 

Byygyxx TT

2
1)()( ++≈ kkff  (6.23) 

ここで y = x – xk , B はヘシアン行列 

に基づく極小化において，(6.21), (6.22) の 1 次近似
よりなる制約 
 

1,,2,1,0)()( ... micc i
T

i ==∇+ kk xyx  (6.24) 

の勾配ベクトルは ii

i
T

i

cc
mmmi

cc

 
,,1

,0)()(

211 ...
∇

++=
≥∇+ kk xyx

 (6.25) 

を満たす解を求めるわけである．これは，y に関す
る 2 次計画問題である． 

SSL II では，反復の過程で逐次 2 次計画問題を
解く方法を採用した NLPG1 を用意している． 
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第 7 章 
補間・近似  

7.1 概要 

この章では，以下の問題を取り上げる． 
補間： 離散点 x1 , x2 , ..., xn (x1 < x2 < ...< xn )

に対して関数値 yi = f(xi), i = 1, ...., n 
が与えられたとき（場合によっては 
y'i = f'(xi) も与えられたとき)，それ
らの点を通るような， f(x) の近似
式（以後，補間式と言う）を求める．
あるいはその補間式を使って，与え
られた離散点以外の点 x = v におけ
る f(x) の近似値（以後，補間値と
いう）を求める． 

最小二乗近似：離散点 x1 , x2 ... xn (x1 < x2 < ...< xn ) 
に対して観測値，yi, i = 1, ..., n が与
えられたとき， 

  { } 0)(,)()( 2

1
≥−∑

=
iimii

n

i
xwxyyxw  

を最小にする近似式 ( )xym を求める．

ここで  w(x) は重み関数であり，
( )xym  は m 次の多項式である． 

この問題は，yi が実験データであっ
てかつ  yi の観測誤差の大きさが
個々にまちまちである場合に適用さ
れる． 

平滑化： 離散点 x1 , x2 ... xn (x1 < x2 < ...< xn ) に
対して観測値 yi, i = 1, ...n が与えら
れたとき{yi}に含まれる観測誤差を
消して，真の関数をより正しく表す
ような新しい点列 { }iy  を求める．

以後，この操作を平滑化と言い， iy  
( あ る い は { }iy ) を yi ( あるいは 
{yi} ) に対する平滑値， ii yy −  を 
yi に対する平滑化の程度，平滑化に
用いる近似式を平滑化式と言う． 

級数： 任意の有限区間上で滑らかな関数 
f(x) の関数値計算が複雑で手間がか

かったり，f(x) の微分積分が解析的
にできない場合，f(x) を一旦チェビ
シェフ級数に展開すればよい． 
チェビシェフ級数展開の特徴は，次
のとおりである． 
• 級数の収束が速い． 
• 項別の微分積分が容易である． 
• 高速フーリェ変換の手法を用い

るので能率がよく，数値的に安
定である． 

そこで，要求精度に応じて項数 n と，
n 個のチェビシェフ展開係数を求め
る．更に，得られた級数の項別微分，
積分によって f(x) の導関数，不定積
分を級数の形で求める．また，これ
らの級数を求和することにより，関
数値，微係数，定積分を求める． 
関数 f(x) が任意の周期を持つ滑らか
な周期関数である場合は，三角級数
に展開できる．ここでは，偶関数，
奇関数を要求精度に応じて，それぞ
れ cosine 級数，sine 級数に展開する． 

 
この章の補間及び平滑化の分野をはじめ，第 9 章

の数値微積分においても，“スプライン関数”と呼
ばれる関数が有力な道具として使われる．それで以
下に，スプライン関数の定義及びその表現などにつ
いて述べる． 

 
スプライン (Spline) 関数について 
(1) Spline  関数の定義 

ここで述べる Spline 関数とは次のような関数で
ある． 

すなわち， 

  a = x0 < x1 < ... < xn = b (7.1) 

を実軸上の区間 [a, b] の分割とし，D≡d/dx として， 

a. 各部分区間 (xi, xi+1) で DkS(x) = 0  
b. [ ]baCxS k ,)( 2−∈  (7.2) 
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を満たすような関数 S(x) を k-1 次の Spline 関数と
いう．また，点列 {xi} を Spline 関数の節点という． 

(7.2) から分かるように，S(x)は各部分区間  
(xi, xi+1) において別々に定義される高々 k-1 次の多
項式であって，しかも全区間 [a, b] においては k-2
次までの導関数が連続であるような関数である． 

 
(2) Spline 関数の表現 – その 1 

任意の S(x) は次の式で表現される．すなわち， 
aj, j = 0, 1, ...., k − 1 及び bi, i = 1, 2, ..., n − 1 を任

意の定数として， 

∑
−

=

−
+−+=

1

1

1)()()(
n

i

k
ii xxbxpxS  

ここで (7.3) 

     ∑
−

=
−=

1

0
0 )()(

k

j

jxxaxp j  

である．ただし記号 1)( −
+− k

ixx  は (7.4) を意味する． 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥−=−

−
−

+
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xxxxxx
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,)()(
1

1  (7.4) 

式 (7.3) が (7.2) を満たすことを示そう． 
式 (7.3) において， x を x0 から右へ動かしてみ

る． 
x0 ≤ x < x1 では， 

S(x) = p(x) 

であるから S(x) は k-1 次の多項式である． 
x1 ≤ x < x2 では， 

S(x) = p(x) + b1(x – x1)k-1 

であるから S(x) はやはり k-1 次の多項式である．
一般に， xi ≤ x<xi+1 では， 

1

1
)()()( −

=
−∑+= k

r

i

r
r xxbxpxS  

であるから S(x) は各区間で別々に定義される 
k-1 次の多項式であることは容易に分かる． 

式 (7.3) から， 
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である．したがって，S(x) の xi における左側 l 階
微係数，右側 l 階微係数は各々， 
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となる．このことから， 
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である． 
l = 0, 1, ...., k − 2 に対しては，(7.5) の右辺は 0 で

あるから，  

)(lim)(lim )(

0

)(

0
εε

εε
−=+

→→
i

l
i

l xSxS  (7.6) 

であり，S(l)(x) は x = xi で連続である． 
一方， l = k − 1 に対しては，(7.5) の右辺は 

(k – 1) (k – 2) … 1⋅bi であり，一般に bi≠0 であるか
ら， 

( ) ( )εε
εε

−≠+ −

→

−

→
i

k
i

k xSxS )1(

0

)1(

0
limlim  (7.7) 

となり S(x) の k-1 次導関数は x = xi で不連続とな
る．もしすべての bi, i = 1, 2, ..., n – 1 が 0 のときは， 
S(x) は全区間  [a, b] で k-1 次導関数までが連続に
なり，この場合 (7.3) から明らかなように全区間 
 [a, b] で S(x) = p(x) である．これは [a, b] で定義
される k-1 次多項式の x = x0 を中心とするべき級
数展開にほかならない．このことから，[a, b] で定
義される任意の多項式は，Spline 関数の特殊形であ
ることが分かる． 

式 (7.3) Spline 関数の打切りベキ関数 (truncated 
power function) に よ る 表 現 と 呼 ぶ ． こ の 表 現 は
Spline 関数の性質を直観的に表す式ではあるが， 

 )( 1-k
ix- x + などは絶対値が大きくなりがちであるか

ら，この表現は一般に数値的に不安定である． 
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(3) Spline 関数の表現 – その 2 (B-spline の導入) 
(7.3) に対して，以下に定義される B-spline によ

る表現には数値的な不都合が少ない．今，点列{tr} 
を， 

121

1100121

...
......

−+++

−+−+−

≤≤≤≤=<
<=<=≤≤≤≤

knnnnn

kk

tttxt
xtxtttt  (7.8) 

のようにとる（図 7.1 参照）．また，gk (t; x) を x 
をパラメタとする t の関数として， 
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とする（図 7.2 参照）． 

xn-1 xnx2x1x0

tn+k-1tn tn+1tn-1t2t1t0t-1t-k+1

 

図 7.1  点列 {tr} の採り方 

t
x

gk(t;x)

xixi-1 xi+2xi+1

ti+2ti+1titi-1  
図  7.2  gk (t; x) 

このとき (7.9) の t = tj, tj+1, ..., tj+k における k 階
差分商(1) の定数倍， 

[ ]xtttgttxN kjjjkjkjkj ;,,,)()( ...1, +++ −=  (7.10) 

を， k − 1 次の正規化された B-spline（又は単に B-
spline）と呼ぶ． 

ここで B-spline Nj,k (x) の性質について述べる．
今，tj, tj+1, ..., tj+k を固定して x を動かして見る． 
x ≤ tj のとき Nj,k(x) は t についての k − 1 次多項式
の k 階差分商の定数倍であるから 0 である．また， 
tj+k ≤ x のとき，Nj,k(x) は恒等的に 0 であるような関
数の k 階差分商の定数倍であるから 0 である． 

tj < x < tj+k のときは Nj,k(x) は 0 ではない．これを
まとめると， 
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である（実際には tj < x < tj+k において 0 < Nj,k(x) 
≤ 1 である）．次に x を固定して j を変えてみる． 
今，ti = xi < x < xi+1 = ti+1 とする．このとき上と同じ
ような考えで， 
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がいえる． 
以上の (7.11)，(7.12) を B-spline の局所性と呼ぶ

ことにする． 
ところで，この B-spline Nj,k(x) は (7.10) より， 
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となる．したがって，Nj,k(x) は各区間  (xi, xi+1) で
別々に定義される k-1 次の多項式であり，k-2 次導
関数までが連続である．Nj,k(x) のこの性質に基づい
て，(7.2) を満たす任意の spline 関数 S(x) は， 
cj, j = – k + 1, – k + 2, ...., n − 1 を定数として， 

)()( ,

1

1

xNcxS kj

n

kj
j∑

−

+−=

=  (7.14) 

と表現できることが証明される． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (1) 差分商 (divided difference) の定義 
関数 f(t) の t = tj, tj+1,…, tj+k (tj ≤ tj+1 ≤…≤ tj+k) における k 階差

分商 f [tj, tj+1,…, tj+k] とは次のように再帰的に定義される量で
ある． 
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式が成り立つ．のとき，以下のまた，

ただし，

 

なお，差分商についての詳細は例えば[51]pp.51-57 を参照す
ること． 
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(4) Spline 関数の計算法 
k – 1 次の spline 関数 
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kj
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が与えられたとき x ∈ [xi, xi+1) における関数値，微
係数，あるいは積分 

∫
x

x
dyyS

0
)(  

などの計算のしかたについて述べる． 
a. 関数値の計算 

x ∈ [xi, xi+1) における S(x) の値は，Nj,k(x) を計
算することにより計算される．ところが，
Nj,k(x) の局所性 (7.12) により非零のものだけ
を計算すればよい． 
Nj,k(x) の計算は，次の漸化式に基づく． 
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ここで， 
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そこで (7.16)，(7.17) を使って 
s = 2, 3, ....., k, r = i – s + 1, i – s + 2, ..., i  
に対して適用すれば，図 7.3 に挙げたすべての
Nr,s(x) を計算することができ，最右列のものが
S(x) の計算に使われる． 
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図 7.3  Nr.s(x) の計算，ただし x∈[xi,xi+1) 

b. 微係数，積分の計算 
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より，S(l)(x) は Nj,k
(l)(x)を計算することにより

求まる．(7.9) から 

lk
l

kl

l
xt

lk
kxtg

x
−−

+−
−−
−−= 1)(

)!1(
)!1()1();(

∂
∂  (7.19) 

となるが，Nj,k
(l)(x) は (7.19) の t = tj, tj+1, ..., tj+k 

における k 階差分商である．今， 
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とし，これの，t = tj, tj+1,…, tj+k,における k 階差
分商を Dj,k(x) とする．すなわち， 
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この Dj,k(x) は次の漸化式より計算できる． 
 x ∈ [xi, xi+1) として, 
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 (7.21) 
より，s = 2, 3, ..., k, r = i – s + 1, i – s + 2, ..., i に
対して適用すれば，Dj,k , i – k + 1 ≤ j ≤ i を得る
ことができる．目的の Nj,k

(l)(x) は， 
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として求まり，これを使って S(l)(x) は計算でき
る． 
次に積分は， 
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であるから， ∫
x

x kj dyyN
0

)(, を計算することによ

り求まる．この Nj,k(x) を積分するには，Nj,k(x) 
が含む差分商の演算と積分の演算の順序を交換
することによりなされる． 
まず，(7.9) より gk(t ; x) の不定積分は，積分
定数を省略して 
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k
k xt

k
dxxtg +−−=∫ )(1);(  

である．ek(t; x) = (t – x)k
+ として，これの 

t = tj, tj+1, ..., tj+k における k 階差分商を 

Ij,k(x) = ek[tj, tj+1, ..., tj+k ; x] (7.23) 

とすれば，Ij,k(x) は次の漸化式を満たす． 
x ∈ [xi, xi+1) として 
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この (7.24) を s = 2, 3, ..., k , r = i – s + 1, i – s + 
2, ..., i について適用すれば Ij,k (x) は図 7.4 に挙
げるように最右列として求まる． 
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図 7.4  Ir,s(x) の計算，ただし x ∈ [xi, xi+1) 
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よって (7.22) より 
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として得られる． 
以上，Spline 関数 S(x) の関数値，微係数及び積

分の計算法を述べたが，今まで，(7.15) の係数 cj 
は既知と仮定してきた．cj の決定は S(x) が補間式

ならば補間条件から，あるいは，S(x) が平滑化式な
らば最小二乗近似的条件から決められる．例えば， 
(7.15) では，n + k – 1 個の係数 cj (– k + 1 ≤ j ≤ n – 1) 
を含むので (7.15) が補間式として用いられるなら， 
n + k – 1 個の補間条件を与えることにより決定され
る．仮に図 7.1 において，x = x0, x1, ...., xn という 
n + 1 個の点で関数値が与えられているとしても，
補間条件より n + k – 1 個の cj を決めようとする場
合，あと (n + k – 1) – (n + 1) = k – 2 個の点で関数が
与えられるか，それとも k – 2 個の別な条件（例え
ば S(x) の微係数に対する条件）が付加されなくて
はならない．これについてはあとの「7.2 補間」で
述べる． 

SSL II では，(7.15) で表現される Spline 関数を，
補間，数値微分，数値積分，及び最小二乗近似によ
る平滑化に応用する． 

 
(5) 2 変数 Spline 関数の定義，表現及び計算法 

2 変数 Spline 関数は，先に述べた 1 変数の場合
の拡張として定義される． 

まず，x y 平面上の閉領域 R = {(x,y) | a ≤ x ≤ b, 
 c ≤ y ≤ d} を考え，この上に分割 (7.26) に従って，
格子点 (xi, yj)   0 ≤ i ≤ m ，0 ≤ j ≤ n を作る． 

a = x0 < x1 < …… < xm = b 
c = y0 < y1 < …… < yn = d (7.26) 

このとき，Dx=∂/∂x ，Dy=∂/∂y として 
a. 各部分開領域 

{ }11, ,),( ++ <<<<= jjiiji yyyxxxyxR  (7.27) 

上で Dx
k S(x,y) = Dy

k S(x,y) = 0  
 
b. ][),( 2,2 RCyxS kk −−∈  

 
を満たすような関数 S(x,y) を双 k – 1 次の 2 変数
Spline 関数という．(7.27) の a.は，S (x,y) が各 Ri,j 
上で x ，y についての多項式であり，x についても 
y についても高々 k – 1 次であることを表し，更に 
b. は，S (x,y) が R 全体では，λ = 0, 1, .., k−2 ， 
μ = 0, 1, ..., k−2 とするとき， 

∂
∂ ∂

λ μ

λ μ

+

x y
S x y( , )  

が存在してしかも連続であることを表す． 
今，点列 {si},{tj} を次のようにとる．  

s-k+1≤s-k+2≤…≤s-1≤s0=x0<s1=x1<…< 
                    <sm=xm≤sm+1≤…≤sm+k-1 

t-k+1≤t-k+2≤…≤t-1≤t0=y0<t1=y1<…< 
                    <tn=yn≤tn+1≤…≤tn+k-1 
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これに基づいて，x 方向，y 方向の k – 1 次の 
B-spline を，1 変数の場合と同様に 

Nα ,k(x)=(sα+k−sα) gk[sα, sα+1, ……, sα+k ; x] 
Nβ ,k(y)=(tβ+k−tβ) gk[tβ, tβ+1, ……, tβ+k ; y] 

と定義する．このとき上で定義した双 k – 1 次の 2
変数 Spline 関数は，cα,β を任意定数として 
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という形で書き表すことができる． 
S (x,y) の関数値，偏微分あるいは不定積分の計算

は，(7.28) の表現を使えば，1 変数の場合の計算を
単に応用するだけでできる． 

まず λ ≥ 0 ，μ ≥ 0 として 
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と 書 け る か ら ， 関 数 値 ， 偏 微 分 の 計 算 は 
)()(

, xN k
λ

α ,  )()(
, yN k
μ

β  を別々に計算することによりな

され，これは，先に述べた 1 変数の場合の手法を適
用するだけでよい． 

次に，S(x,y) を y については μ 階偏微分し，x 
については積分した量 

dx
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を考える．ここで，偏微分と積分の順序を逆にし
ても値は同じであることに注意する． 

(7.28) を使って (7.30) の右辺を書き直せば 
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となるが，これは，先に挙げた (7.23) に類似す
る．したがって (7.31) を計算するには，まず cα を
計算し，続いて，1 変数の積分の手法を使って 
(7.31) を計算すればよい． 

S(−1,μ)(x,y) のほか， 
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の計算も，1 変数の場合の微分，積分の手法を，x，
y 別々に適用することにより処理できる．  

7.2 補間 

補間を行う場合の一般的手順は，与えられた標本
点，(xi,yi) を通るある近似関数－多項式，区分的多
項式，その他－を作り，それを計算することから成
る． 

近似関数が多項式の場合，それはラグランジュ補
間多項式，あるいはエルミート補間多項式（関数値
のほかに微係数の情報も使う）と呼ばれている．
SSL II のエイトケン・ラグランジュ補間及びエイト
ケン・エルミート補間は，これに類する手法である
が，特徴として反復的に補間多項式の次数を上げて
いくことにより，最も適当と思われる補間値を見出
そうとするものである． 

一方，近似関数が区分的多項式の場合は，単なる
多項式を用いたのでは補間がうまくいかないときに
用いることができる．SSL II はこれに属するものと
して，準エルミート補間，spline 関数による補間を
用意している． 

spline 関数による補間式は，7.1 の「スプライン
関数について」で述べた性質に，補間の条件－与え
られた標本点を通ること－を加えた spline 関数の
ことであり，実はそれは，何らかの付加的条件を加
えることによりいろいろな補間式を作り出すことが
できる．SSL II では四つのタイプの spline 補間式
を考え各々サブルーチンを用意している． 

spline 関数の表現形式は 7.1 の「スプライン関数
について」で述べた B-spline の安定性を重要視し，
もっぱらそれによる表現を用いている． 

 
B-spline による補間 

B-spline を用いる補間のサブルーチンは目的によ
り，次の二つに分けられる．  

(a)補間値（あるいは微分値，積分値）を求める 
 サブルーチン 

 (b)補間式を求めるサブルーチン 
(a) はすべて，(b) で求まった補間式を利用するので，
利用者は手順として，(b) を先に呼び出し，続いて 
(a) を呼び出すことになる． 
B-spline を用いる補間式として，SSL II ではいくつ
か用意する．すなわち，離散点を xi, i = 1, 2, ..., n と
して，m (=2l−1, l≥2) 次の B-spline 補間式 S(x) を
求める場合，S(x)の境界条件の有無，あるいは境界
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条件の内容によって，次に示す四つの“タイプ”に
分類し，各々サブルーチンを用意する． 

タイプ I .......S(j)(x1), S(j)(xn), j = 1, 2, …, l – 1 を
（利用者の）指定した値にとる． 

タイプ II ......S(j)(x1), S(j)(xn), j = l, l+1, …, 2l−2 を指
定した値にとる． 

タイプ III .....境界条件なし． 
タイプ IV .....S(j)(x1) = S(j)(xn), j = 0, 1,…, 2l−2 を満

たす．このタイプは周期関数の補間
に適している．  

 
これら四つのタイプの使分けは，利用者の持って

いる元の関数についての情報量による． 
通常は，タイプ III のサブルーチンを利用すれば

よい． 
2 次元補間の場合は，(7.28) で表現される 2 変数 

spline 関数 S(x,y) を補間式として用いる．このとき， 
x 方向，y 方向に対して独立にタイプを考えること
もできるが，SSL II では両方向に対してタイプ I 又
はタイプ III を使った補間式を用意する． 

B-spline 補間式により補間値を求める際，その補
間式の次数 m の選び方が問題となる．次数は 3 ま
たは 5 程度がよい．倍精度では，元の関数がおとな
しく，関数値が高精度で与えられているならばもう
少し次数を高くしてもよい．しかし 15 を超えると
よくないといわれている． 

表 7.1 に補間のサブルーチンを示す． 
 
準エルミート補間 

これは，spline 補間と同じように，区分的な多項
式による補間である．ただ，準エルミート補間式は，
高階導関数の連続性を spline 補間式ほどには強く
要求しない点が異なっている． 

準エルミート補間式の唯一の特徴は，離散点がど
のような分布で与えられても離散点の間に不自然な
屈曲点が現れないということであり，このため「曲
線又は曲面のあてはめ」に適している．曲線（又は
曲面）のあてはめでは，どんな離散点に対しても，
あたかも熟練した製図工が手で描くような曲線を作
り出すことに重点が置かれる．準エルミート補間式
は，まさにこの目的のための補間式である． 

しかし，高精度な補間値，又は微分値，積分値を
得るためには，むしろ，B-spline による補間を用い
た方がよい． 

表 7.1  補間のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
AKLAG 

(E11-11-0101) 
エイトケン・ラグ
ランジュ補間 

微係数不要 

AKHER 
(E11-11-0201) 

エイトケン・エル
ミート補間 

微係数要 

SPLV 
(E11-21-0101) 

3 次 spline 補間  

BIF1 
(E11-31-0101) 

B-spline 補間式 (I)
の利用 

タイプ I 

BIF2 
(E11-31-0201 

B-spline 補間式 
(II) の利用 

タイプ II 

BIF3 
(E11-31-0301 

B-spline 補間式 
(III) の利用 

タイプ III 

BIF4 
(E11-31-0401 

B-spline 補間式 
(IV) の利用 

タイプ IV 

BIFD1 
(E11-32-1101) 

B-spline 2 次元補間
式 (I-I) の利用 

タイプ I-I 

BIFD3 
(E11-32-3301) 

B-spline 2 次元補間
式 (III-III) の利用 

タイプ III-III

補間値

AKMID 
(E11-42-0101) 

2 次元準エルミー
ト補間 

 

INSPL 
(E12-21-0101) 

3 次 spline 補間式 両端 (x1 , xn) 
における，2
階微係数要 

AKMIN 
(E12-21-0201) 

準エルミート補間
式 

 

BIC1 
(E12-31-0102) 

B-spline 補間式 (I) タイプ I 

BIC2 
(E12-31-0202) 

B-spline 補間式 
(II) 

タイプ II 

BIC3 
(E12-31-0302) 

B-spline 補間式 
(III) 

タイプ III 

BIC4 
(E12-31-0402) 

B-spline 補間式 
(IV) 

タイプ IV 

BICD1 
(E11-32-1102) 

B-spline 2 次元補間
式 (I-I) 

タイプ I-I 

補間式

BICD3 
(E12-32-3302) 

B-spline 2 次元補間
式 (III-III) 

タイプ III-III

 

7.3 近似 

ここでは，最小二乗近似多項式を扱う（表 7.2）． 
B-spline による最小二乗近似は，「平滑化」の分野
で扱われている． 

7.4 平滑化 

平滑化に関して用意されているサブルーチンを表
7.3 に示す．SMLE1 ，SMLE2 は平滑化を求めるの
に，観測値の全体にわたるただ一つの最小二乗近似
多項式をあてはめて行う代わり，局部的に，それぞ
れ異なる最小二乗近似多項式をあてはめることによ
り行うものである． 
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表 7.2  近似のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
最小二乗近似
多項式 

LESQ1 
(E21-20-0101) 

離散点に関し
て直交する多
項式を導入す
る方法 

近似式の次数
はサブルーチ
ン内で決定す
る． 

 
表 7.3  平滑化のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
SMLE1 

(E31-11-0101) 
局部的最小
二乗近似多
項式の適用 

等間隔離散点

SMLE2 
(E31-21-0101) 

局部的最小
二乗近似多
項式の適用 

不等間隔離散
点 

BSF1 
(E31-31-0101) 

B-spline 平滑
化式の利用 

不等間隔離散
点 

平滑値 

BSFD1 
(E31-32-0101) 

B-spline 2 次
元平滑化式
の利用 

不等間隔格子
点 

BSC1 
(E32-31-0102) 

B-spline 平滑
化式 
(固定節点) 

不等間隔離散
点 

BSC2 
(E32-31-0202) 

B-spline 平滑
化式(節点追
加方式) 

 

平滑化式 

BSCD2 
(E32-32-0202) 

B-spline 2 次
元平滑化式
(節点追加方
式) 

不等間隔格子
点 

 
しかし，一般目的のためには，B-spline によるサ

ブルーチンを利用したほうがよい．B-spline による
平滑化は，1 次元の場合は，(7.14)，2 次元の場合は 
(7.28) で表現される spline 関数を平滑化式として用
いる．その際，係数 cj 若しくは cα,β は最小二乗法
により決定される．平滑値は，求まった平滑化式を
評価することにより得られ，そのためのサブルーチ
ンも用意されている． 

ところで，B-spline 平滑化式を求めるサブルーチ
ンには，節点列の決め方の違いにより二つのタイプ
がある．一つは，節点列を利用者が与えるタイプ
（固定節点）であり，他のひとつは，節点列をサブ
ルーチンが適応的に決定するタイプ（節点追加方
式）である．前者のサブルーチンは，節点列の与え
方についての経験を要する．したがって，通常は，
後者のサブルーチンを使えばよい． 

7.5 級数 

関数のチェビシェフ級数展開，級数の求和，導関
数，不定積分のために，表 7.4 に示すサブルーチン
が用意されている． 

 
表 7.4  チェビシェフ級数のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
級数展開 FCHEB 

(E51-30-0101)
高速 cosine  
変換 

項数は 
(2 のべき) + 1

級数の求和 ECHEB 
(E51-30-0201)

後退漸化式  

級数の 
導関数 

GCHEB 
(E51-30-0301)

チェビシェフ
多項式の微分
公式 

 

級数の 
不定積分 

ICHEB 
(E51-30-0401)

チェビシェフ
多項式の積分
公式 

 

 
一方，周期関数に対しては，cosine 級数展開，

sine 級数展開と，それぞれの級数の求和を求めるた
めに，表 7.5 に示すサブルーチンが用意されている． 

表 7.5  cosine , sine 級数のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
Cosine  
級数展開 

FCOSF 
(E51-10-0101)

高速 cosine  
変換 

偶関数 

Cosine  
級数の求和 

ECOSP 
(E51-10-0201)

後退漸化式 偶関数 

sine  
級数展開 

FSINF 
(E51-20-0101)

高速 sine  
変換 

奇関数 

sine  
級数の求和 

ESINP 
(E51-20-0201)

後退漸化式 奇関数 
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第 8 章 
変    換 

8.1 概要 

この章では，離散型フーリエ変換及びラプラス変
換を取り上げる． 

離散型フーリエ変換には，変換の対象とするデー
タの性質に応じてサブルーチンが用意されている． 

データの性質とは，次の内容を指す． 
 実データか複素データか． 
 実データでも偶関数か奇関数か． 

8.2 離散型実フーリエ変換 

データが実データである場合に，(8.1) なる変換
又は，(8.2) なる逆変換に相当した変換を行うサブル
ーチンが用意されている． 
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ak , bk を離散型フーリエ係数という． 
周期 2πの実数値関数 x(t) のフーリエ係数を定義

する積分 

( )

( ) 
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π

π

π
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dtkttx
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 (8.3) 

に対し，閉区間 [0, 2π] を n 等分し x(t) を

1,,1,0,2 ... −=





= njj

n
xx j

π  と標本化し台形公式を

適用したものが変換 (8.1) である．特に x(t) が  
n/2 – 1 次の三角多項式ならば (8.1) は，積分 (8.3) 
の正確な数値積分公式となる．すなわち，離散型フ
ーリエ係数と，本来のフリーエ係数とは一致する． 

更に x(t) が偶関数あるいは奇関数ならば，それ
らの性質を利用した離散型 cosine 変換，sine 変換
が用意されている． 

8.3 離散型 cosine 変換 

偶関数 x(t) に対して 2 種類の変換を行うサブル
ーチンが用意されている．一方は，閉区間 [0,π] の
端点を標本点に含む方法であり，他方は含まない．  

 
① 離散型 cosine 変換 （台形公式） 

偶関数 x(t) を閉区間 [0,π] 上で， 






= j
n

x j

π
, 

j=0, 1, ..., n と標本化し，(8.4) なる変換又は， 
(8.5) なる逆変換に相当した変換を行う． 
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k
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ここで Σ″ は，初項と末項を 1/2 倍して和をとるこ
とを意味する． 

偶関数 x(t) のフーリエ係数を定義する積分 

  ( )∫
π

π 0
cos2 dtkttx  (8.6) 
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に対し，閉区間 [0,π] を n 等分して x(t) を

njj
n

xx j ,,1,0 , ...=





=
π  と標本化し，台形公式を 

適用したものが変換 (8.4) である． 

 
② 離散型 cosine 変換 （中点公式） 

偶関数 x(t) を開区間 (0,π) 上で 
x j+ =1 2/  1,,1,0,

2
1 ... −=














 + njj

n
x π  と標本化

し，(8.7) なる変換又は，(8.8) なる逆変換に相
当した変換を行う． 
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ここで Σ′ は，初項だけを 1/2 倍して和をとるこ
とを意味する． 

積分 (8.6) に n 項の中点公式を適用したものが，
変換 (8.7) である． 

8.4 離散型 sine 変換 

関数 x(t) が奇関数の場合，2 種類の変換を行うサ
ブルーチンが用意されている．離散型 cosine 変換の
場合と同様に，一方は台形公式に基づく変換であり，
他方は中点公式による方法である． 

 
① 離散型 sine 変換 （台形公式） 

奇関数 x(t) を閉区間 [0,π] で x j = x
n

jπ




,  

j=1, 2, ..., n-1 と標本化し (8.9) なる変換又は， 
(8.10) なる逆変換に相当した変換を行う． 
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奇関数 x(t) のフーリエ係数を定義する積分 

( )∫
π

π 0
sin2 ktdttx  (8.11) 

に対し，閉区間 [0,π] を n 等分して x(t) を 

x x
n

jj =






π ,  j=1, 2, ..., n-1 と標本化し，台形公

式を適用したものが変換 (8.9) である． 

 
② 離散型 sine 変換（中点公式） 

奇関数 x(t) を開区間 (0,π) 上で 
x j+ =1 2/  1,,1,0,

2
1 ... −=














 + njj

n
x π  と標本化

し， (8.12) なる変換又は，(8.13) なる逆変換
に相当した変換を行う． 
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積分 (8.11) に n 項の中点公式を適用したものが，
変換 (8.12) である． 

8.5 離散型複素フーリエ変換 

データが複素データある場合には，(8.14) なる変
換又は (8.15) なる逆変換に相当した変換を行うサブ
ルーチンが用意されている． 
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周期 2π の複素数値関数 x(t) のフーリエ係数を
定義する積分 

( ) ( )∫ −
π

π
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0
exp

2
1 dtikttx  (8.16) 

 
に対し，閉区間 [0,2π] を n 等分し x(t) を 

,,,1,0,2 ... njj
n

xx j =





=
π  と標本化し，x0 = xn を

考慮して台形公式を適用したものが，変換 (8.14) で
ある． 

 
これらの離散型フーリエ変換は，高速変換手法

(FFT) により行うので処理速度が速い． 
ところで，高速変換手法で変換を行う場合，内部

での主な処理は次の二つに分けられる． 
 (a)データが与えられた領域上で，部分的な小 
  さな項数の変換を繰り返すことにより変換 
  を達成する． 
 (b)データを正しい順に並べかえる． 

 
この各々の処理を行うサブルーチン（コンポーネ

ントルーチン）が用意されている． 
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表 8.1  離散型フーリエ変換のサブルーチン名 

変換の種類 
 データ数 

サブルーチン名 

標準ルーチン コンポーネントルーチン 
(a) (b) 

cosine 変換 
台形公式 2 の巾 + 1 FCOST 

(F11-11-0101) 
  

中点公式 

2 の巾 

FCOSM 
(F11-11-0201) 

  

sine 変換 
台形公式 FSINT 

(F11-21-0101) 
  

中点公式 FSINM 
(F11-21-0201) 

  

実変換 RFT 
(F11-31-0101) 

  

複素変換 

CFT 
(F12-15-0101) 

CFTN 
(F12-15-0202) PNR 

(F12-15-0402) CFTR 
(F12-15-0302) 

素数の巾の積 CFTM 
(F12-11-0101) 

  

[注意] 
(a) と (b) は，8.5 節 特徴で説明した内容である． 

フーリエ変換は，(a) 及び (b) のサブルーチンを
組み合せて用いれば行えるが，それを標準的に使う
場合を考慮して両者を結合したサブルーチン（標準
ルーチン）も用意されている．一般には後者を用い
ればよい． 

データ数は，処理速度を考慮して 2 の巾で表せる
数を原則としている．しかし，複素フーリエ変換に
ついては更に，次の点が考慮されている． 

・データ数は，2 の巾又は素数の巾の積の 
 いずれも可能である． 
・多次元変換も可能である．  

表 8.1 に，データの性質に応じたサブルーチン名を
示す． 
 
使用上の注意 
a. 標本数（項数） 

変換の対象となるデータの標本数 n は，関数
x(t) の性質（データの性質）に応じて，その定
義される意味が異なるので注意すること． 
すなわち，n は， 
 cosine , sine 変換の場合，半周期分( [0,π] 又

は (0,π) ) の標本に相当する． 
 実変換，複素変換の場合，1 周期分 

( [0,2π] ) の標本に相当する． 
b. 実変換と cosine , sine 変換との使い分け 

関数 x(t) が一般の実数関数の場合は，実変換
のサブルーチンが利用できるが，x(t) に対して
あらかじめ偶関数か奇関数かの判別がつく場合
には，cosine , sine 変換のサブルーチンを利用
することが望ましい．（処理速度は，実変換に
よる場合の約半分である．） 
なお，x(t) が実数値関数でも，x(t) + x(–t) 及び 
x(t) – x(–t) は，それぞれ偶関数，奇関数となる

ので，cosine 変換，sine 変換に分解して計算す
ることができる． 

c. 実変換と複素変換によるフーリエ係数の関連 
実変換 (cosine, sine 変換を含む) によるフーリ
エ係数 {ak} , {bk} と複素変換によるフーリエ
係数，{αk} との間には，次の関係式が成り立
つ． 
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ここで n は，1 周期 [0,2π] の等分数を表す． 

この関係に基づき，利用者は必要に応じて，実
変換と複素変換のサブルーチンを併用すること
ができる，ただし，正規化及びデータの並びに
ついては注意すること． 
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d. 三角関数表について 
cosine, sine 変換の場合，処理効率を高めるため
に，変換で必要な三角関数表をサブルーチン内
部で作成している．関数表はパラメタ TAB に
出力され，繰り返し変換を行う場合の効率を高
めるためにも，有効に利用できる．各々の変換
に対して，台形公式と中点公式に基づく二つの
サブルーチンが用意されているが，三角関数表
の大きさは，前者の方が小さいので若干能率が
良い． 
 

e. 正規化について 
変換を行うすべてのサブルーチンは，変換結果
に対する正規化は行っていない． 
利用者は，必要に応じて任意に正規化すること
ができる． 

8.6 ラプラス変換 

関数 f(t) のラプラス変換と逆変換は次式で定義さ
れる． 

( ) ( )∫
∞ −=
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dtetfsF st  (8.18) 

( ) ( )∫
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i
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i
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γ

γπ2
1  (8.19) 

ただし γ > γ0, γ0 : 収束座標， i = −1 . 

 f(t) をラプラス変換における原関数，F(s) を像
関数という．像関数 F(s) に次の条件を仮定する． 
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Re [ • ] は [ • ] の実数部，F*(s) は F(s) の共役
複素数を表す．条件 (i) は常に成り立ち，条件 (ii) 
は f(t) が超関数の場合を除き満足される．条件 (iii) 
は f(t) が実関数ということである．用意されている
サブルーチンは式 (8.19) の逆変換を数値的に行うも
のである．以下，その手法の概要を示す. 

 
① 変換の計算式 

まず簡単のため，γ0 ≤ 0 の場合を考える．すな
わち，F(s) は Re(s) > 0 で正則でありかつ 
(8.19) の積分は，γ> 0 なる任意の実数 γ に対
して存在するものとする． 

( )[ ]sees −=
∞→

0cosh2lim 0

0

σσ

σ
 

の関係に着目して (8.19) の est を適当な σ0 を
選ぶことにより， 

( ) ( )[ ]stestEec −≡ 00 cosh2, 0 σσ σ  

で近似する．関数 Eec(st,σ0) の特徴は， 
Re(s)=σ0/t の直線上に無数の極を持つことで，
極の配置を図 8.1 に×印で示す．また，このこ
とを式で陽に書くと 

( ) ( )
( )[ ]∑

∞

−∞= −+−
−

=
n

n

ec tnis
i

t
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πσ
σ

σ
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1

2
,

0
0

0

 

となる．このとき，原関数  f(t) の  σ0 近似 
f(t,σ0) は 

( ) ( ) ( )∫
∞+

∞−
≡

ir

ir ec dsstEsF
i

tf 00 ,
2

1, σ
π

σ  (8.21) 

となる．ただし γ は γ0 < γ < σ0/t を満たすもの
とする．右辺の積分は Eec(st,σ0) の極のまわり
の積分に変換できることが証明できる． 

 
図 8.1   Eec(st,σ0) の極 

F(s) は Re(s) > 0 で正則であるからコーシーの
積分公式より 
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 (8.22) 

となる．Im [ • ] は [ • ] の虚数部を表す．ただ
し (8.21) の条件 γ0 < γ < σ0/t において，もし  
γ0 > 0 であると，ある t(0 < t < ∞) でこの条件
が満足できなくなる．したがって (8.22) を  
0 < t < ∞ に対して適用するときは γ0 ≤ 0 の条
件が必要である． 
f(t,σ0) は f(t) の近似値を与え，文献 [98] の誤
差解析より 
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( ) ( ) ( ) ( ) ......53, 00 42
0 −⋅+⋅−= −− tfetfetftf σσσ  

 (8.23) 

となる．したがって，σ0 >> 1 のとき f(t,σ0) は 
f(t) の良い近似であることを示し，また，(8.23) 
は近似誤差の評価式として使える． 
数値計算を行う場合，原理的には (8.22) を適
当な項数 N で打ち切ればよいが，単純な打切
りでは実用的でない．したがって，個々の場合
に応じて実用的な計算式を工夫する必要がある．
用意されているサブルーチンでは，かなり一般
性のある Euler 変換を利用している． 

( )
( )

F F
i n

tn
n≡ −

+ −















1

050Im
σ π.

 (8.24) 

と定義すると，Euler 変換は次の条件が成り立
つ場合に有効である（文献 [100]）．  

 (i) 適当な整数 k≥1 が存在し，n≥k  

のとき Fn の符号が交代する． 

(ii) n ≥ k のとき 1/2 ≤ | Fn+1/Fn | < 1

  

(8.25) 

 
Fn がこの条件を満足しているとき， (8.22) の
級数を次ぎのように書き換える． 
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ここで Rp(k) は 
Rp(k) ≡ 2−P(DpFk+DpFk+1+DpFk+2+…) 
で与えられる．DpFk は次式で定義される第 p 
階差である． 

D F F D F D F D Fk k
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サブルーチンでは 
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を用いている．N = k + p, 
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σ0, k, p の決め方は各サブルーチンの箇所で述
べる． 

 fN(t,σ0) の打切り誤差については，次のことが
証明されている．φ(n) ≡ Fn とすると，もし， 
φ(x)の p 階微分係数 φ(p)(x) が x の正の値に対
して定符号であり，かつ x の増加と共に単調
に減少するならば，（例えば F(s) が有理関数
の場合）， 
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(8.30) 

が成り立つ．ここで fN+1(t,σ0) は，(8.28) にお
いて k を 1 つ増やしたものである．上式にお
いて Dp+1Fk を計算するには，fN(t,σ0) の計算に
使われる列 {Fn; n = k, k+1, ...., k+p} に加えて 
Fk+p+1 を必要とし，関数計算を 1 回余分に行う
ことになる．これを避けるため，サブルーチン
では，fN(t,σ0) の打切り誤差を 

( ) ( )f t f t
e
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で代用している．また，サブルーチンでは，打
切り誤差を，相対誤差の形， 
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で出力する． 
Dp+1Fk-1 は Fk-1, Fk, ..., Fk+p の 1 次結合となるが，
その係数は 2 項展開係数に等しく，また， 
Ap, r は (8.29) より分かるように 2 項展開係数
の累和として計算できる．したがって，これら
の係数は，いずれもパスカルの三角形から容易
に求めることができる．例として，p = 4 の場
合を図 8.2 に示す． 
 

 1 
1 1 

1 2 1 
1 3 3 1 

1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 

31 26 16 6 1 

D5Fk-1の係数 

A4,r  
図  8.2  p=4 の場合のパスカルの三角形 
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次に γ0>0 の場合を考える．このとき F(s) は
Re(s) > 0 で正則とはならないので F(s) に対し
て上記の手法を直接適用することはできない．
しかし (8.19) の積分は， 
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 ここで r>0, G(s)=F(s+r0) 
  (8.31) 

( ) ( ) dsesG
i

tg stir

ir∫
∞+

∞−
=

π2
1  

と書けることに注目する． G(s) は Re(s) > 0 
で正則となるので，g(t) を上記の手法で計算す

ることにすれば f(t) は g(t) に e tγ 0  を乗ずる
ことにより求めることができる． 

 
② 有理関数の変換 

F(s) が有理関数の場合，実係数多項式 Q(s) ， 
P(s) を用いて 

F(s) = Q(s) / P(s) (8.32) 

と表せる．収束座標 γ0 が γ0≤0 であるか γ0>0 
であるかの判定は，P(s) が  Hurwitz 多項式
（すべての零点が複素平面の左半面，すなわち 
Re(s)<0 の領域に存在する多項式）かどうかを
判定すればよい．サブルーチンで使用した判定
法を以下に示す（文献 [94] ）． 
n 次の実係数多項式 P(s) を 
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と分解する．m(s)と n(s) の比を 

  ( ) ( ) ( )W s m s n s≡  

と定義し，W(s) を連分数展開する． 
 

( ) ...
432

1

111
++++=

shshsh
shsW  (8.33) 

h1, h2,…がすべて正であれば P(s) は Hurwitz 多
項式である． 

F(s) が Re(s) >0 に特異点を持つ場合，上記の
判定法を繰り返し使うことにより G(s)=F(s+α) 
が Re(s) >0 で正則となるようにα( > 0) を増加
させる．この G(s) に対して gN(t,σ0) を求め，
それに eαt を乗ずれば fN(t,σ0) が得られる． 
F(s) が無理関数や超関数の場合，Re(s) > 0 で
F(s) が正則かどうかを判定する有効な方法はな
い．したがって F(s) が一般関数の場合は，収
束座標 γ0 の決定は利用者に任ねられる． 

 
③ サブルーチンの使分け 

ラプラス逆変換のためのサブルーチンを表 8.2 
に示す．LAPS1 は γ0 ≤ 0 であることが既知な
場合に，LAPS2 は γ0 > 0 であることが既知か
それとも γ0 については不明な場合に，それぞ
れ有理関数の変換を行うものである．一方， 
HRWIZ はγ0 ≤ 0 であるか否かの判定，すなわ
ち，(8.32) の P(s) が Hurwitz 多項式であるか
否かの判定を行い，かつ γ0 > 0 であったとき
は γ0 の近似値を計算する． 
γ0 > 0 であることは，原関数 f(t) が t→∞ のと
き指数関数的に増大することを意味する．その
ような振舞を調べる目的でも HRWIZ を使用す
ることができる． 
以上の使分けを流れ図に示すと図 8.3 のように
なる． 

 
表 8.2  ラプラス変換のサブルーチン 

関数の型 サブルーチン名 備考 

有理関数 

LAPS1 
(F20-01-0101) 

複素右半平面で正則な 
有理関数 

LAPS2 
(F20-02-0101) 一般の有理関数 

HAWIZ 
(F20-02-0201) Hurwitz 多項式の判定 

一般関数 LAPS3 
(F20-03-0101) 収束座標γ0 の入力が必要． 
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図 8.3  ラプラス変換サブルーチンの使分け 
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第 9 章 
数値微積分 

9.1 概要 

この章では以下の問題を取り上げる． 
 

数値微分：離散点 x1, x2, ..., xn (x1 < x2 < ... < xn) に対
して関数値 yi = f(xi), i = 1, ... n が与えられたと
き，区間  [x1, xn] 内の x = v における f(x) の
微分値 

f (l)(v),         l ≥ 1 
を近似する．さらに 2 次元の微分も扱う． 
また，関数 f(x) が与えられたとき， 
その導関数 

( ) ( ) ( )f x d f x dx ll l l= ≥, 1 

をチェビシェフ級数で展開する． 
数値積分：離散点 x1, x2, ..., xn (x1 < x2 < ... < xn) に対

して関数値 yi = f(xi), i = 1, ..., n が与えれらた
とき，区間 [x1, xn] に渡る f(x) の積分値を求
める．あるいは関数 f(x) が与えられたとき，
積分値 

S f x dx
a
b

= ∫ ( )  

を所要の精度まで求める．さらに多重積分も
扱う．  

9.2 数値微分 

数値微分では，問題を次の二つに分けてある． 
a. 離散点入力 

微分値を求めるには，標本点 (xi,yi) , i = 1, 2, ..., 
n, に対して適当な補間式をあてはめ，それを
微分することにより行う．その際，補間式の
種類はたくさん考えられるが，SSL II として
は，もっぱら spline 関数を利用した補間式に
よっている．しかも，spline 補間式の表現は
数値的安定性を重視して，B-spline を使った
表現を採っている．spline 関数及び  B-spline
については「第 7 章  補間・近似」を参照さ
れたい． 

b. 関数入力 
関数 f(x) と定義域 [a, b] が与えられたとき，
まず， f(x) を所要の精度でチェビシェフ級数
展開する． 

すなわち， 

( ) ( )∑
−

=
⎟
⎠
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⎛
−

+−≈
1

0

2n

k
kk ab

abxTcxf  

と近似する．次に，これを項別微分し， 

( )( ) ( )∑
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1
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k
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として導関数をチェビシェフ級数で展開する． 
微分値は，関数が定義される区間の任意の点 
x = v において f (l)(v) を評価すること，すなわ
ちチェビシェフ級数を求和することにより求
める． 
表 9.1 に数値微分のサブルーチンを示す． 

9.3 数値積分 

数値積分では問題を次の二つに分けてある． 
 

a. 離散点入力 
離散点 x1, x2, ..., xn (x1 < x2 < ... < xn) に対して関
数値 yi = f(xi), i = 1, ..., n が与えられたとき，
積分値 

∫=
nx

x
dxxfS

1
)(  (9.1) 

を与えられた関数値 yi だけを用いて近似する．
この場合は，得られた近似値がどれだけの誤
差をもつかを計算できない．また離散点が等
間隔か否かにより，サブルーチンを使い分け
なければならない． 

b. 関数入力 
関数 f(x) [a, b] と積分区間 [a, b] が与えられ
たとき，積分値 

∫=
b

a
dxxfS )(  (9.2) 
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表 9.1  数値微分のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
SPLV 

(E11-21-0101) 3 次 spline 補間 1 離散点入力 

BIF1 
(E11-31-0101) B-spline 補間式 (I) 

の利用 

 

BIF2 
(E11-31-0201) B-spline 補間式 (II) 

の利用 

 

BIF3 
(E11-31-0301) B-spline 補間式 

(III) の利用 

 

BIF4 
(E11-31-0401) B-spline 補間式 

(IV) の利用 

 

BSF1 
(E31-31-0101) B-spline 平滑化式の

利用 

 

BIFD1 
(E11-32-1101) 

B-spline 2 次元補間
式 (I-I) の利用 

離散点入力 
2 次元 

BIFD3 
(E11-32-3301) 

B-spline 2 次元補間
式 (III-III) の利用 

 

微分値 

BSFD1 
(E31-32-0101) 

B-spline 2 次元平滑
化式の利用 

 

FCHEB 
(E51-30-0101) 高速 cosine 変換 関数入力 

チェビシェフ 
級数展開 

GCHEB 
(E51-30-0301) 

後退漸化式 
チェビシェフ 
級数の導関数 

導関数  
と 
微分値 

ECHEB 
(E51-30-0201) 

後退漸化式 
チェビシェフ 
級数の求和 

 
を所要の精度まで求める．用意されたサブル
ーチンは，積分区間と f(x) の形あるいは性質
とにより使い分けるようになっている． 
また，(9.2) のほかに， 

,
0

)(∫
∞ dxxf  

,)( dxxf∫
∞
∞−  

dyyxfdxb

a
d
c∫ ∫ ),(  

の型の積分も考える． 
表 9.2 に数値積分に関して用意されているサブ
ルーチンを示す． 

 

表 9.2  数値積分のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
1 次元有限
区間（等
間隔） 

SIMP1 
(G21-11-0101)

シンプソン則 

TRAP 
(G21-21-0101) 台形則 

BIF1 
(E11-31-0101) B-spline 補間式 

(I) の利用 
BIF2 

(E11-31-0201) B-spline 補間式 
(II) の利用 

BIF3 
(E11-31-0301) B-spline 補間式 

(III) の利用 
BIF4 

(E11-31-0401) B-spline 補間式 
(IV) の利用 

1 次元有限
区間（不
等間隔） 

BSF1 
(E31-31-0101) B-spline 平滑化式

の利用 

離散点入力 

BIFD1 
(E11-32-1101)

B-spline 2 次元補
間式 (I-I) の利用 

 

BIFD3 
(E11-32-3301)

B-spline 2 次元補
間式 (III-III) の利
用 

離散点入力 
2 次元 

2 次元 
有限区間 

BSFD1 
(E31-32-0101)

B-spline 2 次元平
滑化式の利用 

 

SIMP2 
(G23-11-0101) 適応型 

シンプソン則 
AQN9 

(G23-11-0201)
適応型 
ニュートン・コー
ツ 9 点則 

AQC8 
(G23-11-0301) クレンショー・カ

ーチス型積分法 

1 次元 
有限区間 

AQE 
(G23-11-0401) 二重指数関数型積

分公式 
1 次元半 
無限区間 

AQEH 
(G23-21-0101) 二重指数関数型積

分公式 
1 次元全 
無限区間 

AQEI 
(G23-31-0101) 二重指数関数型積

分公式 

関数入力 

多次元 
有限領域 

AQMC8 
(G24-13-0101) クレンショー・カ

ーチス型積分法 
多次元 
領域 

AQME 
(G24-13-0201) 二重指数関数型積

分公式 

多変数関数 
入力 

 
(1) 数値積分の一般的規約と注意 

数値積分に関するサブルーチンを区分するのに，
主に次の点に注意した． 

積分変数の次元数 ... 1 次元か 2 次元か．  
積分区間 ................... 有限区間か全無限区間か

それとも半無限区間か．  
各サブルーチンはこの区分に従って名前が決めら
れている．例えば 

1 次元有限区間積分 
1 次元全無限区間積分 

という具合である．この区分のほかに，細かい条
件，あるいは手法により特徴づけられる場合は
（ ）の中に示した．例えば 
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1 次元有限区間積分（不等間隔離散点入力，台
形則） 
1 次元有限区間積分（関数入力，適応型シンプ
ソン則） 
 

という具合である． 
数値積分の手法については離散点入力の場合と

関数入力の場合とで決定的な違いがある．離散点
入力の場合は，与えられた関数値 yi = f(xi), i = 1, ...n 
だけを使って積分値を求めるという制約があるの
で精度の良い近似値を計算するのは難しい．一方，
関数入力の場合は，一般に積分区間のいたる点
（特異な場合を除く）における関数値を計算でき
るので，関数値を多く計算することによって，望
む精度まで積分値を計算できるし，また誤差がい
くら位かを，計算によって予測することができる． 

 
(2) 関数入力 1 次元有限区間積分 

積分 ( )∫
b
a

dxxf  のためのサブルーチンを使用す

る際の注意事項を述べる． 
 

a. 自動積分ルーチン 

積分 ( )f x dx
a
b
∫  のためのサブルーチンとしては，

表 9.2 に見られるように，  SIMP2, AQN9, 
AQC8, 及び AQE の四つがある．これらのサ
ブルーチンはすべて自動積分ルーチンである．
自動積分ルーチンとは，被積分関数 f(x) ，積
分区間 [a, b] , 及び積分値に対する要求精度が
与えられたとき，その要求精度を満たす積分
値を求める積分ルーチンのことを意味し，そ
の目的のために考案されたアルゴリズムを自
動積分法という． 
自動積分ルーチンでは一般に，最初，少ない
分点（関数を計算する点）から積分値の計算
を始めて，そのあと徐々に分点を増やしなが
ら，要求精度を満たすまで積分値を改良して
いき，そして要求精度が満たされた時点で反
復を止め，そのときの積分値を出力して計算
を終える． 
自動積分ルーチンは，興味深いルーチンが世
界中で数多く作られ，これに伴って，各ルー
チンの信頼性（計算された積分値が要求精度
を満たしていること）と経済性（計算量が少
ないこと）に関する比較テストも，多くの研
究者によって繰り返されてきた．SSL II のサ
ブルーチンは，これらの成果を十分に反映し
て作られたものである． 

b. 適応型手法 
自動積分法の代表として，現在最も広く用い
られている積分の計算法である．これは，特
定の積分公式（例えばシンプソン則，ニュー
トン・コーツ 9 点則，あるいはガウス側な
ど）を言うのではなく，一般に，被積分関数

の変化の急なところでは分点を密にとり，反
対に緩やかなところでは疎にとるようにして，
なるべく関数の挙動に応じて分点の位置と個
数を自動的に調整する機能を具えた方法であ
る．サブルーチン SIMP2 及び AQN9 がこの
方法を用いている． 

c. サブルーチンの使分け 
サブルーチンの使分けを述べる前準備として，
実用面で現れる被積分関数の型を，ここで，
表 9.3 のように分類しておく． 
さて，サブルーチンの使分けで大切なことは，
被積分関数がどのサブルーチンに適している
かを知ることである．そこで，各サブルーチ
ンが得意，不得意とする関数を，表 9.3 の分類
に従って述べる． 

 

表 9.3  関数の分類 

型 意味 例 
滑らか型 収束性のよいべき級数展開を持

つ解析関数 
∫

−
∫

1
0 

, sin 

dxxe

dxxπ
0  

ピーク型 急激な山や谷が積分区間の中に
存在する関数 

)10/( 621
1-

−+∫ xdx  

振動型 波長の短い，激しい振動を持つ
関数 

∫
1
0sin100 xdxπ  

特異型 代数特異点 (xα, -1 < α)， 
対数特異点（log x）を持つ関数 

∫

∫
1
0

1
0

log

,/

xdx

xdx
 

不連続型 関数値や微係数の不連続点を持
つ関数 

∫

∫

π
0

1
0

|cos|

,][2

][

dxx

dxx

はガウス記号  

 
SIMP2 .... シンプソン則に基づく適応型手法を用

いている．これは，適応型手法として
SSL II に最初に組み込まれたものであり，
適応型手法の歴史においても，最も古い
ものである．今やこれに勝る適応型手法
が多く現れ，その利用価値も少なくなっ
てきた．すなわち，SIMP2 は同じく適応
型手法による AQN9 に多くの面で劣る．
し た が っ て ， 一 般 目 的 の た め に は ，
SIMP2 よりも AQN9 の方を勧める． 

AQN9 ....ニュートン・コーツ 9 点則に基づく適
応型手法である．現在のところ，適応型
手法の中では信頼性，経済性のどちらの
面でも最も優れたものといってよい．こ
のサブルーチンは，関数の局所的挙動を
巧みにとらえるため，比較的広範な関数
に対して使用することができる．まず，
積分区間内に代数特異点，対数特異点あ
るいは不連続点などの異常点を持つ関数
に対して，さらにはピーク型の関数に対
しても効果的に処理する． 
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AQC8 ... 関数のチェビシェフ級数展開に基づく
手法であるために，この級数展開の収束
性の良い関数ほど効果的に処理される．
例えば滑らかな関数，振動型の関数がそ
れである．特異点を持つ関数，ピーク型
の関数に対しては弱い． 

AQE .....積分区間 [a, b] を変数変換により区間 
(-∞,∞)，へ拡張し，そのあと台形則を適用
する手法である．その際，変換後の被積
分関数が，x→± ∞ のとき二重指数関数的
(a>0 として，exp(-a⋅exp|x|)) に減衰するよ
うな変換が選ばれる．このため，元の区
間[a, b] の端点付近で変化の激しい関数で
も効果的に処理される．特に，端点だけ
に代数特異点あるいは対数特異点を持つ
関数に対しては，他のサブルーチンに比
べ最も効率良く積分される．区間 [a, b] 
の中に特異点を持つ関数に対しては弱い． 

 
以上をまとめて，表 9.4 に，関数の型ごとに最

優先的に使用すべきサブルーチンに○印，使用を
避けるべきものに×印をつけ，使分けを明らかに
した．空欄の部分は，その使用は最良ではないに
しても実用に十分耐えられるか，使用してみる価
値があることを意味する．また，滑らか型の関数
に対しては，これらのどのサブルーチンを使用し
ても要求精度の積分値が得られるので，ことさら
サブルーチンの選択に気を使う必要はないが，関
数の計算回数という経済性からいえば，AQC8 が
最も良い．  
 

表 9.4  サブルーチンの使分け 

     
型 

ルー 
チン名 

滑
ら
か
型

ピ
｜
ク
型

振
動
型

特異点 

不
連
続
型

*
不
明

    端点 端点以外   
AQN9 O  O O O
AQC8 O × O × × ×
AQE O × ×

* 性質がよくわからない関数 
 
(3) 関数入力多次元積分 
 

3 次元以内の多次元積分として，サブルーチン
AQMC8 及び AQME が用意されている．いずれも
自動積分ルーチンである．以下，特徴を述べる． 
 
AQMC8 .... クレンショー・カーチス型積分法を各

次元に適用する．このため，滑らかな関
数は勿論のこと，振動型の関数に対して
強く，反対に，特異点を持つ関数，ピー
ク型の関数に対して弱い． 

AQME ..... 二重指数関数型積分公式を各次元に
適用する．本サブルーチンは，1 次元の
サブルーチン AQE, AQEH 及び AQEI で
使ったすべての公式を備えているので，
積分領域は，有限，半無限，全無限のい
ずれであってもよく，更に，これらの組
合せでできる領域であってもよい． 
領域の境界で特異点を持つ関数でも効率
良く積分する．領域の内部に特異点を持
つ関数に対して弱い． 
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第 10 章 
微分方程式 

10.1 概要 

この章では以下の問題を取り上げる． 
常微分方程式（初期値問題）： 

連立 1 階常微分方程式の初期値問題． 

  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

==′

==′
==′

01

0220122

0110111

0,,,,
                                          

,,,,
,,,,

......
......

......
......

xyyyyxfy

xyyyyxfy
xyyyyxfy

NNNNN

N

N

 (10.1) 

を解く． 
高階常微分方程式の初期値問題も (10.1) の形
に変形して解くことができる．すなわち， 

( ) ( )( ),,,,,, 1...... −′′′= kk yyyyxfy  
( ) ( ) ( )( )0

1
0020010 ,,, ...... xyyxyyxyy k

k
−=′==  

は， 

( ) ( ) ( )( )xyyxyyxyy k
k

1
21 ,,, ...... −=′==  

とおくことにより次の (10.2) のような連立 1
階常微分方程式に置き換えることができる．  

( )
( )

( )
( ) ( ) ⎪

⎪
⎪

⎭

⎪⎪
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==′

==′
==′

−−−

0021

01101

022032

011021

,,,, ...

......

xyyyyyxfy
xyyyy

xyyyy
xyyyy

kkkk

kkkk

 (10.2) 

10.2 常微分方程式 

初期値問題 y' = f(x,y), y(x0) = y0 を区間 [x0, xe] の
上で数値的に解くということは，図 10.1 に示すよう
に，離散点，  

x0 < x1 < x2 < ... <xe 

 

x
xex5 x4 x3x2x1x00

y0

y

 
図 10.1   y' = f (x, y), y(x0) = y0 の近似解 

における近似解を順次求めていくことを意味する．  
 

a. 解の出力 
図 10.1 において，解の出力点 x1, x2, x3, ... は，
利用者が指定した点でなくてはならないことも
あれば，微分方程式サブルーチンがキザミ制御 
(step size control) の結果として選んだ点であっ
てよいこともある． 
ところで，利用者の立場から見ると，微分方程
式を数値的に解く目的としては，以下のいくつ
かが挙げられる． 
(a) xe における解 y(xe) だけを求める．  
(b) サブルーチンがキザミ制御の結果として選

んだ点における解を求める．この場合は，
解の挙動を知るのが目的であり，解の出力
点に関して何ら制限を与えず，ただ解の挙
動を知るのに十分な分布を成す離散点上で
解が求まればよい． 

(c) 利用者の意図した点列 {ξj} の上で解を求
める．あるいは，一定間隔にとられた点列
上で解を求める． 

 
SSL II の微分方程式サブルーチンは，解の出力
方法（サブルーチンから利用者プログラムに戻
るタイミング）として，上記の目的に合わせて，
次の 2 つを設定している． 
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• 最終値出力 
解 y(xe) が得られたとき利用者プログラムに
戻る．上記 (c) の目的のためには， xe を
順番に ξi , i = 1, 2, ..., にとりながらサブルー
チンを繰り返し呼び出す．  

• ステップ出力 
キザミ制御のもとで，1 ステップ積分するご
とに利用者プログラムに戻る．利用者は，
繰り返しサブルーチンを呼び出すことによ
り，上記  (b) の目的を果すことができる． 

SSL II のサブルーチン ODRK1, ODAM 及び
ODGE は，これら 2 つの出力方法を備えている．
利用者はパラメタの指定により出力方法を選ぶ
ことができる．  

b. スティフな微分方程式 
ここでは，多くの応用分野で現れるスティフな
微分方程式について述べ，その定義を明らかに
し，簡単な例を挙げる． 
(10.1) をベクトルの形で表すと，  

( ) ( ) 00,, yyyfy ==′ xx  (10.3) 

となる．ここで， 

( ) , ,,, T...21 Nyyy=y   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,x,f,,x,f,x,fx N

T   , ...21 yyyyf =

( ) ( )Nyyyxfxf ii ,,...21 ,,, =y である． 

手始めに， f(x,y) が線形，すなわち，  

( ) ( )f y Ayx x, = +Φ  (10.4) 

である場合を考える．ここでは A は定数の係
数行列， Φ (x) は，ある関数ベクトルである．
このとき (10.3) の解は， A の固有値 λi と対
応する固有ベクトル ui を用いて，  

( ) ( )y ux k e xi ix

i

N
= +

=
∑ λ i Ψ

1
 (10.5)  

 ki : 定数 

と表せる．いま，(10.5) の λi , Ψ(x) に関して，
次のように仮定する． 
(a) Re(λi)<0, i=1, 2, ..., N 
(b) Ψ(x) は，どの eλix よりも滑らか（すなわ

ち，収束性の良いべき級数展開を持つ）関
数である． 

このような条件下では，x → ∞のとき， 

∑
=

→
N

i
i

x
i

iek
1

0uλ  (10.6) 

となり，解 y(x) は，Ψ(x) に近づく．このよう
に，Ψ(x) が支配的になったあとは，Ψ(x) に対
する近似解を求めれば十分であり，したがって，
キザミ幅も比較的大きく採れることができる． 
しかし，オイラー法，ルンゲ・クッタ法などの
公式では，キザミ幅をある値 (λi に依存する) 
よりも大きく採ると，あるステップで発生した
誤差が，後続のステップで増幅されるという現
象が起こる．したがって，これらの公式を適用
する限り，キザミ幅の大きさは制約され，実際，
max ( |Re(λi)| ) が大きければ大きいほど，それに
逆比例してキザミ幅は一層小さく採らざるを得
ない． 
このように，解 y(x) が実質的に滑らかな関数
Ψ(x) で近似できる状況下にあるにもかかわらず，
小さなキザミ幅で積分せざるを得ないという困
難さは，結局，解を近似するのに十分なキザミ
幅と，誤差の増幅を防ぐのに必要なキザミ幅と
の間の不均衡に起因する． 
(10.3) においてΦ(x)=0, すなわち Ψ(x)=0 の場合
は，解 y(x) は減衰し，したがって，実質的に，
小さい | Re(λi) | に対応する項 kieλixui  で近似さ

れる． 
この場合でも，max | Re(λi) | が大きいと上記の困
難さが生ずる． 
さて，スティフな微分方程式を次のように定義
する． 

 
定義 1：線形微分方程式 

  ( )y Ay' = + Φ x  (10.7) 

が，以下の (10.8) , (10.9) 満たすとき，その方
程式はスティフであると言う． 

Re(λi)<0,  i=1, 2, …, N (10.8) 
( )( )
( )( )i

i

λ

λ

Remin

Remax
>>1 (10.9) 

(10.9) の左辺は，スティフ率 (stiff ratio) と呼
ばれ，この値が大きいか小さいかにより，
(10.7) は強スティフ又は弱スティフであると言
う．実際の応用分野では，スティフ率が 106 に
も及ぶ強スティフな方程式もしばしば現れる． 
以下の (10.10) は，スティフな線形微分方程式
の例であり，解は (10.11) で表せる(図 10.2 参
照)． 

( )y y y' ,=
− −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟

998 1998
999 1999

0
1
0

 (10.10) 
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明らかに x → ∞ のとき y1 → 2e-x ,  y2 → −e-x 

である． 

-1

0

1

2

y1

y2

x

 
図 10.2  解 (10.11) のグラフ 

 
次に f(x, y) が非線形である場合を考える．こ
のときは，ヤコビアン行列 

y
yfJ

∂
∂ ),(x=  

の固有値がスティフ性を決定するが，固有値は 
x と共に変化する．そこで， f(x, y) が非線形
のときは，定義 1 を次のように拡張する． 

 
定義 2：非線形微分方程式 

y′ = f(x, y) (10.12) 

が，ある区間 I で，以下の (10.13) ，(10.14) 
を満たすとき，その方程式は区間 I でスティフ
であると言う．  

( )( ) Nixi ,,2,1,0Re ...=<λ (10.13) 
 x∈I 

( )( )( )
( )( )( )x

x

i

i

λ

λ

Remin

Remax
>>1 , x I∈   

   (10.14) 
ここで λi(x) は J の固有値である． 

解こうとしている方程式がスティフであるか否
かを見分ける方法については，一般に次のこと
が言える． 
方程式が (10.7) のように線形ならば，A の固
有値を計算することにより直接，スティフ性を
調べることができる．一方，方程式が非線型で
あるときは，スティフ性検出の能力を持つサブ
ルーチン ODAM を使えばよい．ODAM は，
非スティフな方程式を解く手法のひとつである
アダムス法を適用するが，解法の過程で，方程
式がアダムス法にとって苦手な問題であると判
断したとき，その旨をパラメタ ICON に出力
する．そのときは方程式がスティフであると思
ってよい． 

SSL II では，スティフな方程式を解くサブルー
チンとして ODGE を用意している． 

 
c. サブルーチンの使分け 

微分方程式のサブルーチンを表 10.1 に示す．
その使分けは以下のように行う． 
(a)  方程式がスティフなら ODGE を使うこと． 
(b) 方程式が非スティフなら ODRK1 , ODAM 

のいずれかを使うこと．ODRK1 は特に，
以下に示す条件の場合に効果的に利用でき
る． 
• 微係数 f(x, y) を評価するための計算

量が少ない． 
• 解に対する要求精度が高くない 
• 独立変数 x の特定の点列の上で解の

出力を望むとき，その点列の間隔が
十分に広い． 

これらの条件のいずれでもないときは ODAM 
を使うこと． 

(c) 方程式がスティフであるか否か不明なときは，
まず，ODAM を使うこと．これにより，もし
スティフ性が検出されたときは，ODGE を使
うようにすればよい． 

 
表 10.1  常微分方程式のサブルーチン 

目的 サブルーチン名 手法 備考 
 RKG 

(H11-20-0111) ルンゲ・ 
クッタ・ギル法 

キザミ固定 

 HAMNG 
(H11-20-0121) ハミング法 キザミ可変 

初期値
問題 

ODRK1 
(H11-20-0131) ルンゲ・クッタ 

・ヴァーナー法 
キザミ可変 

 ODAM 
(H11-20-0141) アダムス法 キザミ可変 

次数可変 
 ODGE 

(H11-20-0151) ギア法 キザミ可変 
次数可変 
（スティフ方程式）
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第 11 章 
特殊関数 

11.1 概要 

SSL II の特殊関数とは，FORTRAN の基本関数
に含まれていない関数のことであり，これらの関
数値を求めるものである．このような特殊関数は，
変数と関数が実数型の場合と複素数型の場合に大
別され，多くの種類がある． 

すなわち， 
 

  実数型 (変数，関数共に実数) 
特殊関数 
 複素数型 (変数，関数共に複素数)

 
 
と分けられる．以下に，幾つかの特殊関数サブ

ルーチンに共通な事項を述べる． 
 

(1) 精度について 
関数で重要なことは，精度と速度のバランスで

あるが計算式の選定にあたっては，この点に留意
し，理論精度（近似式の精度）を単精度で 8 桁程
度，倍精度で 18 桁程度となるように選定した．そ
して，一部の単精度の関数は，精度を保証するた
めに，内部計算を倍精度で行っている．しかし，
計算された関数値の精度は，計算機の計算桁数に
依存するので，理論精度がいつでも保証されるわ
けではない． 

単精度サブルーチンの精度の検定は，倍精度サ
ブルーチンの結果を原器と見なし，倍精度サブル
ーチンの精度の検定は，4 倍精度で計算するサブル
ーチン（倍精度サブルーチンよりも十分精度が良
いと確認されるサブルーチン）の結果を原器と見
なして比較を行い，十分実用的であることを確認
した． 
(2) 速度について 

特殊関数は，どちらかというと精度に重点を置
き，その上で，速度を上げる配慮をした．実数型
は，複素数型の一部であるが，速度を上げるため
に，別々に用意してある．また，同じ理由で，特
殊関数の相互間に関係のある関数も別々に用意し

てある．特に，単精度サブルーチンと倍精度サブ
ルーチンは別々に用意した．また頻繁に使われる
サブルーチンは，一般的なサブルーチンの他に，
専用のサブルーチンを用意してある． 

 
(3) ICON について 

特殊関数は，その計算のために，FORTRAN 基
本関数の指数関数，三角関数などを利用している
が，それらの中でオーバフロー，アンダフローな
ど，エラーが発生すると，トラブルの真の原因の
発見が遅れる．そこで，特殊関数の側で，できる
だけ早めに，トラブルを検出するように配慮し，
検出されたトラブルは，パラメタ ICON に出力す
るようにしてある． 

 
(4) 呼び出し方法について 

特殊関数の計算では，いろいろな状況が起きる
ので，その状況を知らせるために，パラメタ ICON 
を設定するようにしてある．このため，サブルー
チンは CALL 文で呼び出すサブルーチン副プログ
ラムで作成されている． 

FORTRAN 基本関数は関数副プログラムである
ので，特殊関数も関数副プログラムとした方がよ
いという考え方があるが，これを採用しなかった
のは，上記の理由による．  

11.2 楕円積分 

楕円積分は，表 11.1 のような種類に分かれる． 

表 11.1  楕円積分のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名

第 1 種完全楕円積分 K(k) CELI1 
(I11-11-0101)

完全
第 2 種完全楕円積分 E(k) CELI2 

(I11-11-0201)
 
完全楕円積分の計算法には，2 次の反復法がある

が，この方法は変数の大きさによって，速度が変
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る欠点がある．そこで，本サブルーチンは，変数
の大きさに関係なく速度を一定に保つように，近
似式を用いて計算する． 

11.3 指数積分 

指数積分は，表 11.2 のようになっている． 
 

表 11.2  指数積分のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名 

0),( >− xxEi  
指数積分 

0),( >− xxE i  

EXPI 
(I11-31-0101) 

 
指数積分は，計算の困難な関数で，計算式はい

くつかの区間に分けられて，いろいろな近似式が
使われている．  

11.4 正弦・余弦積分 

正弦・余弦積分は，表 11.3 のようになっている． 
 

表 11.3  正弦・余弦積分のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名 

正弦積分 Si(x) SINI 
(I11-41-0101) 

余弦積分 Ci(x) COSI 
(I11-41-0201) 

11.5 フレネル積分 

フレネル積分は表 11.4 のようになっている． 

表 11.4  フレネル積分のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名

正弦フレネル積分 S(x) SFRI 
(I11-51-0101) 

余弦フレネル積分 C(x) CFRI 
(I11-51-0201) 

11.6 ガンマ関数 

ガンマ関数には，表 11.5 のものが用意されてい
る． 

表 11.5  ガンマ関数のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名

第 1 種不完全ガンマ関数 γ(ν,x) IGAM1 
(I11-61-0101) 

第 2 種不完全ガンマ関数 Γ(ν,x) IGAM2 
(I11-61-0201) 

（完全）ガンマ関数 Γ(ν) と第 1 種及び第 2 種
不完全ガンマ関数の間には， 

( ) ( ) ( )xx ,, ννν ΓγΓ +=  

の関係がある． 
なお Γ(ν) については FORTRAN 基本外部関

数を利用のこと． 

11.7 誤差関数 

誤差関数には表 11.6 のものが用意されている． 

表 11.6  誤差関数のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名

逆誤差関数 erf-1 (x) IERF 
(I11-71-0301) 

逆余誤差関数 erfc-1 (x) IERFC 
(I11-71-0401) 

 
逆誤差関数と逆余誤差関数の間には 

erf -1 (x) = erfc-1 (1-x) 

の関係があり，それぞれ x の範囲に応じて適切な
方で計算している． 

なお，誤差関数  erf(x) については  FORTRAN 
基本外部関数を利用のこと．  

11.8 ベッセル関数 

実変数のベッセル関数は，表 11.7 のような種類
に分けられ，非常に多くの種類がある．また利用
頻度も高い．特に，0 次，1 次は利用頻度が高いの
で，専用サブルーチンを用意した．0 次，1 次を計
算するときには，専用サブルーチンを使用する方
が速度的に有利である． 
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複素変数のベッセル関数は，表 11.8 のようにな
っている．  

 
表 11.7  実変数のベッセル関数のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名

0 次ベッセル関数 J0 (x) BJ0 
(I11-81-0201) 

1 次ベッセル関数 J1 (x) BJ1 
(I11-81-0301) 

整数次ベッセル関数 Jn (x) BJN 
(I11-81-1001) 

実数次ベッセル関数 Jν (x)  
(ν≥ 0.0) 

BJR 
(I11-83-0101) 

0 次変形ベッセル関数 I0 (x) BI0 
(I11-81-0601) 

1 次変形ベッセル関数 I1 (x) BI1 
(I11-81-0701) 

整数次変形ベッセル関数 In (x) BIN 
(I11-81-0701) 

第
一
種 

実数次変形ベッセル関数
Iν (x)  

(ν ≥ 0.0) 
BIR 

(I11-83-0301) 

0 次ベッセル関数 Y0 (x) BY0 
(I11-81-0401) 

1 次ベッセル関数 Y1 (x) BY1 
(I11-81-0501) 

整数次ベッセル関数 Yn (x) BYN 
(I11-81-1101) 

実数次ベッセル関数 Yν (x) BYR 
(I11-83-0201) 

0 次変形ベッセル関数 K0 (x) BK0 
(I11-81-0801) 

1 次変形ベッセル関数 K1 (x) BK1 
(I11-81-0901) 

整数次変形ベッセル関数 Kn (x) BKN 
(I11-81-1301) 

第
二
種 

実数次変形ベッセル関数 Kν (x)  BKR 
(I11-83-0401) 

表 11.8  複素変数のベッセル関数のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名

整数次ベッセル関数 Jn(z) CBJN 
(I11-82-1301) 

実数次ベッセル関数 Jν (z) 
(ν ≥ 0.0) 

CBJR 
(I11-84-0101) 第一種

整数次変形ベッセル
関数 

In (z) 
CBIN 

(I11-82-1101) 

整数次ベッセル関数 Yn (z) CBYN 
(I11-82-1401) 

第二種
整数次変形ベッセル
関数 

Kn (z) 
CBKN 

(I11-82-1201) 

11.9 正規分布関数 

正規分布関数には，表 11.9 のものが用意されて
いる． 

 
表 11.9  正規分布関数のサブルーチン 

項目 数学記号 サブルーチン名

正規分布関数 φ (x) NDF 
(I11-91-0101) 

余正規分布関数 ψ (x) NDFC 
(I11-91-0201) 

逆正規分布関数 φ-1 (x) INDF 
(I11-91-0301) 

逆余正規分布関数 ψ-1 (x) INDFC 
(I11-91-0401) 
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第 12 章 
擬似乱数  

12.1 概要 

本章では種々の分布に従う実数又は整数の擬似乱
数の生成と検定を扱う． 

12.2 擬似乱数の生成 

種々の確率分布に従う擬似乱数はすべて，区間(0, 
1) での一様分布から得られた擬似乱数に適当な変
換を施すことにより得られる．すなわち，ある分布
の擬似乱数を生成するとき，その分布の確率密度関
数を g(x) とするならば，擬似乱数 y はその分布の

累積分布関数 ( )F y dxg x
y= ∫ ( )
0

 の逆関数 (12.1) で示

される． 

y =F -1 (u) (12.1) 

ここに，u は生成された一様乱数である． 
ただし，離散型分布の擬似乱数生成は中間の計算

で少し複雑になる．例えばサブルーチン RANP2 は，
まず，ポアソン分布の累積分布表を作成する．次に
累積分布表を参照する索引表を作成し，それから累
積分布表で与えられた分布に従う擬似乱数を生成す
るといった具合である． 

SSL II で準備する擬似乱数生成サブルーチンの種
類を表 12.1 に示す．なお，これらのサブルーチン
には初期値を与えるパラメタが設けられており，こ
れによってある初期値のもとでの擬似乱数列の生成
を続けるかどうかのコントロールを行なうことがで
きる．（通常は，ただ一回だけの初期値設定を行っ
たかたちで使用される）． 

表 12.1  擬似乱数生成サブルーチンの種類 

種類 サブルーチン名 
一様乱数 (0, 1)  RANU2 

(J11-10-0101) 
一様乱数 (0, 1)  
（シャフル型） 

RANU3 
(J11-10-0201) 

指数乱数 RANE2 
(J11-30-0101) 

正規乱数 
（高速型） 

RANN1 
(J11-20-0301) 

正規乱数 RANN2 
(J11-20-0101) 

ポアソン乱数 RANP2 
(J12-10-0101) 

二項乱数 RANB2 
(J12-20-0101) 

12.3 擬似乱数の検定 

擬似乱数を利用するためには，その乱数の性質を
充分に認識する必要がある．すなわち，計算機によ
り算術的に生成された擬似乱数列が“特定の確率分
布に従う独立な確率変数の系列の実現値”とみなせ
る否かを検定しておくことが必要である． 

SSL II では種々の確率分布に従う擬似乱数を，区
間 (0, 1) の擬似一様乱数に適当な変換を施すことに
より生成している．そこでは，幾つかの異なった乱
数列を生成することを容易にするために，擬似一様
乱数生成の初期値を与えるパラメタ IX を用意して
いる． 

通常， IX = 0 として生成すればよく，その場合
の擬似一様乱数列に対する検定結果はサブルーチン 
RANU2 の「使用上の注意」に示されている． 

一般には IX の値に応じて，擬似乱数列の性質が
異なる．そこで，SSL II では，生成した擬似乱数列
の検定をするために，表 12.2 のような検定用ルー
チンを用意している． 
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表 12.2  擬似乱数検定サブルーチン 

検定項目 サブルーチン名 備考 

頻度テスト RATF1 
(J21-10-0101) 等出現性の検定 

上昇・下降連テスト RATR1 
(J21-10-0201) 無規則性の検定 

 
以下に，統計的仮説検定の概念と，SLL II で採用

しているカイ二乗 ( χ 2) 検定法について概説し，幾

つかの注意事項を述べる． 
 

統計的仮説検定 
無作為標本から得られる統計量の実現値によって，

ある仮説を棄てたり，受け入れたりする方法を統計
的仮説検定という． 

例えば，サイコロを何回か投げて，どのように目
が出るかを調べることによって，“サイコロが正常
である”か否かを検定することを考える． 

いま，5 回続けて投げて，全部等しい目（例えば
1）が出たとする．もし，“サイコロが正常であ
る”すなわち“どの目の出る確率も等しい”とする
なら，続けて全部等しい目が出る確率は  (1/6)5 = 
1/7776 であって，同様な実験を 7776 回も繰り返し
行ったときに平均的に 1 回起こることが期待される．
したがって，1 度の実験で全部等しい目が出たこと
は，“サイコロが正常である”という仮説に疑いが
あることになる． 

このように，ある仮説のもとで実験を行って，確
率 α％（習慣的に，5％又は 1％）以下で起こる事
象が，ただ 1 回の実験で起きたとすると，その仮説
は疑わしいとして棄てる．そうでない場合は仮説を
受け入れるわけである．このときの仮説は，棄てる
か棄てられないかとい立場から検定されるもので，
これを帰無仮説といい，確率α％以下の領域を棄却
域という．また，棄てる基準のことを有意水準とい
う． 

このような検定方法を採用すると，実は仮説が真
であるにもかかわらず，これを棄てるという誤りを
おかすことがあり，α％を危険率ともいう． 

 
カイ二乗 ( χ 2) 検定法 

いま，有意水準をα％とする．また，母集団が l 
個の排反な階級 c1, c2, ..., cl に分類されており，n 個
の抽出において，現実にこれらに属する度数（実現
度数）が f1, f2, ..., fl であり，帰無仮説に基づくそれ
ぞれの期待度数が F1, F2, ...., Fl であるとする． 

 
階級 c1, c2, ..., cl 計 
実現度数 f1, f2, ..., fl n 
期待度数 F1, F2, ..., Fl n 
 
このとき，実現度数の期待度数からの隔りの度合

として， 

( )∑
=

−=
l

i i

ii

F
Ff

1

2
2
0χ   

(12.2) 

なる値を考える．期待度数からの隔りが大きいと
χ 0

2 の値も大きくなり，その大きさの程度によって

仮説を棄却することになる． 
ところで，大きさ n の標本に対して，標本ごとに

変動する度数を ~ , ~ , ... , ~f f f l1 2  と表すと，これは確

率変数であり 

( )∑
=

−=
l

i i

ii
F

Ff

1

2
2

~
χ  (12.3) 

なる値は統計量である．ここで，期待度数 Fi が十
分に大きいとき， χ 2 は近似値に自由度 l-1 のカイ

二乗分布に従って分布する． 
そこで，自由度 l-1 のカイ二乗分布において，有意
水準α％に相当する点 2

αχ を求め，次のような検定

を行う． 
2

αχ < 2
0χ なら仮説は棄却する． 

2
αχ  ≥ 2

0χ  なら仮説は棄却しない． 

このような検定法を，カイ二乗検定法という． 
実現度数と期待度数は，検定の内容（頻度テスト，

連テスト等）に依存する値である． 
 

使用上の注意 
(1) 標本の大きさ n について 

標本の大きさ n は，十分に大きくとることが必
要である．すなわち，(12.3) の統計量は，十分大き
な n に対して自由度 l-1 のカイ二乗分布に近似さ
れるからである．したがって，n が小さいとカイ二
乗分布による近似が悪く，検定の結果に対する信頼
性が低い． 

一般には，期待度数 Fi が 

  Fi > 10   ,  i=1, 2, …, l (12.4) 

とすることが望ましい．(12.4) を満たさない場合は，
いくつかの階級をまとめて自由度を低くする必要が
ある． 
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A21-11-0101  AGGM, DAGGM 

行列の和（実行列） 
CALL AGGM (A, KA, B, KB, C, KC, M, N, ICON) 

 
(1) 機能 

m × n の実行列 A と実行列 B の和 C を求める． 

C = A + B  

ここで C は，m × n の実行列である． 
m, n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
A  ············ 入力．行列 A． 

A (KA, N) なる 2 次元配列． 
KA  ········· 入力．配列 Aの整合寸法 (≥ M). 
B  ············ 入力．行列 B．  

B (KB, N) なる 2 次元配列． 
KB  ········· 入力．配列 B の整合寸法 (≥M). 
C  ············ 出力．行列 C． 

C (KC, N) なる 2 次元配列． 
(使用上の注意①参照) 

KC  ········· 入力．配列 C の整合寸法 (≥ M). 
M  ··········· 入力．行列 A, B, C の行数 m． 
N  ············ 入力．行列 A, B, C の列数 n． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 AGGM-1 参照． 
 

表 AGGM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

30000 M<1, N<1, KA<M, KB<M 又は, 
KC<M であった． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II .....MGSSL 
② FORTRAN 基本関数...なし， 

 
b. 注意 
① 領域の節約について 

配列 A あるいは，B 上の内容を保存する必要の
ない場合は，次のように呼び出すことにより領
域が節約できる． 
• 配列 Aの内容が不要の場合． 
 

CALL AGGM (A, KA, B, KB, A, KA, M, N, 
ICON) 

• 配列 B の内容が不要の場合． 
 

CALL AGGM (A, KA, B, KB, B, KB, M, N, 
ICON) 

この場合，行列 C は配列 A あるいは，B 上に得
られる． 
 

c. 使用例 
実行列 A，B の和を求める．m, n ≤ 50 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(50,50),B(60,60), 
     *          C(100,100) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
      DATA KA/50/,KB/60/,KC/100/ 
   10 READ(5,100) M,N 
      IF(M.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      READ(5,200) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      READ(5,200) ((B(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      CALL AGGM(A,KA,B,KB,C,KC,M,N,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PGM(IA,1,A,KA,M,N) 
      CALL PGM(IB,1,B,KB,M,N) 
      CALL PGM(IC,1,C,KC,M,N) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(2I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     * '** MATRIX ADDITION **') 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン PGM は，実行列を
印刷するものである．プログラムは，サブルー
チン MGSM の使用例に記載されている． 
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E11-11-0201  AKHER, DAKHER 

エイトケン・エルミート補間 
CALL AKHER (X, Y, DY, N, V, M, EPS, F, VW, 

ICON) 
 

(1) 機能 
離散点 x1 , x2 , ..., xn (x1 < x2 < ... < xn) に対して，関

数値 yi = f(xi)，1 階微係数 y′i = f ′(xi), i = 1, ...., n が与
えられたとき，x = v における補間値をエイトケン・
エルミート補間法により求める．n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
X  ············ 入力．離散点 xi. 

大きさ n の 1 次元配列. 
Y ············· 入力．関数値 yi. 

大きさ n の 1 次元配列. 
DY ·········· 入力．1 階微係数 y′i. 

大きさ n の 1 次元配列. 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
V ············· 入力．補間したい点の x 座標 v． 
M ············ 入力．補間に使う離散点の個数の上限 (≤ 

n). 
出力．実際に使用した離散点の個数．(使
用上の注意参照)． 

EPS ········· 入力．しきい値． 
出力．補間値の絶対誤差． 
(使用上の注意参照)． 

F ·············· 出力．補間値． 
VW ········· 作業領域．大きさ 5n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 AKHER-1 参照． 
 

表 AKHER-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 υ が離散点 xi の一つであった． F = yi とする． 
30000 n < 1, M = 0, xi ≥xi+1 のいずれか

であった． 
F = 0.0 として処
理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, IABS 
 
b. 注意 
① 収束判定条件について 

まず補間多項式の次数と，数値的なふるまいを
考える．ここで x=v の近傍での j 個の離散点を
用いて補間した補間値を Zj で表す．(離散点の
とり方は，x=v に近い順とする．) 

次に間差 Djを次のように定義する． 

mjZZD jjj ,,2 ...1 =−≡ −  

ここで m は補間に使う離散点の個数の上限であ
る．一般に，補間多項式の次数を上げていくと，
|Dj|は図 AKHER-1 のようなふるまいを示す． 
 
図 AKHER-1 で l は近似多項式の打切り誤差と
計算誤差が互いに同程度になる事を示しており，
一般に Zl が数値的には最適の補間値とみなすこ
とができる． 

|Dj|

jml

 
図  AKHER-1 

② EPS の与え方 
次の条件を考慮する． 
収束判定は①に従って行われるが，Dj は近似関
数により種々のふるまいを示す.  図 AKHER-2
で示されるように振動する場合もある． 

 
図  AKHER-2 

この場合，補間値として Zsを採用するのは好ま
しくなく Zl を採用すべきである．この考えに基
いて出力すべき補間値を次のように決定する． 
D2, D3, …, Dmと計算していく過程で， 
 
(a) |Dj|>|EPS|, j=2, 3, …, m であれば， 

 

( )D Dl j j= min  (3.1) 

となる l を求め Zl, l, |Dl| をそれぞれパラメ
タ F，M，EPS に出力し， 

(b) |Dj| ≤ |EPS|となり始めたならば，その時点
からは， 

D Dl l≤ +1  (3.2) 
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となる l を求め Zl，l，|Dl|を出力する． 
もし (3.2) がいつまでも成立たなければ 
l = m として Zm, m, |Dm| を出力する． 
又 EPS = 0.0 と入力すると |Dj| が最小とな
る時点の Zjを補間値として出力することに
なる． 

 
③ M の与え方 

(a) もし，真の関数が，x=v の近傍で高々2k-1
次の多項式で近似できることが分かってい
れば，多項式補間法においても，高々2k-1
次の多項式で行うのが自然である．もし，
このような状況にあるならパラメタ M に k
を入れる． 

(b) 上記(a)の事実が分からないときは，パラメ
タ M に，パラメタ N の値と等しい値を入
れる． 

(c) もし，ある定まった個数の離散点を，収束
判定することなく無条件に使って，補間値
を求めたいときにはパラメタ M に，その
個数に-1 を乗じた値を入れる． 

 
c. 使用例 

入力パラメタの値を読込み，補間値 F を求める． 
n ≤ 30 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(30),Y(30),DY(30),VW(150) 
      READ(5,500) N,(X(I),Y(I),DY(I), 
     *            I=1,N) 
      WRITE(6,600)(I,X(I),Y(I),DY(I), 
     *            I=1,N) 
   10 READ(5,510) M,EPS,V 
      IF(M.GT.30) STOP 
      CALL AKHER(X,Y,DY,N,V,M,EPS,F,VW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,610) ICON,M,V,F 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I2/(3F10.0)) 
  510 FORMAT(I2,2F10.0) 
  600 FORMAT(15X,I2,5X,3E20.8) 
  610 FORMAT(20X,'ICON =',I5,10X,'M =', 
     * I2/20X,'V          =',E20.8/ 
     * 20X,'COMPUTED VALUES =',E20.8) 
      END 
 

(4) 手法概要 
離散点 xiを v に近い順に並べかえて v1, v2, ...., vnと

し，それに対応して yi = f(vi)， y′i = f ′(vi)とする． 
点 viにおいて関数値 yiを持つ条件を記号（i,0）で, 

点 vi において 1 階の微分係数 y′i を持つ条件を記号
（i,1）で表すことにするとき，2m 個の条件(1,0), 
(1,1), (2,0), (2,1),...,(m,0), (m,1) を満足する高々(2m-1)
次の補間多項式による，補間点 v における補間値
（今後，単に条件(i,0),(i,1), i=1,....,m を満たす補間値
と呼ぶ）を求める． 

一般の場合を述べる前に，m=2 の場合を例にとり
(1,0), (1,1), (2,0), (2,1) の 4 つの条件を満たす補間値
を求める手順を説明する． 

 
手順 1．条件(1,0),(1,1)を満たす補間値  

( ) ( )111'1,11 vvyyyvPA −′+≡≡ を求める． 
条件(2,0),(2,1)を満たす補間値 

( ) ( )222'2,23 vvyyyvPA −′+≡≡ を求める． 
 
手順 2．条件(1,0),(2,0)を満たす補間値 

( ) ( )1
21

21
12,12 vv

vv
yyyyvPA −

−
−

+≡≡ を求める． 

手順 3．条件(1,0),(1,1),(2,0)を満たす補間値 
( ) ( )vPyvP AA 12,1,14 ≡≡ ′  

                       ( ) ( ) ( )1
21

21 vv
vv

vPvP AA −
−
−

+ を求める． 

条件(1,0),(2,0),(2,1)を満たす補間値 
( ) ( )vPyvP AA 22,2,15 ≡≡ ′  

                       ( ) ( ) ( )1
21

32 vv
vv

vPvP AA −
−
−

+ を求める． 

手順 4．条件(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)を満たす補間値 
( ) ( )vPyvP AA 42,2,1,16 ≡≡ ′′  

                       ( ) ( ) ( )1
21

54 vv
vv

vPvP AA −
−
−

+ を求める． 

PA6(v) が目的とする補間値となる． 
一般の場合は 

( )
( )mi

vvyyy iiiii

,,1 ...
',

=

−′+≡  (5.1) 

( )

( )mi

vv
vv
yy

yy i
ii

ii
iii

,,1 ...
1

1
1,

=

−
−
−

+≡
+

+
+  (5.2) 

の式をもとにして，m=2 の場合と同じ要領で計算す
る．それを図 AKHER-3 に示す． 
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すなわち左の列から右の列へ，下の行から上の行
へ，y1.1′，y1.2，y1.1′.2，y2.2′，y1.2.2′，y1.1′.2.2′，y2.3，
y2.2′.3，y1.2.2′.3，……の順にエイトケンの反復補間法
の基本定理に基づいて計算していき補間値 y1.1′，...，
m.m′ を求める． 

 
y1.1′ y1.1′.2 y1.1′.2.2′ y1.1′.2 2′.3 y1.1′.2.2′.3.3′ ⋅ y1.1′.2.2′....m.m′ 
y1.2 y1.2.2′  y1.2.2′.3 y1.2.2′.3.3′ ⋅ ⋅  
y2.2′ y2.2′.3 y2.2′.3.3′ ⋅ ⋅   
y2.3 y2.3.3′ ⋅ ⋅    
y3.3′ ⋅ ⋅     

⋅ ⋅      
ym.m′       

 
図  AKHER-3 (一般の場合) 

なお，詳細については，参考文献 [47] を参照する
こと． 
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E11-11-0101  AKLAG, DAKLAG 

エイトケン･ラグランジュ補間 
CALL AKLAG (X,Y, N, V, M, EPS, F, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

離散点 x1 , x2 , ... , xn (x1 < x2 < ... < xn ) に対して関
数値 yi = f(xi), i = 1, ..., n が与えられたとき，x = v に
おける補間値をエイトケン･ラグランジュ補間法に
より求める． 

n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi. 

大きさ n の 1 次元配列. 
Y ············· 入力．関数値 yi. 

大きさ n の 1 次元配列. 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
V ············· 入力．補間したい点の x 座標 v． 
M ············ 入力．補間に使う離散点の個数の上限 
 (≤ n). 

出力．実際に使用した離散点の個数． 
(使用上の注意参照)． 

EPS ········· 入力．しきい値． 
出力．補間値の絶対誤差． 
(使用上の注意参照)． 

F ············· 出力．補間値 
VW ········· 作業領域．大きさ 4n の 1 次元配列． 
ICON 出力．コンディションコード． 

表 AKLAG-1 参照． 
 

表 AKLAG-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 v が離散点 xiと一致した． F = yiとする. 
30000 n < 1, M = 0, xi ≥ xi+1のいず 

れかであった． 
F = 0.0 として処理
を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS,IABS 

 
b. 注意 
① 収束判定条件について 

まず補間多項式の次数と，数値的なふるまいを
考える．ここで x=v の近傍での j 個の離散点を
用いて補間した補間値を Zj で表す．(離散点の
とり方は，x=v に近い順とする．) 

次に間差 Djを次のように定義する． 
 

mjZZD jjj ,,2 ...1 =−≡ −  

ここで m は補間に使う離散点の個数の上限であ
る．一般に，補間多項式の次数を上げていくと，
|Dj|は図 AKLAG-1 のようなふるまいを示す． 

 
図 AKLAG-1 

図 AKLAG-1 で l は近似多項式の打切り誤差と
計算誤差が互いに同程度になる事を示しており，
一般に Zl が数値的には最適の補間値とみなすこ
とができる． 
 

② EPS の与え方 
次の条件を考慮する． 
収束判定は①に従って行われるが，Dj は近似関
数により種々のふるまいを示す.  図 AKLAG-2
で示されるように振動する場合もある． 

 
図  AKLAG-2 

この場合，補間値として Zsを採用するのは好ま
しくなく Zl を採用すべきである．この考えに基
いて出力すべき補間値を次のように決定する． 
D2, D3, …, Dmと計算していく過程で， 
(a) |Dj|>|EPS|, j=2, 3, …, m であれば， 

( )jjl DD min=  (3.1) 

となる l を求め Zl, l, |Dl| をそれぞれパラメ
タ F，M，EPS に出力し， 
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(b) |Dj| ≤ |EPS|となり始めたならば，その時点
からは， 

1+≤ ll DD  (3.2) 

となる l を求め Zl，l，|Dl|を出力する． 
もし (3.2) がいつまでも成立たなければ l = 
m として Zm, m, |Dm| を出力する． 
又 EPS = 0.0 と入力すると |Dj| が最小とな
る時点の Zjを補間値として出力することに
なる． 
 

③ M の与え方 
(a) もし，真の関数が，x=v の近傍で高々k 次

の多項式で近似できることが分かっていれ
ば，多項式補間法においても，高々k 次の
多項式で行うのが自然である．もし，この
ような状況にあるなら，パラメタ M に
(k+1)を入れる． 

(b) 上記(a)の事実がわからないときは，パラメ
タ M に，パラメタ N の値と等しい値を入
れる． 

(c) もし，ある定まった個数の離散点を，収束
判定することなく無条件に使って補間値を
求めたいときには，パラメタ M に，その
個数に-1 を乗じた値を入れる． 

 
c. 使用例 

入力パラメタの値を読込み，補間値 F を求める． 
n ≤ 30 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(30),Y(30),VW(120) 
      READ(5,500) N,(X(I),Y(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) (I,X(I),Y(I),I=1,N) 
   10 READ(5,510) M,EPS,V 
      IF(M.GT.30) STOP 
      CALL AKLAG(X,Y,N,V,M,EPS,F,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON,M,V,F 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I2/(2F10.0)) 
  510 FORMAT(I2,2F10.0) 
  600 FORMAT(23X,'ARGUMENT VALUES',15X, 
     * 'FUNCTION VALUES'/(15X,I2,5X, 
     * E15.7,15X,E15.7)) 
  610 FORMAT(20X,'ICON =',I5,10X, 
     * 'M =',I2/20X,'V         =',E15.7/ 
     * 20X,'COMPUTED VALUES =',E15.7) 
      END 
 

(4) 手法概要 
離散点 xiを v に近い順に並べかえて v1, v2, ...., vnと

し，それに対応して yi = f(vi)とする． 
一般に部分標本点 (vi, yi = f(vi); i = 1, ..., m) を補間

に使う場合を説明する．離散点(v1, y1), (v2, y2), ..., (vi, 
yi), (vj, yj) を通る i 次のラグランジュ補間多項式によ
る補間値を単に y1, 2..., i, jで表すとする． 

(ここで j > i). 
エイトケン･ラグランジュ補間法は 

( )vv
vv

yy
y

vvy
vvy

vv
y

i
ij

jii
i

jji

ii

ij
ji

−
−

−
+=

−
−

−
=

−

−

,1,,2,1,,2,1
,,2,1

,1,,2,1

,,2,1
,,,2,1

......
...

...

...1
...

 

に基づき，図 AKLAG-3 において上の行から下の行
へ，左の列から右の列へ，すなわち y1.2, y1.3, y1.2.3, y1.4, 
y1.2.4, ...の順に計算していく方法である． 
 
 
v1 v1-v y1     

v2 v2-v y2 y1,2    

v3 v3-v y3 y1,3 y1,2,3   

v4 v4-v y4 y1,4 y1,2,4 y1,2,3,4  

・  ・ ・ ・ ・ ・  

vm vm-v ym y1,m y1,2,m ・・・ y1,2,...,m 
 

図 AKLAG-3 

対角線上に表れた y1, 2, ......, k は離散点 (vi, yi, i = 
1, ..., k) を通るラグランジュ補間式による補間値にほ
かならなく，y1, 2, ......, mが目的とする補間値である． 

なお，詳細については，参考文献 [46] pp.57-59 を
参照すること． 
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E11-42-0101  AKMID, DAKMID 

2 次元準エルミート補間式による補間 
CALL AKMID (X, NX, Y, NY, FXY, K, ISW, VX, IX, 

VY, IY, F, VW, ICON) 
 

(1)  機能 
格子点(xi, yj), i = 1, 2, ..., nx, j = 1, 2, ..., ny(xl < x2 < ... 

< xnx, y1 < y2 < ... < yny)に対して，関数値 fij = f(xi, yj) が
与えられたとき，点 P(vx, vy) における補間値を，双
3 次の区分的 2 次元準エルミート補間式により求め
る．(図 AKMID-1 参照)． 

x1 ≤vx≤xnx， y1 ≤vy≤yny 及び nx≥3，ny≥3 であること． 

 
図 AKMID-1  領域 R={(x,y) | x1≤xnx, y1 ≤y≤yny}内の P 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．x 方向の離散点 xi． 

大きさ nxの 1 次元配列． 
NX ·········· 入力． xiの個数 nx ． 
Y ············· 入力．y 方向の離散点 yj． 

大きさ nyの 1 次元配列． 
NY ·········· 入力．yjの個数 ny． 
FXY ········ 入力．関数値 fij． 

大きさ FXY (K, NY)なる 2 次元配列． FXY 
(I, J) には fijを入力する． 

K ············· 入力．2 次元配列 FXY の整合寸法 (K ≥ 
NX)． 

ISW ········ 入力．与えられた入力データ (xi, yj, fij) に
対して初めて本サブルーチンを呼び出すと
きに， 

ISW = 0  
と入力する (INTEGER *4 であること)．同
一の入力データに対して，本サブルーチン
を繰り返し呼び出すことにより，一連の補
間値を求めるときは，2 回目以降，ISW を
変更してはならない． 
出力．xi ≤ vx < xi+1 , yj ≤ vy < yj+1を満たす
(i,j) に関する情報． 
利用者は，新たに与えられたデ―タ (xi, yj, 
fij)に対して補間を始めるときは, 再び ISW 
=0 とする必要がある．  

VX ·········· 入力．点 P (vx, vy) の x 座標． 
IX············ 入力． xi ≤ vx < xi+1を満たす i． 

vx = xnxのときは IX = nx – 1 とすること． 
出力． xi ≤ vx < xi+1を満たす i． 
(使用上の注意 3 参照) 

VY ·········· 入力．点 P(vx, vy) の y 座標． 
IY············ 入力．yj ≤ vy < yj+1を満たす j． 

vy = ynyのときは IY = ny – 1 とすること． 
出力．yj ≤ vy < yj+1を満たす j． 
(使用上の注意 3 参照) 

F·············· 出力．補間値． 
VW ········· 作業領域．大きさ 50 の 1 次元配列． 

同一の入力データ (xi, yj, fij) に対して繰り返
し本サブルーチンを呼び出すときには，そ
の間，VW の内容を変更してはならない． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 AKMID-1 参照． 

 
表 AKMID-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X(IX)≤VX<X(IX+1) 又は
Y(IY)≤VY<Y(IY+1) が満たされ
ていない． 

サブルーチン内で
左記の IX，又は
IY をさがして処
理を続ける． 

30000 次のいずれかであった． 
1 X(I) ≥ X (I+1) なる X (I) が

ある． 
2 Y(J) ≥ Y (J+1) なる Y(J) が

ある． 
3 NX<3 又は NY < 3 
4 K< NX 
5 VX < X(1) 又は VX > X(NX) 
6 VY < Y(1) 又は VY > Y(NY) 
7 ISWの指定に誤りがある． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS, ABS, MOD 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンで用いる補間式は，領域

R={(x,y)|xl ≤ x ≤ xnx , yl ≤ y ≤ yny}で，x 方向，y 方
向各々独立に 1 階までの導関数は連続であるが，
2 階以上の導関数は一般に不連続となる．一方
で，この補間式は，不自然な屈曲点や面が現れ
ないのが特徴であり，「曲面のあてはめ」を効
率良く実行するものである． 
2 変数関数の補間値，又は微分値，積分値をよ
り高精度で得るためには，Spline 関数による補
間サブルーチン（BIFD3 又は BIFD1）を用いた
方がよい． 
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② 本サブルーチンにより，同一の入力データ (xi, 
yj, fij) のもとで，多数の補間値を求めたいとき
は，同一の格子内に属する点が連続するように
して本サブルーチンを呼び出すと効率がよい 
(使用例参照)．なお，このときパラメタ ISW , 
VW の内容を変更をしてはならない.  

③ パラメタ IX，IY は X(IX) ≤ VX < X(IX+1)，
Y(IY) ≤ VY < Y(IY+1) を満足していることが好
ましい．もし満足していないときは，このよう
な条件を満足するような IX，IY を探索して処
理を続ける． 

④ 本サブルーチンが ICON = 30000 としてパラメ
タエラーとする条件は，表 AKMID-1 に示した
とおりであるが，その中で条件の① ～ ④につ
いては，ISW = 0 と指定されたとき（すなわち，
与えられた入力データ (xi, yj, fij) に対して，初め
て呼び出されたとき）だけチェックし，2 回目
以降の呼び出し時には，チェックしていない． 

 
c. 使用例 

格子点 (xi, yj)，関数値 fij: i = 1, 2, ..., nx, j = 1, 2, ..., 
ny を入力し，次のような点 (vil, vjk) における補
間値を求める．nx ≤ 121 , ny ≤ 101 の場合． 
vil = xi + (xi+1 − xi) × (l/4) 

 i = 1, 2, ..., nx –1,  l = 0, 1, 2, 3 
vjk = yj + (yj+1 – yj) × (k/2) 

 j = 1, 2, ..., ny – 1, k = 0, 1 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(121),Y(101),FXY(121,101), 
     *          VW(50),XV(4),YV(2),FV(4,2) 
      READ(5,500) NX,NY 
      READ(5,510) (X(I),I=1,NX) 
      READ(5,510) (Y(J),J=1,NY) 
      READ(5,510) ((FXY(I,J),I=1,NX), 
     *             J=1,NY) 
      WRITE(6,600) NX,NY 
      WRITE(6,610) (I,X(I),I=1,NX) 
      WRITE(6,620) (J,Y(J),J=1,NY) 
      WRITE(6,630) ((I,J,FXY(I,J), 
     *              I=1,NX),J=1,NY) 
      ISW=0 
      NX1=NX-1 
      NY1=NY-1 
      DO 40 I=1,NX1 
      HX=(X(I+1)-X(I))*0.25 
      DO 10 IV=1,4 
   10 XV(IV)=X(I)+HX*FLOAT(IV-1) 
      DO 40 J=1,NY1 
      HY=(Y(J+1)-Y(J))*0.5 
      DO 20 JV=1,2 
   20 YV(JV)=Y(J)+HY*FLOAT(JV-1) 
      DO 30 IV=1,4 
      DO 30 JV=1,2 
   30 CALL AKMID(X,NX,Y,NY,FXY,121,ISW, 
     *           XV(IV),I,YV(JV),J, 
     *           FV(IV,JV),VW,ICON) 
   40 WRITE(6,640) I,J,((IV,JV,FV(IV,JV), 
     *             IV=1,4),JV=1,2) 
      STOP 
  500 FORMAT(2I6) 
  510 FORMAT(6F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA',3X, 
     * 'NX=',I3,3X,'NY=',I3/) 

  610 FORMAT('0','X'/(6X,6(I6,E15.7))) 
  620 FORMAT('0','Y'/(6X,6(I6,E15.7))) 
  630 FORMAT('0','FXY'/(6X,5('(',2I4, 
     * E15.7,')'))) 
  640 FORMAT('0','APP.VALUE',2I5/(6X, 
     * 5('(',2I4,E15.7,')'))) 
      END 
 
 (4) 手法概要 

本サブルーチンは，以下に述べる双 3 次の 2 次元
準エルミート補間式に基づいて，補間値を求めるも
のである．ここでいう 2 次元準エルミート補間式は，
サブルーチン AKMIN が求める 1 次元の準エルミー
ト補間式をそのまま 2 次元へ拡張したものである． 
a. 双 3 次の 2 次元準エルミート補間式 

ここで述べる補間式 S (x, y) は領域 
R = {(x,y)|xl ≤ x ≤xnx, yl ≤ y ≤ yny} 上で定義され，
次の条件を満たす関数である． 

(a) S (x, y) は各部分領域 

Ri,j = {(x,y)|xi ≤ x < xi+1, yj ≤ y < yj+1}  

で高々，双 3 次の多項式である． 

(b) S (x,y) ∈C1,1[R],  すなわち，R 上で 

  
( ) ( ) ( )S x y

x y
S x yα β

α β

α β

∂
∂ ∂

α β
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=

= =

+
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が存在して，しかも連続である． 

(c) ( )( ) ( )( ),,, ,,
jiji yxfyxS βαβα =  

yx njni ,,2,1,,,2,1,1,0,1,0 ...... ==== βα  
 
このような関数 S(x, y) は一意的に存在し，部分領

域 Ri,j上では (4.1) のように表現できることが証明さ
れている． 
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ここで 
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 (4.1) では，四つの格子点 (xi, yj), (xi+1, yj), (xi, 
yj+1), (xi+1, yj+1) における関数値と微係数を必要と
する．したがって微係数を何らかの方法で求め
る（近似する）ことができれば，(4.1) により
Ri,j上の補間値を求めることができる．このよう
に近似された微係数を使って得られる (4.1) の
S(x, y) を，双 3 次の区分的 2 次元準エルミート
補間式という． 
 

b. 格子点における微係数 ( )f ij
1,0 , ( )f ij

0,1 , ( )f ij
1,1 の決定 

本サブルーチンでは，この微係数を求める方法
として秋間により提唱された幾何学的方法を採
用している． 
これは，1 次元の準エルミート補間式 (サブルー
チン AKMIN) で用いた方法の 2 次元への応用で
ある．以下その概要を示す． 
前準備として，次の量を定義する． 
ai = xi+1 – xi  ,  bj = yj+1 – yj 
cij = (fi+1,j – fij) /ai 
dij = (fi,j+1 – fij) /bj 
eij = (ci,j+1 – cij) /bj 
    = (di+1,j – dij) /ai (4.2) 

いま，簡単のため，x 方向に続く 5 点を x1, x2, x3, 
x4,  x5とし，y 方向に続く 5 点を y1, y2, y3, y4, y5

とする．このとき点 (x3, y3) における偏微係数を
得ることを考える．図 AKMID-2 に，必要な c, 
d, e を示す． 

 

 
図 AKMID-2  点 (x3, y3) における微係数の決定 

1 次元準エルミート補間式と同様な仮定をおい
て，x 方向，y 方向の 1 階偏微係数を次式によっ
て求める． 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f w c w c w w

f w d w d w w

x x x x

y y y y

33
1,0

2 23 3 33 2 3

33
0

2 32 3 33 2 3

= + +

= + +,1
 (4.3) 

ここで 

3132333342

1323333432

,

,

ddwddw

ccwccw

yy

xx

−=−=

−=−=
 

すなわち， f33
(1,0) は c についての，f33

(0,1) は d に
ついての重みつき平均として表される．f33

(1,1) 
については，これと同様な仮定をおき，さらに
x 方向，y 方向について対称となるような e につ
いての重みつき平均をとって，次のように決定
する． 

( ) ( ) ( ){ }33232232332222
1,1

33 ewewwewewwf yyxyyx +++=

( )( ){ }3232 yyxx wwww ++  (4.4) 

c. 境界における微係数の決定  
境界における偏微係数 fij

(0,1), fij
(1,0), fij

(1.1); i = 1, 2, 
nx – 1, nx,   j = 1, 2, ny – 1, nyについては，1 次元
の準エルミート補間式の場合と同様な仮定をお
いて，領域外の cij, dij, eijを求め，その後 (4.3) , 
(4.4) を適用して求める．ここでは i = j = 1 の場
合を例にとって説明する．図 AKMID-3 にその
様子を示す．図中の○印の点は，1 次元の準エ
ルミート補間式の場合と同様なやり方で仮想し
た点である． 
 

 
図 AKMID-3  境界における微係数の決定 
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このとき領域外の cij, dij, eijは次のようにして求
まる． 
 
c–11 = 3c11 – 2c21 
c01 = 2c11 – c21 
d1–1 = 3d11 – 2d12 
d10 = 2d11 – d12 (4.5) 
e01 = 2e11 – e21 
e00 = 2e01 – e02   (e02 = 2e12 – e22) 
e10 = 2e11 – e12 
 
以上のようにして，必要な c, d, e を求めたあと
(4.3) ，(4.4) を適用すれば，点 (x1, y1) における
偏微係数が得られる． 

d. 補間値の計算 
点 (vx, vy) における補間値は，その点が属する格
子領域の番号 (ix, iy) により，(4.1) の Six,iy(s, t) を
形成し，それを評価することにより計算される．
このとき本サブルーチンは，必要な微係数の中
で，前回までに呼び出されたときに，既に計算
されているものがあればそれを利用し，そうで
ないものについてだけ新たに計算する (これら
は次回以降の呼出しに備えて，作業領域に蓄え
られる)． 
なお，詳細については，参考文献 [54] を参照す
ること． 
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E12-21-0201  AKMIN, DAKMIN 

準エルミート補間式 
CALL AKMIN (X, Y, N, C, D, E, ICON) 

 
(1) 機能 

離散点 x1, x2, ..., xn (x1 < x2 < ... < xn)に対して，関数
値 yi = f(x), i = 1, ..., n が与えられたとき，準エルミー
ト補間法を用いて，f(x) に対する (1.1) で表される 3
次の区分的な補間式 S(x)を求める．ただし，n ≥ 3 で
あること． 

( ) ( ) ( ) ( )
1,,2,1, ...1

32

−=≤≤
−+−+−+=

+ nixxx
xxexxdxxcyxS

ii

iiiiiii (1.1) 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi. 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．関数値 yi. 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．離散点の個数 n. 
C ············· 出力．(1.1) 式における係数 ci. 

大きさ n – 1 の 1 次元配列． 
D ············· 出力．(1.1) 式における係数 di. 

大きさ n – 1 の 1 次元配列． 
E ············· 出力．(1.1) 式における係数 ei. 

大きさ n – 1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 AKMIN-1 参照． 
 

表 AKMIN-1  コンディションコ－ド 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 n < 3 , xi ≥ xi+1のいずれかで 
あった． 

処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ....   MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンにより得られる補間式は，不自

然な屈曲点 (wiggles) が現れず，人間が手で描い
た曲線に最も近いという特徴を持っている．し
かし，この補間式は区間 (x1, xn) で 1 階までの導
関数は連続であるが，2 階以上は一般に不連続
である． 

② もし，f (x) が 2 次元多項式であり，かつ，xi,  
i = 1, ..., n が等間隔で与えられたときは，得ら
れる補間式は，計算誤差がないものとすると， 
f (x) そのものである． 

③ もし，区間外 (x < x1又は x > xn) に対して利用し
たいときは，精度は良くないが (1.1) における i 
= 1 又は i = n – 1 の式を用いればよい． 

c. 使用例 
離散点の個数 n，離散点 xi，関数値 yi, i = 1, ..., n
を入力し，準エルミート補間式を求め，それに
よりある区間 [xk, xk+1] 内のある点 x = v における
補間値を求める．n ≤ 10 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(10),Y(10),C(9),D(9),E(9) 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      CALL AKMIN(X,Y,N,C,D,E,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      READ(5,500) K,V 
      XX=V-X(K) 
      YY=Y(K)+(C(K)+(D(K)+E(K)*XX)*XX)*XX 
      N1=N-1 
      WRITE(6,610) 
      WRITE(6,620) (I,C(I),I,D(I),I,E(I) 
     *             ,I=1,N1) 
      WRITE(6,630) K,V,YY 
      STOP 
  500 FORMAT(I5,F10.0) 
  510 FORMAT(2F10.0) 
  600 FORMAT('0',10X, 
     * 'RESULTANT CONDITION CODE=',I5//) 
  610 FORMAT('0',10X, 
     * 'RESULTANT COEFFICIENTS'//) 
  620 FORMAT(' ',15X,'C(',I2,')=',E15.7, 
     * 5X,'D(',I2,')=',E15.7, 
     * 5X,'E(',I2,')=',E15.7) 
  630 FORMAT('0',10X,2('*'),'RANGE', 
     * 2('*'),5X,2('*'),'DESIRED POINT', 
     * 2('*'),5X,2('*'),'INTERPOLATED ' 
     * 'VALUE',2('*')//13X,I2,2X, 
     * 2(8X,E15.7)) 
      END 
 
(4)  手法概要 

離散点 x1, x2, ..., xn (x1 < x2 < ....< xn) に対して，関
数値 yi = f (xi), i = 1, ..., n が与えられたとき，(1.1) で
表される補間式を求めることを考える．(1.1) は区間 
[xi, xi+1] ごとに異なった高々3 次の多項式を表してい
る． 

ここで，(1.1) で表した S (x) を区分的に (4.1) で表
す． 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
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 (4.1) 

各々の Si(x) は次の手順で定める． 
① 2 点 xi , xi+1 における 1 階微係数を近似する (そ

れらを ti , ti+1とする)． 
② 次の四つの条件により Si (x) を決定する． 

( )
( )
( )
( ) 
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このような手順で求まる補間式を準エルミート
補間式という． 
本サブルーチンは，①の 1 階微係数の近似法に
特徴があり，それは，幾何学的に定める方法で
ある．その意味で，以下補間式を「曲線」と呼
び，1 階微係数を「曲線の傾き」と呼ぶことに
する． 
 
a. 各離散点における曲線の傾きの決定 

各々の離散点における曲線の傾きは，その
点と両側 2 点ずつの計 5 点の座標により局
所的に決定される． 
今，続く 5 点を 1，2，3，4，5 として，点
3 における曲線の傾きを得ることを考える． 
(図 AKMIN-1 参照)． 

B

DC

A

5

4

3

2

1

 
図 AKMIN-1 

図 AKMIN-1 において線分 21 と，線分

43 の延長線の交点を A とし，線分 32 ，

線分 54 の延長線の交点を B とする．また，

点 3 における求めようとしている曲線の接

線と線分 A2 と線分 B4 の交点をそれぞ

れ C，D とする． 
ここで，線分 21 ， 32 ， 43 ， 54 の傾

きをそれぞれ m1，m2，m3，m4 とする．点
3 における曲線の傾きを t とすると，t は
m1が m2に近づくとき m2に近づくように，
あるいは，m4が m3に近づけば m3に近づく
ように定める．この条件を満足するための
一つの十分条件は(4.3)である． 

2 4C
CA

D
DB

=  (4.3) 

(4.3) の関係より (4.4) が導かれる． 

( )( )
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 (4.4) 

(4.4) で得られる t は，以下の好ましい性質
を持つ． 
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 (4.5) 

しかし，一方,  (4.4) は以下の (d)，(e) の欠
点を持つ． 
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  (4.6) 

これらの欠点を回避するため，本サブルー
チンは，(4.4) の代わりに (4.7) により t を
決定している． 
m m1 2≠ 又は，m m3 4≠ のとき， 

 

t
m m m m m m
m m m m

=
− + −
− + −

4 3 2 2 1 3

4 3 2 1

 

m1 = m2かつ，m3 = m4のとき， (4.7) 

t = 1/2 (m2+m3)  

ちなみに，この (4.7) は (4.5) の性質を満た
している． 
 

b. 両端点における曲線の傾きの決定． 
両端に位置する点 (x1, y1), (x2, y2), (xn–1, yn–1), 
(xn, yn) においては，以下に述べるように仮
想的な離散点を採ることにより，その傾き
を決定する． 
いま，左端を例にとって述べる． 
図 AKMIN-2 に示すような 5 点を設定し，
(x1, y1) における曲線の傾き t1を得ることを
考える． 
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x−1 x2 x3x1x0

y3

y2

y1

y0

y−1

 
図 AKMIN-2 

2 点 (x–1, y–1) , (x0, y0) は仮想した点であり，
その x–1 , x0は (4.8) により決める. 
 

x3 – x1 = x2 – x0 = x1 − x–1 (4.8) 

y-1 , y0は 3 点 (x1, x1), (x2, y2), (x3, y3) を通る
2 次の多項式を x–1 , x0において評価して得
られる値とする．このとき，5 点は (4.9) 
を満たす． 
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 (4.9) 

ここで線分 ),( ), ,( 001-1- yxyx の傾きを m1と

し，同様に，右に続く線分の傾きをそれぞ
れ m2, m3, m4, とすると (4.9) より， 

 

m2 = 2 m3 – m4,   m1 = 3 m3 – 2 m4 (4.10) 

となる． 
(x1, y1) における傾き t1は，これらの m1, m2, 
m3, m4を a. の方法に適用することにより求
める．なお，点 (x2, y2) における t2 を求め
る場合， 
(x0, y0), (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, x4) の 5 点
を求める． 
右端の (xn-1, yn-1), (xn, yn) における傾き tn-1, 
tn も上に述べた方法と同様に，(xn+1, yn+1), 
(xn+2, yn+2) を仮想して求める． 

 
c. 曲線の決定 

(4.1) に示した Si(x) の係数は，(4.2) の条件
より決定すれば，(4.11) のようになる． 

( ) ( ){ }
( )

( ) ( ){ }
( ) 
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−−−+=
−

−−−−=
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+
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+
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2
1

111

1

111

2

23

ii

iiiiiii

ii

iiiiiii

ii

xx

xxyytte
xx

ttxxyyd
tc

(4.11) 

なお，詳細については参考文献 [52] を参
照すること． 
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A22-11-0202  ALU, DALU 

実行列の LU 分解（クラウト法） 
CALL ALU (A, K, N, EPSZ, IP, IS, VW, ICON) 

 
(1)  機能 

n × n の正則な実行列 A をクラウト法により LU 分
解する． 

PA = LU (1.1) 

ただし，P は部分ピボッティングによる行の入換
えを行う置換行列，L は下三角行列，U は単位上三
角行列である． 

n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A. 

出力．行列 L と行列 U. 
図 ALU-1 参照．  
A (K, N) なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 Aの整合寸法 ( ≥N). 
N ············· 入力．行列 A の次数 n.  
EPSZ······· 入力．ピボットの相対零判定値 ( ≥ 0.0) 

0.0 のときは標準値が採用される． 
(使用上の注意①参照) 

IP ············ 出力．部分ピボッティングによる行の入換
えの履歴を示すトランスポジションベクト
ル．大きさ n の１次元配列． 
(使用上の注意②参照) 
 

 
 

図 ALU-1 演算後の配列 Aにおける L及び Uの各要素の格納方法 

IS ········ 出力．行列 A の行列式を求めるための情報．
演算後の配列 Aの n 個の対角要素と IS の
値を掛け合わせると行列式が得られる． 

VW ········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 
 表 ALU-1.  

 
表 ALU-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 行列 A のある行の要素がすべ
て零であったか，又はピボッ
トが相対的に零となった．行
列 A は非正則の可能性が強
い． 

処理を打ち切る． 

30000 K<N, N<1 又は EPSZ<0.0 であ
った． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II .... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS 
 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し

たとすると，この値は次の意味を持っている．
すなわち，クラウト法による LU 分解の過程で
ピボットの値が 10 進 s 桁以上の桁落ちを生じた
場合にそのピボットを相対的に零とみなし，
ICON = 20000 として処理を打ち切る．EPSZ の
標準値は丸め誤差の単位を u としたとき，EPSZ 
= 16･ u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZ ヘ極小の値を与えればよ
いが，その結果は保証されない． 

② トランスポジションベクトルとは，部分ピボッ
ティングを行う LU 分解 

 
PA = LU  
 

における置換行列 P に相当する． 
本サブルーチンでは，部分ピボッティングに伴
い，配列 A の内容を実際に交換している．すな
わち，分解の J 段階目 (J = 1, ..., n) において第 I
行 (I ≥ J) がピボット行として選択された場合に
は，配列 A の第 I 行と第 J 行の内容が交換され
る．そして，その履歴を示すために 
IP (J) に I が格納される． 

③ 本サブルーチンに続けて，サブルーチン LUX
を呼び出すことにより，連立 1 次方程式を解く
ことができる．しかし，通常は，サブルーチン
LAX を呼び出せば、一度に解が求められる． 
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c. 使用例 
n × n の実行例を入力して，LU 分解する． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),VW(100),IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      CALL ALU(A,100,N,0.0,IP,IS,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GOTO 10 
      DET=IS 
      DO 20 I=1,N 
      DET=DET*A(I,I) 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (I,IP(I),I=1,N) 
      WRITE(6,630) ((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      WRITE(6,640) DET 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(///10X,'** INPUT MATRIX **'/ 
     * 12X,'ORDER=',I5//(10X,4('(',I3,',', 
     * I3,')',E16.8))) 
  610 FORMAT('0',10X,'CONDITION CODE =', 
     * I5) 
  620 FORMAT('0',10X, 
     * 'TRANSPOSITION VECTOR'/ 
     * (10X,10('(',I3,')',I5))) 
  630 FORMAT('0',10X,'OUTPUT MATRICES'/ 
     * (10X,4('(',I3,',',I3,')',E16.8))) 
  640 FORMAT('0',10X,'DETERMINANT OF THE ', 
     * 'MATRIX =',E16.8) 
      END 
 

(4) 手法概要 
a. クラウト法 

n × n の正則な実行列 A は通常，部分ピボッテ
ィングによる行の入換えを行って，下三角行列
L と単位上三角行列 U の積に分解することがで
きる． 

PA = LU (4.1) 

ただし，P は部分ピボッティングによる行の入
換えを行う置換行列である．この L と U の要素
を逐次求める方法の一つがクラウト法である．
本サブルーチンでは，次の等式により，L の j
番目の列，U の j 番目の (j = 1, ..., n) の順に値を
求める． 

1,...,1,
1

1
−=










= ∑

−

=
− jilulu iiijij

i

k
kjika  (4.2) 

njiulal
j

k
kjikijij ,...,,

1

1
=−= ∑

−

=

 (4.3) 

ただし，A = (aij), L = (lij) and U =(uij) である．実
際には部分ピボッティングによる行の入換えを
行う． 
クラウト法はガウス消去法の変形であって，両
者は同じ計算を行うので計算量は等しいが，計
算順序は異なっている．クラウト法では，L と
U の要素を求めるのに，(4.2), (4.3) なる式で一
度に計算するが，このときに積和計算を精度を
上げて計算することにより，丸め誤差の影響を
少なくしている． 
 

b. 部分ピボッティング 
例えば，行列 A が 

A =










0 0 10
10 0 0
. .
. .

 

で与えられたとき，これは数値的に極めて安定
であるにもかかわらず，このままではもはや
LU 分解は不可能である．また行列が数値的に
安定であっても，そのまま単純に LU 分解した
のでは大きな誤差が生じる場合もある．本サブ
ルーチンではこのような事態を回避するために，
行を均衡化 (low equilibrated) した部分ピボッテ
ィングを行っている． 
なお，詳細については，参考文献 [1], [3] 及び 
[4] を参照すること． 
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G23-11-0301  AQC8, DAQC8 

1 次元有限区間積分 
(関数入力，クレンショー･カーチス型積分法) 
CALL AQC8 (A, B, FUN, EPSA, EPSR, NMIN, 

NMAX, S, ERR, N, ICON) 
 

(1) 機能 
関数 f(x) 及び a, b, εa, εrが与えられたとき， 

( ) ( ) 





 ⋅≤ ∫∫−

b
a dxxf

b
a dxxfS ra εε ,max  (1.1) 

を満たす積分の近似値 S を，等差数列的に分点を増
すクレンショー・カーチス型積分法により求める． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．積分区間の下限 a. 
B ············· 入力．積分区間の上限 b (b ≤ a でも何)． 
FUN ········ 入力．被積分関数 f(x) を計算する関数副プ

ログラム名 (使用例参照)． 
EPSA ······ 入力．積分の近似値 S に対する絶対誤差の

上限 εa (≥ 0.0)． 
EPSR ······ 入力．積分の近似値 S に対する相対誤差の

上限 εr (≥ 0.0). 
NMIN ····· 入力．被積分関数の計算回数の下限  

(≥ 0)，標準値としては 15 が適当． 
NMAX ···· 入力．被積分関数の計算回数の上限，

(NMAX ≥ NMIN)． 
標準値としては 511 が適当．(これよりも
大きく指定した場合は 511 と見なす). 
(使用上の注意④参照) 

S ············· 出力．積分の近似値 (使用上の注意⑤参照). 
ERR ···· 出力．積分の近似値 S の絶対誤差の推定値． 
N ············· 出力．被積分関数の計算回数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 AQC8-1 参照． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, AMAX1, FLOAT, 

MAX0, MIN0, SQRT 
 
b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラムは，

積分変数だけを引数に持つ関数副プログラムと
して定義し，本サブルーチンを呼び出す側のプ
ログラムで，その関数名を EXTERNAL 文で宣
言しなければならない．与えられた関数が助変
数を含むときは，これらを COMMON 文で宣言
することにより，呼び出す側のプログラムとの
連絡を図る．(使用例参照) 

 
表 AQC8-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 

0 エラーなし  
10000 丸め誤差のために要求精度が

得られなかった． 
S には，得られた
近 似 値 を 出 力 す
る．精度は達成可
能な限度まで達し
ている． 

20000 被積分関数の計算回数がその
上限に達しても要求精度が得
られなかった． 

処理を打ち切る． 
S には，そのとき
までに得られてい
る近似値を出力す
るが精度は保証で
きない． 

30000 次のいずれかであった． 
①  EPSA < 0.0 
②  EPSR < 0.0 
③  NMIN < 0 
④  NMAX < NMIN 

処理を打ち切る． 

 
② 本サブルーチンを多数回呼ぶとき，最初だけ

511 個の定数（積分公式の分点と重みの表）を
計算し，2 回目以降は省略する．したがって，2
回目以降は，計算量がその分だけ少ない． 

③ 本サブルーチンは，被積分関数 f(x) が振動型の
関数の場合に特に有効にはたらく．また，滑ら
かな関数の場合は，サブルーチン AQN9 及び
AQE に比べ f(x) の計算回数が少なく，効率が最
もよい． 
したがって，滑らかな関数及び振動型の関数に
対しては本サブルーチンの使用を第一に勧める． 
特異点を持つ関数に対しては，その特異点が積
分区間 [a,b] の端点だけに位置する場合はサブ
ルーチン AQE を，また，特異点が区間内に位
置する場合及びピーク型の関数に対してはサブ
ルーチン AQN9 を用いた方がよい． 

④ パラメタ NMIN 及び NMAX  
本サブルーチンは，被積分関数 f(x) の計算関数
を 

NMIN ≤ 計算回数 ≤ NMAX  

の範囲に限定している．すなわち収束判定にか
かわりなく，f(x) は少なくとも NMIN 回計算さ
れ，しかも NMAX 回を超えて計算されること
はない．もし NMAX 回以内に (1.1) を満たす S
が求まらなかった場合には ICON を 20000 とし
て処理を打ち切る． 
なお NMAX が 15 未満の値であったときは，15
が与えられたものと見なす． 
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⑤ 積分の近似値 S の精度  
本サブルーチンは，与えられたεa, εr に対して 
(1.1) を満たす S を求める．したがって，εr=0と
おけば絶対誤差 εa以内の，またεa=0 とおけば相
対誤差 εr 以内の精度で積分の近似値を求めるこ
とになる．しかし，関数の性質とεa, εr の値によ
っては，この目的が達成できないこともある．
例えば，関数の計算精度に比べて，εa, εr が小さ
すぎる場合には，関数の計算回数がその上限に
達しない場合でも，丸め誤差の影響のほうが大
きくなり，これ以上計算を続行しても無意味で
ある．このような状態を見出したときは ICON
を 10000 にして処理を打ち切る．このときの S
の精度は，使用計算機で達成可能な限度まで達
している．また関数の計算回数が NMAX 回以
内では収束しないこともある．このときの S の
値は，それまでに得られている近似値であって，
その精度は保証できない．この状態は ICON が
20000 の値をとることから知ることができる． 
なお，本サブルーチンは，いずれの場合にも，
積分の近似値 S のほかに，その絶対誤差の推定
値をパラメタ ERR に出力するので精度の目安
にすることができる． 
 

c. 使用例 
助変数 p を 1 から 1 刻みに 10 まで変えて，積分， 

( )dxpx∫−

1
1
cos  

を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMMON P 
      EXTERNAL FUN 
      A=-1.0 
      B=1.0 
      EPSA=1.0E-5 
      EPSR=1.0E-5 
      NMIN=15 
      NMAX=511 
      DO 10 I=1,10 
      P=FLOAT(I) 
      CALL AQC8(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *     NMAX,S,ERR,N,ICON) 
   10 WRITE(6,600) P,ICON,S,ERR,N 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',30X,'P=',F6.1,5X, 
     * 'ICON=',I5,5X,'S=',E15.7,5X, 
     * 'ERR=',E15.7,5X,'N=',I5) 
      END 
 
      FUNCTION FUN(X) 
      COMMON P 
      FUN=COS(P*X) 
      RETURN 
      END 
 

(4) 手法概要 
本サブルーチンは, 等差数列的 (公差 8) に分点を

追加する拡張された意味のクレンショー・カーチス
型積分法を用いている．元来のクレンショー・カー
チス則は分点を倍々と追加しているが，倍までしな

くともあとわずか追加すれば要求精度が得られるこ
とがあるので，元来の方法は分点を無駄にすること
がある．本サブルーチンではこの無駄をできるだけ
少なくするために，分点を 8 点ずつ等差数列的に追
加するようになっている．また，高速フーリエ変換 
(FFT) を用いて演算回数が減るように工夫してある． 
 
a. 等差数列的に分点を増すクレンショー・カーチ

ス型積分法 
与えられた積分 ( )f x dxa

b
∫ は，1 次変換 

  x b a t a b
=

−
+

+
2 2

 

により， 

  dtbatabfab
∫−








 +
+

−− 1
1 222

 

と変換できるので，以下説明を簡単にするため，
有限区間 [-1,1] における積分 (4.1) を考える． 

( )dxxfI ∫−
=

1
1

 (4.1) 

ここで元来のクレンショー・カーチス則につい
て簡単に説明する．単位半円周上の等分点列を 
[-1,1] 上に射影した点列 (図 AQC8-1) を補間点
とする補間多項式(すなわちチェビシェフ補間
式)で f(x) を近似し，これを項別積分して積分の
近似値とする．そして要求精度が得られるまで
分点を倍々と追加して積分の近似値の精度を上
げるのが元来のクレンショー．カーチス則であ
る．この方法では分点を無駄にすることがある． 
次に、等差数列的に分点を追加する方法を説明
する。まず  (0,1)上に一様分布する Van der 
Corput 列を基にして点列{αj}(j=1,2,3,...)を 

( ),......3,2,1

21,2,41 21221

=

+=== +

j
jjjj ααααα

  

なる漸化式から作る．単位円周上の点列
{exp(2πiαj)}は原点に関して対称，実軸に関して
非対称である(図 AQC8-2)．これを実軸に射影
した点列{xj=cos2παj } ( j=1,2,3,...) は (-1,1)上に
チェビシェフ分布するので，これを分点として
用いる (図 AQC8-2). 
図 AQC8-2 に示されるように，初め 7 点を分点
として用い, 次々に 8 点ずつ分点を追加してゆ
く． 
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図 AQC8-1  元来のクレンショー・カーチス則で用いられる分点 

分点の総数が，2n-1 で表される数になったとき，
全体の分点の配置は，単位半円周上を 2n等分割
した点列を開区間 (-1,1) 上に射影した点列の配
置と一致し，したがって開区間でのクレンショ
ー・カーチス則のそれと同じになる． 
次に，f(x)に対する補間多項式の作り方につい
て説明する．αi の性質から，{xj}( j=1,2,...,7) は
{cos π j/8 }に一致し，また N 次のチェビシェフ
多項式を TN (x) で表すと，x8k+j( j=0, 1, ..., 7) は
T8(x)−xk=0 (k=1,2,…) の 8 個の零点に一致する．
ここで，この性質を利用して初め 7 点，以後 8
点ずつ追加して次のようにして，補間多項式
Pl(x)の列を作る．以下，P0(x) は初めの 7 点を用
いたときの補間式を表し，Pl(x)は、8 点ずつの
追加を l 回行って合計 8l+7 個の点を用いたとき
の補間式を表す． 
x=cos θ と変換すると 

( ) ( ) θθθ
π

dfdxxfI sincos
0

1
1 ∫== ∫−  

この f (cosθ) を Pl (cosθ) で近似する． 

( ) ( )f Plcos cosθ θ≈  

ここで， 
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                (l=0, 1, 2,…… ) (4.2) 

 

図 AQC8-2  本サブルーチンで用いる分点の列 {xj} 

ただし，  
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(4.2) の右辺Σ‘は初項だけ 1/2 倍して和をとるこ
とを意味する．補間多項式 Pl(x) の係数 A-1,k 及
び Ai,kは補間条件より決定する． 
まず，A-l,k(k=1,2,...,7) は初めの 7 個の分点 {cos 
π j /8 }( j=1,2,...,7)を用いて, 

,
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8
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πππ∑
=
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=  

                              (k=1, 2, …, 7) 

で与えられる．次に，Ai,k (-1 ≤ i ≤ l-1) を既知と
して    Pl+1(cosθ) に現れる Al,k (l ≥ 0) を求める．
この段階で追加される分点は T8(x)-xl+1=0 の零点，
す な わ ち cos θj

l+1 ,(θj
l+1 =2π/8⋅( j+αl+1), 

( j=0,1,2,...,7) であるから，この段階での補間条
件， 
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(4.3) 
 

から Al,k を決定する．(4.3) の左辺に対して次の
ようなパラメタαl+1を含む cosine 変換を施す． 
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( ) 1
7

0

11 cossincos +

=

++ ∑= l
j

k
k

l
j

l
j kaf θθθ '   ,  (0 ≤ j ≤ 7) 

これを akに関する連立方程式と見なして解けば 

( )∑
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+++=
7

0

111 cossincos
8
2

j

l
j

l
j

l
jk kfa θθθ  

となる．実際の計算は実数型 FFT を用いて計算
される．すると (4.3) から 
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( ) ,2cos2sin
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 (0≤k≤7) 

が得られる．ただし，A-1,0=A-1,8=0 とする． 
これを Al,kに関して解く．l=0 のとき
ω0(cos2πα1)=1 だから A0,kは容易に求められる．
l≥1 の場合， 
l=m+2n          (0 ≤ m < 2n) 

と置き，関係式 
sin2παl+1⋅ω2n -1(cos2παl+1)=sin(2n+1παl+1)=1 

を用いると，Al,k は次のようにして求められる． 
初めに 

( )

( )∑
−

=
++

+−+−−+

−

⋅−−=
22

0
,11

1,118,11

2cos2sin

2sin2cos
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 (4.4) 

と置いて， 

Bm-i = (Bm+1-i − A2n +i-1) / (cos2παl+1 - cos2πα2n+i) 
                          i=0,1,2,...,m (4.5) 

を順々に求めると， 
Al,k=B0 

によって Al,k が得られる．通常のニュートンの
差分商の公式による場合と比較して，(4.4) , 
(4.5) による計算の安定性は，割算の回数が l+2
から m+2 に減るために少し良くなる．以上によ
って得られる補間式 Pl+1(cosθ) を使って，積分
の近似値は項別積分により， 

∫ ++ =
π

θθθ
0

sin)(cos11 dPI ll  
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k WA

k
A ,,
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7

0

7

1
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− +=  

(ただし，k による和は奇数番目だけ)  
 
から計算される．ここで，重み係数 Wi,kは， 

( )W i k di k, cos sin cos= ∫ ω
π

θ θ θ θ0 8 8  (4.6) 

で定義され，次のようにして計算される．重み
W2

n
-1,kは， 

23

4

,12 4
2cos0 2sin 3

k
dkW n

n

k
n

n
−

==
+

+

− ∫ + θθθπ  

で求められる．この W2n-l,k を初期値として，次
の漸化式によって必要な N(=2m×4) 個の Wi,k(0 ≤ 
i ≤ 2m-1,k=1,3,5,7) が計算される． 
W2

n
-1+2 

n-j+1
･s+2 

n-j
 ,k=W2

n
-1+2 

n-j+1
･s, 2

n-j
･8+k 

         +W2
n
-1+2 

n-j+1
･s,2

n-j
･8-k 

         −2cos2πα2
j
 +2s⋅W2

n
-1+2 

n-j+1
⋅s,k 

    , n=1,2,...,m − 1  ,  1 ≤ j ≤ n,  0 ≤ s < 2j-1-1, 
      0 ≤ k ≤ 2n-j⋅8 − 1(k は奇数). (4.7) 

この重み係数のための乗除算は，N /2(log2N − 
2)+4 回である． 

 
b. 計算の手順 
手順 1…初期設定 

積分区間 [a,b] を [-1,1] ヘ変換するための定数，
m=(a+b)/2, r =(b − a) /2, を定める．その他必要
なあらゆる初期設定をする． 
 

手順 2…分点と重み係数の決定 
分点の個数の上限を 511 (=29-1) 個にしたとき，
分点{xj}={cos2παj} ( j=1,2,...,511) は常に原点に
関して対称に存在するので， 256(=28)個の
{cosπαj}( j=1,2,...,256) のテーブルがあればよい．
このテーブルを漸化式によって作る．更に重み
係数{Wi,2k+1}(0 ≤ i ≤ 63, 0 ≤ k ≤ 3) を漸化式 (4.7) 
に従って作り，1 次元配列に入れる．手順 2 は
本サブルーチンが初めて呼ばれたときだけ実行
し，2 回目以降呼ばれるときは省略する． 
 

手順 3…初めの 7 分点による積分の近似値の計算 
分点 cos πj/8 (j=1,2,...,7) 上で 7 項の実数型 FFT
を用いて A-1,2k+1(0 ≤ k ≤ 3) を計算し，これと手
順 2 で求めた重み係数を乗じて，積分の近似値
I0を得る． 
 

手順 4…三角関数の計算 
分点用のテーブル{cosπαj}から，手順 5 で必要
となる三角関数 cos2παl+1, sin2παl+1, sinπαl+1など
の値を計算する． 
 

手順 5…akと Al,kの計算 
追加する 8 個の分点上で関数値を計算し，8 項
実数型 FFT を用いて a2k+1(0 ≤ k ≤ 3) を求める．
次に (4.4) ～ (4.6) に基づいて Al,2k+1(0 ≤ k ≤ 3) を
計算する． 
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手順 6…積分値の計算と収束判定 

A Wl k l kk , ,2 1 2 10

3

+ +=
∑ をこれ以前の積分の近似値 Il(l ≥ 0) 

に加えて新しい近似値 Il+1を求める．次に Il+1が
持つ打切り誤差の推定値 el+1 を求めこれに対し
て収束判定を行う．同時に el に対しても判定を
行い両方共，判定に満足したら合格として処理
を終える．もし不合格なら l を 1 つ増加して手
順 4 へ戻る． 
 

c. 誤差評価 
f(x) を a.で述べた補間多項式 Pl(x) で近似したと
きの誤差項を Rl(x) で表すと 
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と表される．係数 2-(8l+7) は，差分商による通常
の誤差項表示に合わせるために現れたものであ
る． 
Uk(x) は次のような第 2 種 k 次チェビシェフ多項
式である． 
Uk(x)=sin(k+1)θ / sinθ  ,  x=cosθ 

積分の近似値 Ilに対する打切り誤差 Elは， 

( ) ( ) ( )( ) ( )78
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1

1 7

1 21
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−∫∫ == −
l

lli xTxdxxE UR ω  

[ ]dxxxxf l 781 ,,, ... +  

で表される．差分商を積分表示し，さらにチェ
ビシェフ展開する． 
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ここで，積分路 c は，図 AQC8-3 に示す単一閉
曲線である． 

 

 
図 AQC8-3 

また，係数 Cl,kは， 
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である．Uk
*(z) は，第 2 種チェビシェフ関数で， 
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で定義される．したがって， 

E C Wl l kk l k= ∑
=

∞

' , ,0
 (k = 奇数) 

となる．もし f(z) が点 zm (m=1,2,...M) に極を持
つ有理型関数であれば， 

( ) ( )
( ) ( )( )∑
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M

m mlm

mmk
kl zTzU

zfzUC
1 87

*

,
 Res2

ωπ
 

となる. ここで Res f(zm) は点 zmでの留数である． 
さて， 

( ) 11, 2* >−+=∝ −
mmm

k
mmk zzrrzU  

であり，zmが実軸上の区間 [− 1,1] に非常に近く
ない限り， 

C Cl l k,1 ,>   ,  (k≥3) 

が成立つ．したがって， 

( )E C W A A W el l l l l l l≈ ⋅ ≤ + ⋅ ≡− −, , , , ,1 1 1 7 1 5 1  

より打切り誤差を評価できる．実際に値が評価

できない Cl ,1
の代わりに Al−1,7

と Al−1,5
を用い

た． 
zm が [-1,1] に非常に近いか，f (x) の p 階微分 
f (p)(x) (p≥1) が [ − 1,1] で不連続の場合には以上
の誤差評価が成り立たない．この対策として 
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次のようにする．Ai,k が速く減少すれば，

I In n2 1 2 1 1− − −
− は I2n-1に対するよい誤差評価となる．

それゆえ，もし 
e I In n n2 1 2 1 2 1 1− − − −

> −  

が成立すれば，2n-1 ≤ l ≤ 2n+1 − 1 において elを
誤差評価として用い，そうでなければ， 

121212 11'
−−− −−−≡ nnn eIIee ll  

を誤差評価とする． 
 

d. 収束判定基準 
積分の近似値 Il+1 は，打切り誤差のほかに計算
誤差を持つが，本サブルーチンでは計算誤差の
上限 ρ を 
  ( )ρ = +

∞
u l f1  

と推定している．ただし u は丸め誤差の単位で

あり，
j

f max=
∞

( )f x j である．分点がチェビ

シェフ分布し，FFT を用いているから，この仮
定は実用上妥当である． 
さて収束判定定数を  
 

( ) 





= ∫− ρεετ ,,max 1

1 dxxfra  

とおいて 

el+1 (又は e’l+1) < τ 

なら Il+1 を積分値としてパラメタ S ヘ出力する． 
パラメタ ERR には，el+1 ≥ ρ のときは 
el+1 を  (ICON = 0)， el+1 < ρ のときは  ρを
(ICON=10000) 出力する． 

τ の値を定めるときの ( )dxxf∫−
1
1 としては， lI  

を用いる． 
なお，詳細については，参考文献 [65] , [66] を
参照すること. 
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G23-11-0401  AQE,DAQE 

1 次元有限区間積分 
(関数入力,二重指数関数型積分公式) 
CALL AQE (A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN,NMAX,S, 

ERR,N, ICON) 
 

(1)  機能 
関数 f(x) 及び a,b,εa,εr が与えられたとき 

( ) ( )S f xa
b

dx , f xa
b

dxa r− ≤ ⋅








∫ ∫max ε ε  (1.1) 

を満たす積分の近似値 S を，高橋・森の二重指数関
数型積分公式により求める． 
 
(2)  パラメタ 
A ············· 入力．積分区間の下限 a． 
B ············· 入力．積分区間の上限 b. (b≤a でも可) 
FUN ········ 入力．被積分関数 f(x) を計算する関数副プ

ログラム名 (使用例参照)． 
EPSA ······ 入力．積分の近似値 S に対する絶対誤差の

上限 εa(≥0.0) ． 
EPSR ······ 入力．積分の近似値 S に対する相対誤差の

上限 εr(≥0.0) ． 
NMIN ····· 入力．被積分関数の計算回数の下限 (≥0) 

標準値としては 20 が適当． 
NMAX ···· 入力．被積分関数の計算回数の上限． 

(NMAX≥NMIN) 
標準値としては 641 が適当 (これよりも大
きく指定した場合は 641 と見なす)． 
(使用上の注意⑤参照)． 

S ·········· 出力．積分の近似値 (使用上の注意⑥参照)． 
ERR ······· 出力．積分の近似値 S の絶対誤差の推定値. 
N ············· 出力．被積分関数の計算回数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 AQE-1 参照． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム． 
① SSL II... AMACH, MGSSL, AFMIN 
② FORTRAN 基本関数... MAX0, AMAX1,AMIN1, 

ABS, FLOAT, EXP, COSH, SINH 
 
b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラムは，

積分変数だけを引数に持つ関数副プログラムと
して定義し，本サブルーチンを呼び出す側のプ
ログラムで，その関数名を EXTERNAL 文で宣
言しなければならない．与えられた関数が助変
数を含むときは，これらを COMMON 文で宣言
することにより，呼び出す側のプログラムとの
連絡を図る．  

表 AQE-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

10000 丸め誤差のために要求精度
が得られなかった． 

S には，得られた近
似値を出力する．精
度は達成可能な限度
まで達している． 

11000 
12000 
13000 

1000 の位が 1,2,3 の順に区
間の上限,下限,上･下限付近
で関数値が急激に増大して
いることを表す． 

要求精度をゆるめて
処理を続ける．S に
は得られた近似値を
出力する．精度は達
成可能な限度まで達
している． 

20000 被積分関数の計算回数がそ
の上限に達しても要求精度
が得られなかった． 

処理を打ち切る． 
S には，そのときま
でに得られている近
似値を出力するが精
度は保証できない． 

21000 
22000 
23000 

コード 11000 - 13000 の事象
が発生した後，被積分関数
の計算回数がその上限に達
した． 

25000 分点のための表（作業領
域）が足りなくなった． 

処理を打ち切る． 
S には，本サブルー
チンで可能な最小の
刻み幅による近似値
を出力する． 

30000 次のいづれかであった． 
①  EPSA < 0.0 
②  EPSR < 0.0 
③  NMIN < 0 
④  NMAX < NMIN 

処理を打ち切る． 

 
② 本サブルーチンを多数回呼ぶとき，最初だけ

641 個の定数（積分公式の分点と重みの表）を
計算し，2 回目以降は省略する．したがって，2
回目以降は，計算量がその分だけ少ない． 

③ 本サブルーチンは，被積分関数 f (x) が，積分区
間 [a,b] の端付近で変化が激しい場合に，特に
有効にはたらき，代数特異点及び対数特異点が
端点だけ（片方でも両方でもよい）に位置する
場合は，本サブルーチンの使用を第一に勧める． 
積分区間内に特異点を持つ場合は，そのような
点で積分領域を分割して本サブルーチンを使用
するか，あるいは，サブルーチン AQN9 を用い
た方がよい． 
ピーク型の関数に対してはサブルーチン AQN9
を，滑らかな関数及び振動型の関数に対しては
サブルーチン AQC8 を用いた方がよい． 

④ 本サブルーチンは積分区間の両端では関数を計
算しない．したがって両端で関数値が無限大 
( f(x) → ±∞) となってもかまわない．しかし区
間内に無限大となる点があってはならない． 

⑤ パラメタ NMIN 及び NMAX 
本サブルーチンは，被積分関数 f(x) の計算回数
を 
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NMIN ≤ 計算回数 ≤ NMAX 

の範囲に限定している．すなわち収束判定にか
かわりなく，f(x) は少なくとも NMIN 回計算さ
れ，しかも NMAX 回を超えて計算されること
はない．もし NMAX 以内に (1.1) を満たす S が
求まらなかった場合は，ICON を 20000～23000
として処理を終える． 
なお NMAX が極端に小さく，例えば NMAX=2
と与えられたときは，f(x) の挙動に応じて決ま
る一定の値まで自動的に引き上げている．  

⑥ 積分の近似値 S の精度. 
本サブルーチンは，与えられた εa , εr に対して 
(1.1) を満たす S を求める．したがって，εr = 0
とおけば絶対誤差εa 以内の，また εa=0 とおけば
相対誤差 εr 以内の精度で積分の近似値を求める
ことになる．しかし，関数の性質と εa , εr の値
によっては，この目的が達成できないこともあ
る．例えば，関数の計算精度に比べて，εa , εr

が小さすぎる場合には，関数の計算回数がその
上限に達しない場合でも，丸め誤差の影響の方
が大きくなり，これ以上計算を続行しても無意
味である．このような状態を見出したときは
ICON を 10000 にして処理を打ち切る．このと
きの S の精度は使用計算機で達成可能な限度ま
で達している．また関数の計算回数が NMAX
回以内では収束しないこともある．このときの
S の値は，それまでに得られている近似値であ
って，その精度は保証できない．この状態は
ICON が 20000～23000 の範囲の値をとることか
ら知ることができる．また，サブルーチン内で
定める最小の刻み幅で積分しても収束しないこ
ともあり，このとき ICON は 25000 の値をとる． 
なお，本サブルーチンは，いずれの場合にも，
積分の近似値 S のほかに，その絶対誤差の推定
値をパラメタ ERR に出力するので精度の目安
にすることができる． 

⑦ 桁落ちを防ぐための関数副プログラムの記述 
例えば，積分 

( ) ( )
I dx

x x x
=

− −∫ 3 11
3

1 4 3 4  

における被積分関数は区間の端点 x = 1,3 で特異
点を持ち，しかもその点で関数値は発散するの
で積分値への寄与の度合は大きい．この積分を
精度よく求めるには，端点近傍の関数値を精度
よく計算することが重要である．しかし，端点
近傍では 

(3.0 - X) 及び (X-1.0). 

の計算で桁落ちを起すため関数値を精度よく計
算できない． 
本サブルーチンでは，この桁落ちを防ぐため，
被積分関数を座標変換した形で記述できるよう

になっている．すなわち，関数副プログラムの
パラメタは，以下に示す仕様を持っている． 
FUNCTION FUN(X) 
ここで 
X...入力．大きさ 2 の 1 次元配列． 

X(1) は積分変数 x に対応し，X(2) は
x の値に依存して以下のように設定
されている．AA = min(a,b), BB = 
max(a,b) として 
･ AA ≤ x <(AA+BB) / 2 のとき 
                 X(2)=AA − x 
･ (AA+BB) / 2 ≤ x ≤ BB のとき 
                 X(2)=BB − x 

この X(2) は端点からの正確な距離である．利
用者は，この X(2) の値を使って関数を記述す
るには，次のようにすればよい． 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )




−≥
−<

=
2XBB0.02X
2XAA0.02X

f
f

xf
のとき

のとき
 

X(1) , X(2) のどちらを使うかは利用者の自由で
ある (使用例参照). 
 

c. 使用例 
2 つの積分 

( ) ( )
I dx

x
I dx

x x x
1 2 1 4 3 40

1

3 11
3

= =
− −∫ ∫,  

を計算する．I1 の被積分関数は関数副プログラ
ム FUN1 で，I2 のそれは FUN2 で定義するもの
とする．特に FUN2 では，注意⑦で述べた記述
法を使っている． 
 

C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FUN1,FUN2 
      A=0.0 
      B=1.0 
      EPSA=1.0E-5 
      EPSR=0.0 
      NMIN=20 
      NMAX=641 
      CALL AQE(A,B,FUN1,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *     NMAX,S1,ERR1,N1,ICON1) 
      A=1.0 
      B=3.0 
      CALL AQE(A,B,FUN2,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *     NMAX,S2,ERR2,N2,ICON2) 
      WRITE(6,600) ICON1,S1,ERR1,N1, 
     *             ICON2,S2,ERR2,N2 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',30X,'ICON1=',I5,5X, 
     *'S1=',E15.7,5X,'ERR1=',E15.7, 
     *5X,'N1=',I5// 
     *       ' ',30X,'ICON2=',I5,5X, 
     *'S2=',E15.7,5X,'ERR2=',E15.7, 
     *5X,'N2=',I5) 
      END 
 
      FUNCTION FUN1(X) 
      FUN1=0.0 
      IF(X.GT.0.0) FUN1=1.0/SQRT(X) 
      RETURN 
      END 
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      FUNCTION FUN2(X) 
      DIMENSION X(2) 
      T=X(2) 
      IF(T.GE.0.0) GO TO 10 
      P=(1.0-T)*(2.0+T)**0.25*(-T)**0.75 
      GO TO 20 
   10 P=(3.0-T)*T**0.25*(2.0-T)**0.75 
   20 FUN2=0.0 
      IF(P.GT.0.0) FUN2=1.0/P 
      RETURN 
      END 
 
(4)  手法概要 

本サブルーチンは，高橋・森の二重指数関数型積
分公式に基づく自動積分法を用いている．最初にこ
の方法の原理を述べ，次に本サブルーチンの算法を
述べる． 

 
a. 二重指数関数型積分公式 

与えられた積分 ( )f xa
b

dx∫ は，1 次変換， 

x b a t a b
=

−
+

+
2 2

 

により 

b a f b a t a b dt− −
+

+



−∫2 2 21

1
 

と変換できるので，以下説明を簡単にするため，
有限区間 [-1,1] における (4.1) を考える． 

( )I f x dx=
−∫ 1
1  (4.1) 

ここで，f(x) は開区間 (-1,1) で解析的であれば，
x=±1 において 
(1 − x)α(1 + x)β  ,   −1 <α, β 

程度の特異性を持っていてもさしつかえない．
今，(4.1) に変数変換， 

x=φ (t) (4.2) 

を行って，区間 [-1,1] を ( − ∞, ∞) に変換すると，
積分 (4.1) は 

( )( ) ( )I f t t dt=
−∞
∞

∫ φ φ '  (4.3) 

となる．無限区間における台形則の最良性に注
目して，これに，刻み幅 h の台形則を適用すれ
ば， 

( )( ) ( )I h f nh nhh
n

= ∑
=−∞

∞

φ φ '  (4.4) 

なる一つの積分公式が得られる．ここで，高
橋・森は (4.4) の無限和を有限和で近似すると
きに生ずる打切り誤差を考慮し，比較解析した
結果, | t | の増加に伴い, (4.3) の被積分関数が 

( )( ) ( ) ( )f t t a t aφ φ ' ,≈ − >exp exp 0  (4.5)  

のように減衰して 0 に近づくような変換φ (t) が
最適であることを示した (図 AQE-1 参照). 

 

 
図  AQE-1  f (φ (t)) φ‘(t) に対する台形則 

(4.5) のような二重指数関数型減衰をするような
変数変換として，本サブルーチンでは 

( ) ( )

( ) ( ) ( )





=









==

ttt

ttx

sinh
2
3coshcosh

2
3'

sinh
2
3tanh

2φ

φ

 (4.6) 

を採用している． 
 

b. 計算の手順 
手順 1…初期限定 

有限区間 [a, b] の [-1,1] への変換のための定数， 

r=(b − a)/2 

を定める．その他必要なあらゆる初期設定を行
う． 
 

手順 2…無限和 (4.4)を有限和で近似するときの上限 
下限を設定する．同時に積分の非常に大ざっぱ
な近似値 S’も求める． 
 

手順 3…刻み幅を 2 等分しながら，有限個数の積和
計算により，Ih,  Ih/2,  Ih/4, ...に対する近似値 S(h), 
S(h/2), S(h/4)...を収束するまで求めていく． 

 
手順 4…S，ERR，ICON の設定 
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c. 収束判定基準 
等間隔刻み台形則における刻み幅を h とすると，
h が十分小さければ，誤差を∆Ih = I − Ih と置い
て 

∆ ∆I Ih h2

2
≈  

と表されることが解析的に示されている．これ

から，要求精度をεとして， ∆Ih 2 ≤ ε としよう

とすれば， ∆Ih ≤ ε 1 2 であればよい．また数値的

に| ∆Ih/2 | << | ∆Ih |であることを考慮すれば 

( ) ( )S h S h I I I I Ih h h h h− ≈ − = − ≈2 2 2∆ ∆ ∆  

と書ける．したがって，収束条件として 

( ) ( )S h S h− ≤ =2 η ε α  

とおけば，理論的には，α=1/2 を採用できる．
本サブルーチンでは，安全性を見込んで経験的
に，αとして次の値を用いている． 
ε' = max(εa / |S'|, εr) (ただし S' = 0.0 のときは 
ε' = ε)とおいて 
 

10-4  ≤ ε'  のときα=1.0 
10-5  ≤ ε' <10-4  のときα=0.9 
10-10≤ ε' <10-5  のときα=0.8 

 ε' <10-10 のときα=0.75 

を 採 用 し ， 要 求 精 度  ε と し て は max (εa, 
εr⋅|S(h/2)|,) を採用している． 
 

d. 刻み幅の初期値，しきい値の設定 
刻み幅の初期値を 0.5 と置く． 

( )( ) ( )F f nh nh= ≤φ φ η' ' なる条件が二度続けて

成立する n (n= ±1, ...., ±10) をさがす．ここで，

( )( )
∞

−
∞

= FFra
410,,maxmin' εεη とする．もし，n 

= ±10 においても，F > η'であるときには，収束
判定基準 ε'を F に置き換えて手順 3 を実行する． 
 

e. 丸め誤差の影響の検出 
eh = |S(h) − S(h/2)| とすると，εh ≤ η となれば，
要求精度の積分の近似値として S(h/2) をパラメ
タ S に，また eh

1/α をパラメタ ERR に出力する
が，eh ≤ η であっても次の事象が発生すれば，
丸め誤差の影響が打切り誤差を超えたと判断し，
計算をやめ，ICON=10000 とする． 
 

事象 1 eh/2 ≥ eh ≥ e2h が成り立つ場合． 
事象 2 eh ≤ uα |S(h/2)|． u は丸め誤差の単位. 

 
このとき，パラメタ ERR として事象 1 の場合
は eh を，事象 2 の場合は u|S(h/2)| を出力する．  

 
なお，詳細については，参考文献 [67] , [68] を
参照すること. 

 



AQEH 

 100 

G23-21-0101  AQEH, DAQEH 

1 次元半無限区間積分 
(間数入力，二重指数関数型積分公式) 
CALL AQEH (FUN,EPSA,EPSR,NMIN,NMAX,S, 

ERR,N,ICON) 
 

(1) 機能 
関数 f(x) 及び εa εr が与えられたとき， 

( ) ( ) 




 ⋅≤− ∫∫

∞∞ dxdxS xfxf ra   
00

,max εε  (1.1) 

を満たす積分の近似値 S を，高橋・森の二重指数関
数型積分公式により求める． 
 
(2) パラメタ 
FUN ········ 入力．被積分関数 f(x) を計算する関数副プ

ログラム名 (使用例参照)． 
EPSA ······ 入力．積分の近似値 S に対する絶対誤差の

上限 εa(≥0.0)． 
EPSR ······ 入力．積分の近似値 S に対する相対誤差の

上限 εr(≥0.0)． 
NMIN ····· 入力．被積分関数の計算回数の下限 (≥0) 

標準値としては 20 が適当． 
NMAX ···· 入力．被積分関数の計算回数の上限 

(NMAX≥NMIN)． 
標準値としては 689 が適当 (これよりも大
きく指定した場合は 689 と見なす).  
(使用上の注意⑤参照)． 

S ·············· 出力.  積分の近似値 (使用上の注意⑥参照) 
ERR ···· 出力.  積分の近似値 S の絶対誤差の推定値． 
N ············· 出力.  被積分関数の計算回数． 
ICON ······ 出力.  コンディションコード． 

表 AQEH-1 参照． 
 

(3)  使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... AMIN1, ABS, AMAX1, 

FLOAT, SINH, COSH, EXP 
 

b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラムは，

積分変数だけを引数にもつ関数副プログラムと
して定義し，本サブルーチンを呼び出す側のプ
ログラムで，その関数名を EXTERNAL 文で宣
言しなければならない．与えられた関数が助変
数を含むときは，これらを COMMON 文で宣言
することより，呼び出す側のプログラムとの連
絡を図る． 

② 本サブルーチンを多数回呼ぶとき，最初だけ
689 個の定数 (積分公式の分点と重みの表) を計
算し，2 回目以降は省略する．したがって，2
回目以降は計算量がその分だけ少ない． 

 
表 AQEH-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 丸め誤差のために要求精度が
得られなかった． 

S には，得られた近
似値を出力する．精
度は達成可能な限度
まで達している． 

11000 
12000 
13000 

1000 の位が 1, 2, 3 の順に 
①   x=0 の付近で関数値が

急激に増大している． 
②   X→∞のとき関数値の 0

への収束が遅い 
③   ①，②が同時に起きた 

ことを表わす． 

要求精度をゆるめて
処理を続ける．S に
は得られた近似値を
出力する．精度は達
成可能な限度まで達
している． 

20000 被積分関数の計算回数がその
上限に達しても要求精度が得
られなかった． 

処理を打ち切る． 
S には，そのときま
でに得られている近
似値を出力するが精
度は保証できない． 

21000 
22000 
23000 

コード 11000 - 13000 の事象
が発生した後，被積分関数の
計算回数がその上限に達し
た． 

25000 分点のための表（作業領域）
が足りなくなった． 

処理を打ち切る． 
S には，本サブルー
チンで可能な最小の
刻み幅による近似値
を出力する． 

30000 次のいづれかであった． 
①  EPSA < 0.0 
②  EPSR < 0.0 
③  NMIN < 0 
④  NMAX < NMIN 

処理を打ち切る． 

 
③ 本サブルーチンは，被積分関数 f(x) が x→+ ∞ 

において 0 への収束が比較的遅いものや，ガウ
ス・ラゲールの公式が適用できないものに対し
ても有効に働く． 

 f(x) が激しく振動する場合には，高精度な積
分値を得ることができない場合がある． 

④ 本サブルーチンは，積分区間の下限（原点）で
は関数を計算しない．したがって下限で関数値
が無限大 (f(x) →+ ∞) となってもかまわない．
積分区間の上端のほうでは，x の大きな点での
関数値を必要とするので，殊に高い要求精度を
与えた場合には，関数副プログラム FUN の中
では，オーバフロー，アンダフローに対する処
置が必要である． 

⑤ パラメタ NMIN 及び NMAX 
本サブルーチンは，被積分関数 f(x) の計算回数
を 

NMIN≤計算回数≤NMAX 

の範囲に限定している．すなわち収束判定にか
かわりなく，f(x) はすくなくとも NMIN 回計算
され，しかも NMAX 回を超えて計算されるこ
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とはない．もし NMAX 回以内に (1.1) を満たす
S が求まらなかった場合は，ICON を 20000～
23000 として処理を終える．なお，NMAX が極
端に小さく，例えば NMAX=2 と与えられたと
きは，f(x) の挙動に応じて決まる一定の値まで
自動的に引き上げている． 

⑥ 積分の近似値の精度 
本サブルーチンは，与えられた εa , εr に対して 
(1.1)を満たす S を求める．したがって εr = 0 と
おけば絶対誤差 εa 以内の，また εa = 0 とおけば
相対誤差 εr 以内の精度で積分の近似値を求める
ことになる．しかし，関数の性質と εa , εr の値
によっては，この目的が達成できないこともあ
る．例えば，関数の計算精度に比べて，εa , εr

が小さすぎる場合には，関数の計算回数がその
上限に達しない場合でも，丸め誤差の影響の方
が大きくなり，これ以上計算を続行しても無意
味である．このような状態を見出したときは
ICON を 10000 にして処理を打ち切る．このと
きの S の精度は使用計算機で達成可能な限度ま
で達している．また関数の計算回数が NMAX
回以内では収束しないことがある．このときの
S の値は，それまでに得られている近似値であ
って，その精度は保証できない．この状態は
ICON が 20000 ～ 23000 の範囲の値をとること
から知ることができる．また，サブルーチン内
で定める最小の刻み幅で積分しても収束しない
こともあり，このとき ICON は 25000 の値をと
る． 
なお，本サブルーチンは，いずれの場合にも，
積分の近似値 S のほかに，その絶対誤差の推定
値をパラメタ ERR に出力するので精度の目安
にすることができる． 

 

c. 使用例 
積分， 

∫
∞
0 e-xsinxdx 

を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FUN 
      EPSA=1.0E-5 
      EPSR=0.0 
      NMIN=20 
      NMAX=689 
      CALL AQEH(FUN,EPSA,EPSR,NMIN,NMAX, 
     *S,ERR,N,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,S,ERR,N 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',30X,'ICON=',I5,5X, 
     *'S=',E15.7,5X,'ERR=',E15.7, 
     *5X,'N=',I5) 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      IF(X.GT.176.0)GO TO 10 
      FUN=EXP(-X)*SIN(X) 
      RETURN 
   10 FUN=0.0 
      RETURN 
      END 
 
(4)  手法概要 

本サブルーチンは高橋・森の二重指数関数型積分
公式に基づく自動積分法を用いている． 

この方法の原理及び，本サブルーチンの手順につ
いてはサブルーチン AQE の手法概要を参照された
い．ただし, ここでは, 積分変数 x に対して, 変換， 

( )x t t= =




φ exp sinh

3
2

 

を,したがって,重み関数 )(' tφ に対して 

( )φ ' t t t= ⋅






3
2

3
2cosh exp sinh  

を採用している．
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G23-31-0101  AQEI, DAQEI 

1 次元全無限区間積分 
(関数入力，二重指数関数型積分公式) 
CALL AQEI(FUN,EPSA,EPSR,NMIN,NMAX,S,ERR, 

 N,ICON) 
 

(1) 機能 
関数 f(x) 及び εa, εr が与えられたとき 

( ) ( )S f x dx , f x dxa r−
−∞
∞

≤ ⋅
−∞
∞



∫ ∫max ε ε  (1.1) 

を満たす積分の近似値 S を，高橋・森の二重指数関
数型積分公式により求める． 
 
(2) パラメタ 
FUN ········ 入力．被積分関数 f(x) を計算する関数副プ

ログラム名 (使用例参照)． 
EPSA ······ 入力．積分の近似値 S に対する絶対誤差の

上限 εa(≥0.0)． 
EPSR ······ 入力．積分の近似値 S に対する相対誤差の

上限 εr(≥0.0)． 
NMIN ····· 入力．被積分関数の計算回数の下限 (≥0) 

標準値としては 20 が適当． 
NMAX ···· 入力．被積分関数の計算回数の上限 

(NMAX≥NMIN)． 
標準値としては 645 が適当 (これよりも大
きく指定した場合は 645 と見なす).  
(使用上の注意⑤参照)． 

S ·············· 出力.  積分の近似値 (使用上の注意⑥参照) 
ERR ···· 出力.  積分の近似値 S の絶対誤差の推定値． 
N ············· 出力.  被積分関数の計算回数． 
ICON ······ 出力.  コンディションコード． 

表 AQEH-1 参照． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, AMACH, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数  ...  AMIN1, ABS, AMAX1, 

FLOAT, SINH, COSH, EXP 
 

b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラムは，

積分変数だけを引数に持つ関数副プログラムと
して定義し，本サブルーチンを呼び出す側のプ
ログラムで，その関数名を EXTERNAL 文で宣
言しなければならない．この関数が助変数を含
むときは，これらは COMMON 文で宣言するこ
とにより，呼び出す側のプログラムとの連絡を
図る． 

表 AQEI-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

10000 丸め誤差のために要求精度が
得られなかった． 

S には，得られた
近似値を出力す
る．精度は達成可
能な限度まで達し
ている． 

11000 
12000 
13000 

1000 の位が 1,2,3 の順に 
x→ − ∞, x→ ∞, x→ ± ∞ のとき
関数値の 0 への収束が遅いこ
とを表す． 

要求精度をゆるめ
て処理を続ける．S
には得られた近似
値を出力する．精
度は達成可能な限
度まで達してい
る． 

20000 被積分関数の計算回数がその
上限に達しても要求精度が得
られなかった． 

処理を打ち切る． 
S には，そのとき
までに得られてい
る近似値を出力す
るが精度は保証で
きない． 

21000 
22000 
23000 

コード 11000 ～ 13000 の事象
が発生した後，被積分関数の
計算回数がその上限に達し
た． 

25000 分点のための表（作業領域）
が足りなくなった． 

処理を打ち切る． 
S には，本サブル
ーチンで可能な最
小の刻み幅による
近似値を出力す
る． 

30000 次のいづれかであった． 
①  EPSA < 0.0 
②  EPSR < 0.0 
③  NMIN < 0 
④  NMAX < NMIN 

処理を打ち切る． 

 
② 本サブルーチンを多数回呼ぶとき，最初だけ

645 個の定数 (積分公式の分点と重みの表) を計
算し，2 回目以降は省略する．したがって，2
回目以降は計算量がその分だけ少ない． 

③ 本サブルーチンは，被積分関数 f(x) が x→± ∞ 
において 0 への収束が比較的遅いものや，ガウ
ス・エルミートの公式が適用できないものに対
しても有効に働く． 

 f(x) が原点付近で高いピークを持つもの，激
しく振動するものに対しては,  高精度の積分値
を得ることができない場合がある． 

④ 本サブルーチンは，積分変数 x の絶対値の大き
な点での関数値を必要とするので，殊に高い要
求精度を与えた場合には，関数プログラム FUN
の中では，このような場合のオーバフロー，ア
ンダフローに対する処理が必要となる． 

⑤ パラメタ NMIN 及び NMAX 
本サブルーチンは，被積分関数 f(x) の計算回数
を 

NMIN≤計算回数≤NMAX 

の範囲に限定している．すなわち，収束判定に
かかわりなく，f(x) は少なくとも NMIN 回計算
され，しかも NMAX 回を超えて計算されるこ
とはない．もし NMAX 回内に (1.1) を満たす S
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が求まらなかった場合は，ICON を 20000～
23000 として処理を終える． 
な お ， NMAX が 極 端 に 小 さ く ， 例 え ば
NMAX=2 と与えられたときは，f(x) の挙動に応
じて決まる一定の値まで自動的に引き上げてい
る． 

⑥ 積分の近似値の精度 
本サブルーチンは，与えられた εa , εr に対して 
(1.1)を満たす S を求める．したがって εr = 0 と
おけば絶対誤差 εa 以内の，また εa = 0 とおけば
相対誤差 εr 以内の精度で積分の近似値を求める
ことになる．しかし，関数の性質と εa , εr の値
によっては，この目的が達成できないこともあ
る．例えば，関数の計算精度に比べて，εa , εr

が小さすぎる場合には，関数の計算回数がその
上限に達しない場合でも，丸め誤差の影響の方
が大きくなり，これ以上計算を続行しても無意
味である．このような状態を見出したときは
ICON を 10000 にして処理を打ち切る．このと
きの S の精度は使用計算機で達成可能な限度ま
で達している．また関数の計算回数が NMAX
回以内では収束しないことがある．このときの
S の値は，それまでに得られている近似値であ
って，その精度は保証できない．この状態は
ICON が 20000 - 23000 の範囲の値をとることか
ら知ることができる．また，サブルーチン内で
定める最小の刻み幅で積分しても収束しないこ
ともあり，このとき ICON は 25000 の値をとる． 
なお，本サブルーチンは，いずれの場合にも，
積分の近似値 S のほかに，その絶対誤差の推定
値をパラメタ ERR に出力するので精度の目安
にすることができる． 

c. 使用例 
積分 

1
10 2 2− +−∞

∞
∫ x

dx  

を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FUN 
      EPSA=1.0E-5 
      EPSR=0.0 
      NMIN=20 
      NMAX=645 
      CALL AQEI(FUN,EPSA,EPSR,NMIN,NMAX, 
     *S,ERR,N,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,S,ERR,N 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',30X,'ICON=',I5,5X, 
     *'S=',E15.7,5X,'ERR=',E15.7, 
     *5X,'N=',I5) 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      IF(ABS(X).GT.1.0E+35) GO TO 10 
      IF(ABS(X).LT.1.0E-35) GO TO 20 
      FUN=1.0/(1.0E-2+X*X) 
      RETURN 
   10 FUN=0.0 
      RETURN 
   20 FUN=100.0 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは高橋・森の二重指数関数型積分
公式に基づく自動積分法を用いている． 

この方法の原理及び，本サブルーチンの手順につ
いてはサブルーチン AQE の手法概要を参照された
い．ただし, ここでは, 積分変数 x に対して, 変換， 

( )x t t= =




φ sinh sinh

3
2

 

を,したがって,重み関数φ (t) に対して 

( )φ ' t t t= ⋅






3
2

3
2cosh cosh sinh  

を採用している． 
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G24-13-0101  AQMC8, DAQMC8 

多次元有限領域積分 
(関数入力，クレンショー・カーチス型積分法) 
CALL AQMC8(M,LSUB,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 

NMAX, S,ERR,N,ICON) 
 

(1) 機能 
m 重積分(1 ≤ m ≤ 3) を次で定義する． 

( )mxxxfI m
m

dxdxdx m ,,,... ...21
2
2

1
1 21 ∫∫∫= ψ

ϕ
ψ
ϕ

ψ
ϕ

 

 (1.1) 

ただし，積分の下限，上限は 
ϕ 1=a (定数) ,  ψ1=b (定数) 
ϕ 2=ϕ 2 (x1) ,  ψ2=ψ2 (x1) 
     …         … 
ϕ m=ϕ m(x1,x2,...,xm-1),  ψm=ψm(x1,x2,...,xm-1) 

で与えられたものとする．このとき，与えられた 
εa, εr に対して 

( )S I max I− ≤ ε εa r,  (1.2) 

を満たす積分の近似値 S を，各次元に等差数列的
に分点を増すクレンショー・カーチス型積分法を繰
り返して適用することにより求める． 

 
(2) パラメタ 
M ············ 入力．積分の次数 m．1 ≤ m ≤ 3． 
LSUB ······ 入力．各積分変数の下限ϕ k 及び上限ψk を

計算するサブルーチン副プログラム名． 
[副プログラムの用意のし方] 
SUBROUTINE LSUB(K,X,A,B) 
ここで， 
K ······· 入力．座標軸の番号 k.  1 ≤ k ≤ m. 
X ······· 入力．X(1)=x1, X(2)=x2,..., 

X(M-1)=xm-1 なる対応を持つ大きさ
(M-1) の 1 次元配列． 

A ······· 出力．下限ϕ k(x1, x2, ..., xk-1) の値． 
B ······· 出力．上限ψk(x1,x2,...,xk-1) の値． 

FUN ········ 入力．被積分関数 f(x1,x2,...,xm) を計算する
関数副プログラム名． 
[副プログラムの用意のし方] 
FUNCTION FUN(X) 
ここでパラメタ X は，X(1)=x1, X(2)=x2, ..., 
X(M)=xm なる対応を持つ大きさ M の 1 次
元配列である． 

EPSA ······ 入力．積分の近似値 S に対する絶対誤差の
上限εa (≥0.0). 

EPSR ······ 入力．積分の近似値 S に対する相対誤差の
上限εr(≥ 0.0). 

NMIN ····· 入力．各積分変数ごとに積分する際の被積
分関数の計算回数の下限 (≥0)．標準値とし
ては 7 が適当． 

NMAX ···· 入力．各積分変数ごとに積分する際の被積
分関数の計算回数の上限 (NMAX ≥ NMIN)．

標準値としては 511 が適当 (これよりも大
きく指定した場合は 511 と見なす)．(使用
上の注意④参照)． 

S ··········出力．積分の近似値 (使用上の注意⑤参照)． 
ERR ·····出力．積分の近似値 S の絶対誤差の推定値． 
N ··········出力．被積分関数の全体としての計算回数．

4 バイトの整数型変数であること． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 AQMC8-1 参照． 
 

表 AQMC8-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

100 
1000 
1100 

10000 
10100 
11000 
11100 

ある座標軸方向で積分
しているとき，丸め誤
差のため，その軸方向
の要求精度が得られな
かった． 
100 の位は x3 軸方向の
積分において，その現
象が (x1,x2) の色々な組
に対して起きたことを
表す． 
同様に 1000 の位は，x2

軸方向の積分におい
て，その現象が x1 の
色々な値に対して起き
たことを表す． 
10000 の位は，x1 軸方向
でその現象が起きたこ
とを表す． 

S には得られた近似値を
出力する．100～1100 の
場合は，精度は要求精
度を満足しているか，
達成可能な限度に達し
ているかいずれかであ
る. 10000～11100 の場合
は，精度は達成可能な
限度に達している． 
いずれの場合にも，誤
差は ERR に出力され
る． 

200 
2000 
2200 

20000 
20200 
22000 
22200 

ある座標軸方向で積分
しているとき被積分関
数の計算回数がその上
限に達しても，その軸
方向の要求精度が得ら
れなかった． 
それぞれの位の意味
は，上記と同じくどの
軸方向で起きたかを表
す． 

S には得られた近似値を
出力する．200～2200 の
場合は要求精度を満足
している場合もしてい
ない場合もある．20000
～22200 の場合は，要求
精度を満足していな
い．いずれの場合に
も，誤差は ERR に出力
される． 
NMAX の値を大きく与
えれば精度の改善の余
地がある (NMAX=511 が
限度)． 

300 
 

23300 

コード 100～11100 と
200～22200 の現象が同
時に起きたことを表
す．それぞれの位の意
味は，上記と同じくど
の軸方向で起きたかを
表す． 

S には得られた近似値を
出力する．精度は要求
精度を満足している場
合もしていない場合も
ある． 
いずれの場合にも，誤
差は ERR に出力され
る． 

30000 次のいずれかであっ
た． 

①  EPSA < 0.0 
②  EPSR < 0.0 
③  NMIN < 0 
④  NMAX < NMIN 
⑤  M ≤ 0，又はΜ  ≥ 4 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 

～ 
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a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, AMAX1, FLOAT, 

MAX0, MIN0, SQRT 
 
b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラムは，

積分変数ベクトル X だけを引数に持つ関数副プ
ログラムとして定義し，本サブルーチンを呼び
出す側のプログラムでその関数名を
EXTERNAL 文で宣言しなければならない．与
えられた関数が助変数を含むときは，これらを
COMMON 文で宣言することにより，呼び出す
側のプログラムとの連絡を図ること (使用例参
照)． 同様にパラメタ LSUB に対応する副プロ
グラム名も EXTERNAL 文で宣言すること． 

② 本サブルーチンを多数回呼ぶとき，最初だけ
511 個の定数 (積分公式の分点と重みの表) を計
算し，2 回目以降は省略する．したがって，2
回目以降は計算量がその分だけ少ない． 

③ 本サブルーチンは，被積分関数 f(x1,x2,...,xm) が
滑らかな場合はもちろん，振動型の関数の場合
にも有効に働く． 

④ パラメタ NMIN 及び NMAX 
本サブルーチンは，被積分関数の各座標軸方向
での計算回数 ni ( i=1,2,...,m ) を 

NMIN≤ni≤NMAX 

の範囲に限定している．すなわち収束判定にか
かわりなく f (x1,x2,...,xm) は各座標軸方向に少な
くとも NMIN 回計算され，しかも NMAX 回を
超えて計算されることはない．もし，ある座標
軸方向で NMAX 回以内に積分が収束しなかっ
た場合は，ICON を 200～22200 の値とする．こ
こで，数字の 2 が現れる位置は，座標軸の区別
を意味し，100, 1000, 及び 10000 の位の順に，x3

軸，x2 軸，及び x1 軸と対応する．なお，NMAX
が 7 未満の値であったときは，7 が与えられた
ものと見なす． 

⑤ 積分の近似値 S の精度 
本サブルーチンは，与えられたεa , εr に対して，
(1.2) を満たす S を求める．したがって，εr=0 と
おけば，絶対誤差 εa 以内の，またεa=0 とおけば
相対誤差 εr 以内の精度で積分の近似値を求める
ことになる．しかし，関数の性質とεa , εr の値に
よっては，この目的が達成できないこともある．
例えば，関数の計算精度に比べてεa , εr が小さす
ぎる場合には，関数のある軸方向の計算回数が
その上限 (NMAX) に達しない場合でも丸め誤差
の影響の方が大きくなり，これ以上計算を続行
しても無意味な状態を見出すことがある．この
とき ICON を 100～11100 とする．ここで数字
の 1 が現れる位置は，座標軸の区別を意味し，
100, 1000, 及び 10000 の位の順に，x3 軸，x2 軸，
及び x1 軸と対応する．ICON が 100～1100 のと

き，すなわち，x3 軸，x2 軸だけで丸め誤差の影
響が大きくなったときでも，全体の積分値 S の
精度にそれほど影響を及ぼさないことがあり，
得られた積分値が要求精度を満足していること
もある．しかし，この確認は，誤差の推定値
ERR に基づいて行われるべきである． 
また，注意④で述べたように，ある座標軸方向
の積分が NMAX 回以内の関数計算では収束し
ないこともある．このとき ICON は 200～22200
の値をとり，それぞれの 2 の位置は，座標軸の
区別を意味する．ICON が 200～2200 のときは，
得られた積分値が要求精度を満足していること
もある． 
更に，コード 100～11100 とコード 200～22200
の事象が同時に起きたときは，ICON を 300～
23300 とする． 
なお，本サブルーチンは，いずれの場合にも，
積分の近似値 S のほかに，絶対誤差の推定値を
パラメタ ERR に出力するので精度の目安にす
ることができる． 
 

c. 使用例 
助変数 p を 1.0 から 3.0 まで，1.0 刻みに変えて，
積分， 

( ) ( ) ( )
I dx dy dz

px py pz
=

− − − +∫ ∫ ∫1
1

2
2

3
3 1

2cos cos cos
 

を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      INTEGER*4 N 
      COMMON P 
      EXTERNAL FUN,LSUB 
      EPSA=1.0E-5 
      EPSR=1.0E-5 
      NMIN=7 
      NMAX=511 
      M=3 
      DO 10 I=1,3 
      P=FLOAT(I) 
      CALL AQMC8(M,LSUB,FUN,EPSA,EPSR, 
     *NMIN,NMAX,S,ERR,N,ICON) 
   10 WRITE(6,600) P,ICON,S,ERR,N 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',30X,'P=',F6.1,5X,'ICON=', 
     *I5,5X,'S=',E15.7,5X,'ERR=',E15.7,5X, 
     *'N=',I5) 
      END 
      SUBROUTINE LSUB(K,X,A,B) 
      DIMENSION X(2) 
      GO TO (10,20,30),K 
   10 A=-1.0 
      B=1.0 
      RETURN 
   20 A=-2.0 
      B=2.0 
      RETURN 
   30 A=-3.0 
      B=3.0 
      RETURN 
      END 
 
      FUNCTION FUN(X) 
      DIMENSION X(3) 
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      COMMON P 
      FUN=1.0/(COS(P*X(1))*COS(P*X(2)) 
     **COS(P*X(3))+2.0) 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは，等差数列的 (公差 8) に分点を
追加する拡張された意味のクレンショー・カーチス
型積分法 (サブルーチン AQC8 参照) を，それぞれの
次元方向に繰り返す直積型多重積分法を用いている．
AQC8 が滑らかな関数ばかりでなく，振動型の関数
にも有効であるので，本サブルーチンも同様な性質
を持つ． 

クレンショー・カーチス型積分法については，
AQC8 の「手法概要」を参照されたい．ここでは，
多次元への応用についてだけ述べる． 

 
a. 直積型多重積分法 

3 重積分， 

( )321 ,,3
3

2
2

1
1 321 xxxfI dxdxdx ∫∫∫= ψ

ϕ
ψ
ϕ

ψ
ϕ  

 (4.1) 

について考える．ここで, 積分の下限, 上限は， 
ϕ1=a ,  ψ1=b 
ϕ 2=ϕ 2(x1) ,  ψ2=ψ2(x1) 
ϕ 3=ϕ 3(x1,x2) ,  ψ3=ψ3(x1,x2) 

で与えられたものとする．(4.1) を段階的に書く
と次のようになる． 

( ) ( )∫= 3
3

,,
3

321212 , ψ
ϕ

dx
xxxfxxI  (4.2) 

( ) ( )∫= 2
2

,
2

21211
ψ
ϕ

dx
xxIxI  (4.3) 

( )∫= 1
1

1

11

ψ
ϕ

dx
xII  (4.4) 

したがって，I は関数 I1(x1) を x1 について積分し
たものであり，その場合，関数 I1(x1) の値は，
x1 を固定して，関数 I2(x1,x2) を x2 について 
[ϕ 2(x1),ψ2(x1)] 上で積分することにより得られる．
更に関数 I2(x1,x2) は x1 及び x2 を固定して，
f(x1,x2,x3) を x3 について[ϕ 3(x1,x2),ψ3(x1,x2)) 上で
積分することにより得られる． 
本サブルーチンは，x1, x2, 及び x3 の各座標軸に
沿って積分するのに，クレンショー・カーチス
型積分法を用いるものである． 

b. 計算の手順 
 
手順 1…初期設定 

諸変数の初期値といろいろな判定用の定数を定
める． 
 

手順 2…分点と重み係数の決定 

クレンショー・カーチス型積分法で用いる分点
と重みを，それぞれ漸化式によって作り，作業
用 1 次元配列に入れる．分点の個数の上限が
511(=29−1) であるから，分点と重みのために必
要な 1 次元配列の大きさはそれぞれ 256(=28) で
ある．手順 2 は，本サブルーチンが初めて呼ば
れたときだけ実行され，2 回目以降呼ばれると
きは省略される． 

以下の手順では 3 重積分の場合について述べる． 
 
手順 3… x1 軸方向の積分のための初期化 

変数 x1 の 積分区間 [ϕ 1,ψ1] 上に 7 点を定め，そ
れらを x1

i (i=1,2,3,...7) とする．これらは手順 2
で求めた分点の列から初めの 7 点を選び 1 次変
換により区間 [ϕ 1,ψ1] に移したものである． 

 
手順 4… x2 軸方向の積分のための初期化 

x1
i(i=1,2,...,7) の一つを，あるいは手順 8 からき

た場合は x1 軸上に追加された 8 個の分点の一つ
を X1 とし，この X1 に対して変数 x2 の積分区間 
[ϕ 2(X1),ψ2(X1)] 上に 7 点を定め，それらを x2

i (i 
= 1, 2, ..., 7) とする．これらは手順 3 と同様に，
手順 2 で求めた分点列の初めの 7 点に 1 次変換
を施したものである． 

 
手順 5… x3 軸方向の積分のための初期化 

x2
i(i=1,2,...,7) の一つ，あるいは手順 7 からきた

場合は x2 軸上に追加された 8 個の分点の一つを
X2 とし，(X1,X2) に対して変数 x3 の積分区間 [ϕ 
3(X1,X2),ψ3(X1,X2)] 上に 7 点を定めそれらを
x3

i(i=1,2,...,7) とする．これらは手順 3 と同様に，
手順 2 で求めた分点列の初めの 7 点に 1 次変換
を施したものである． 

 
手順 6… x3 軸方向の積分 

分点 (X1,X2,x3
i) (i=1,2,...,7) 上で，関数 f の値を計

算し，x3 軸方向の積分の近似値 SI7(X1,X2) を求
める.  これは，(x1,x2) を固定したときの (4.2) に
対する初期近似である．更に，手順 2 で求めた
分 点 列 を 基 に x3

i ( i=8,9,...,15) を 定 め て ，
(X1,X3,x3

i) ( i=8,9,...15) 上で関数 f の値を計算し，
15 点による (4.2) の近似値 SI15(X1,X2) を求める．
以下同様に 8 点ずつ追加して収束するまで繰り
返す．もし NMAX 個の分点を用いても収束し
ないか，又は誤差が丸め誤差程度になってそれ
以上改良できなくなった場合はそれに応じて
ICON の値を設定しておく． 

手順 7…x2 軸方向の積分 
手順 4 で定めた x2

i (i=1,2,...,7) のすべてについて
手順 5, 6 を実行し，x2 軸方向の積分の近似値
SI7(X1) を求める．これは x1 を固定したときの 
(4.3) に対する初期近似である．更に手順 2 で求
めた分点列を基に x2

i (i=8,9,...,15) を定め,  手順 5, 
6 を実行し,  SI15(X1) を求める．以下同様に 8 点
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ずつ追加して収束するまで繰り返す．収束しな
い場合，ICON の設定を行う． 

 
手順 8… x1 軸方向の積分 

手順 3 で定めた x1
i (i=1,2,...,7) のすべてについて

手順 4, 5, 6, 7 を実行し，x1 軸方向の積分の近似
値 SI7 を求める．これは (4.4)，すなわち，目的
の 3 重積分に対する初期近似である．更に手順
2 で求めた分点列を基に x1

i (i=8,9,...,15) を定め，
手順 4, 5, 6, 7 を実行し，SI15 を求める.以下同様
に 8 点ずつ追加して収束するまで繰り返す．収
束しない場合，ICON の設定を行い処理を打ち
切る． 
 

c. 誤差評価 
3 重積分 (4.1) の場合について述べる．x1 につい
ての積分区間 [ϕ 1,ψ1] を [-1,1] に移すため，変
数変換 

  111
11

1
11

1 22
βαϕψϕψ

+′≡
+

+′−
= xxx  

を行う．同様に x2 , x3 について積分区間
[ϕ2(x1),ψ2(x1)], [ϕ 3(x1,x2),ψ3(x1,x2)] を [-1,1] ヘ移
すため，それぞれ変数変換 

( ) ( ) ( ) ( )
22

1212
2

1212
2

xxxxxx ϕψϕψ +
+′−

=  

( ) ( )12212 xxx ′+′′≡ βα  
( ) ( ) ( ) ( )

2
,,

2
,, 213213

3
213213

3

xxxxxxxxxx ϕψϕψ +
+′−

=  

( ) ( )2133213 ,, xxxxx ′′+′′′≡ βα  

を行う．すると積分 (4.1) は次のようになる． 

∫−
′′=

1

1 111 )(xhxdI α  (4.5) 

( ) ( )∫−
′′′′=′

1

1 212121 ),( xxgxdxxh α  (4.6) 

( ) ( )∫−
′′+′′′′=′′

1

1 212111321321 )(,(,, xxxfxdxxxxg αβαα  

( ) ( ) ( ))213321312 ,,, xxxxxx ′′+′′′′+ βαβ  (4.7) 

(4.7) の右辺の [-1.1] 上の積分に対してクレンシ
ョー・カーチス則を適用し，そのときの打ち切
り誤差を p(x1', x2' ) とすれば， 

( ) ( ) ( ) ( )212132121 ,,,~, xxpxxxxgxxg ′′′′+′′=′′ α  (4.8) 

となる．ここで， ),(~
21 xxg ′′ は， 

( ) ( ) 



 +′′=′′ ∑∑∑

= ==
−−

P

i k
kiki

k
kk WAWAxxxxg

0

7

0
,,

7

0
,1,121321 ,,~ α  (4.9) 

であり，(8P+7) 個の分点に基づく近似値であっ
て，Ai,k は (x'1, x'2) に依存する値，Wi,k は重み係
数である． 
p(x'1,x'2) は 

( ) 1,1PP,7P,521 WAA),( +•+=′′ xxp  (4.10) 

で評価する． 
次に，(4.8) を (4.6) に代入して， 

( ) ( )∫−
′′′′=′

1

1 221121 ),(~ xdxxgxxh α  

( )∫−
′′′′′′+

1

1 22121312 ),(),( xdxxpxxx αα  (4.11) 

を得る．右辺第 1 項の [-1,1] 上の積分にクレン
ショー・カーチス則を適用し，そのときの打ち
切り誤差を q(x'1) とすれば，第 1 項は 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )


























+′=′

′′+′=′′′′

∑∑∑
= ==

−−

−∫

Q

i k
kiki

k
kk WBWBxxh

xqxxhxxxx dg

0

7

0
,,

7

0
,1,1121

11211 22112

~

~1
,~

α

αα

ここで

 (4.12)

 

となる． 
q(x'1) は，(4.10) と同様に， 

( ) 1,1,7,51)( +•+=′ QQQ WBBxq  (4.13) 

で評価する． 
(4.12) の第 1 式を (4.11) に代入し，得られた式
を (4.5) に代入すれば， 

∫∫
∫∫

−−

−−

′′′′′′′+

′′′+′′=
1

1 1221213

1

1 121

1

1 11121

1

1 111

),(),()(

)()()(
~

xdxdxxpxxx

xdxqxxdxhI

ααα

ααα
 (4.14) 
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を得る．(4.14) の右辺第 1 項の [-1,1] 上の積分
にクレンショー・カーチス則を適用し，その時
の打ち切り誤差 r とすれば， 


























+=

+=′′

∑∑∑

∫

= ==
−−

−

R

i k
kiki

k
kk WCWCI

rIxdxh

0

7

0
,,

7

0
,1,11

1
1

1
111

~

~)(
~

α

αα

ここで
 (4.15) 

となる．r は 

( )r = + ⋅ +C C WR,5 R,7 R 1,1  (4.16) 

で評価する．したがって，(4.15) の ~I が 3 重積

分の近似値であり，誤差 I I− ~ は，(4.15) の第 1

式を (4.14) に代入して， 

∫∫

∫

−−

−

′′′′′′′+

′′′+≤−

1

1 1221213

1

1 121

1

1 111211

),(),()(

)()(
~

xdxdxxpxxx

xdxqxrII

ααα

ααα
 (4.17) 

となる．これは，打ち切り誤差 p(x'1, x'2), q(x'1)，
及び r が，全体の誤差にいかに影響を与えるか
を示すものである．さて，p(x'1, x'2), q(x'1) 及び r
の推定値は (4.10), (4.13) 及び (4.16) であるが，
これは各座標軸方向での積分の収束が速い場合
に成立する．積分の収束が遅い場合の対策とし
て，もう一つ別の推定法を考える．2n − 1 個の
分点を用いてクレンショー・カーチス則を適用
したときの積分の近似値を I2n-1 とおくと，|I2n-1 − 
I2n-1-1| は 2n-1 − 1 個の分点を用いたクレンショ
ー・カーチス則による積分の近似値に対する誤
差評価になりうる．(4.10), (4.13) 及び (4.16) の
ような展開係数と重み係数を用いた，2n-1 − 1 個
の分点によるクレンショー・カーチス則の誤差
評価式を E(2n-1 − 1) とおくと，これは積分の収
束が遅いとき過小評価となるので， 

( )I I
2 1 2 1 1

12 1n n
nE

− − −

−− > −  (4.18) 

が成立する．そこで (4.18) が成立した場合， 
2n − 1 ≤ 8P+7 < 2n+1 − 1 の P に対して E(8P+7) の
代りに， 

( ) ( )12EII7P8E 1
1212 1 −−⋅+ −

−− −
n

nn  (4.19) 

を誤差評価式として用いる．ここで， I2n-1,  
I2n-1-1 は，それぞれ 2n-1 , 2n-1 − 1 個の分点を用い

たときの ( ) )(
~

  ,,~
121 xhxxg ′′′ 及び I~ に対応する. 

d. 収束判定基準 
(4.17) において，

aε≤− I~I  (絶対誤差) とするた

めには，(4.17) の右辺の各項が， 

3),(),()(

3)()(

3

1

1 1221213

1

1 121

1

1 11121

1

a

a

a

xdxdxxpxxx

xdxqx

r

εααα

εαα

εα

≤′′′′′′′

≤′′′

≤

∫∫

∫

−−

−  

であればよい．このためには， 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
















≡
′′′××

≤′′

≡
′×

≤′

≡≤

3

213121
21

2

121
1

1

1

,223
,

23

3

a
a

a
a

a
a

xxx
xxp

x
xq

r

ε
ααα

ε

ε
αα

ε

ε
α
ε

(4.20) 

であれば十分である．ここでα1>0,   α2(x'1)>0,   
α3(x'1,x'2)>0 と仮定した． 
一方，計算の各段階,すなわち ( ) ( )21321 ,,~ xxxxg ′′′′ α , 

( ) ( )121

~
xxh ′′ α  及び ~I α1  を求めるときの計算誤差

の上限ρ(3)(x'1,x'2),ρ(2)(x1) 及び ρ(1) は，丸め誤差の
単位 u と P，Q 及び R に依存して， 

( ) ( )
( ) ( )
( ) 












+=

+=′

+=′′

∞

∞

∞

hRu

gQux

fPuxx

~
)1(32               

~)1(16         

)1(8    ,

1

1
2

21
3

ρ

ρ

ρ

 (4.21) 

と推定している．ここで， 

( )

( )

( ) ~
max

~

 ,~max~

 max

1

21

333222111

1

2

3

xhh

xxgg

x,x,xff

x

x

x

′=

′′=

+′+′+′=

∞

∞

∞
βαβαβα

 

である．以上をまとめて，各段階の収束判定定
数を 

),/~,max(           

))(,)(/)(
~

,max(     )(

)),(,),(/),(~,max(),(

)1(
1

)1()1(

1
)2(

121
)2(

1
)2(

21
)3(

21321
)3(

21
)3(

ραεετ

ραεετ

ραεετ

I

xxxhx

xxxxxxgxx

ra

ra

ra

=

′′′=′

′′′′′′=′′

 
と定める．ここで，右辺の

~g , ~h , ~I は，それま
でに得られている近似値である．さて収束判定
は次のように行う． 
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( ) ( ) ( )21
3

21 ,, xxxxp ′′≤′′ τ  (4.22) 

を満足したとき ( )21 ,
~ xxg ′′ は収束したとする．次

に， 

( ) ( ) ( )1
2

1 xxq ′≤′ τ  (4.23) 

を満足したとき ( )1

~
xh ′ は収束したとする．更に， 

( )r ≤ τ 1  (4.24) 

を満足したとき，そのとき得られている
~I を，

多重積分の近似値としてパラメタ S に出力する． 
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G24-13-0201  AQME, DAQME 

多次元積分 
(関数入力，二重指数関数型積分公式) 
CALL AQME(M,INT,LSUB,FUN,EPSA,EPSR, 

NMIN,NMAX,S,ERR,N,ISF,ICON) 
 

(1)  機能 
m 重積分 (1 ≤ m ≤ 3) を次で定義する． 

( )mm xxxfdxdxdxI m

m

...... ,, 2121
2

2

1

1
∫∫∫=

ψ

ϕ

ψ

ϕ

ψ

ϕ
 (1.1) 

ただし，積分の下限，上限は，一般に 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )121121

122122

11

,,,,,,,

,
,

......
......

−− ==

==
==

mmmmmm xxxxxx

xx
ba

ψψϕϕ

ψψϕϕ
ψϕ 定数定数

 

で与えられるが，本サブルーチンは，このような
有限領域のほかに，半無限，あるいは全無限領域も
扱う． 
すなわち，各積分変数 xk についての積分区間  
[ϕ k,ψk] は独立に 

[0,∞] あるいは (−∞,∞) 

であってよいものとする． 
以上の条件のもとに，本サブルーチンは，与えら

れたεa, εr に対して 

( )S − ≤I Ia rmax ,ε ε  (1.2) 

を満たす積分の近似値 S を，高橋・森の 2 重指数関
数型積分公式を繰り返し適用することにより求める． 
 
(2)  パラメタ 
M ············ 入力．積分の次元数 m． 
INT ········· 入力．各積分変数についての積分区間の種

類を表す情報．大きさ M の 1 次元配列．k
番目の要素 INT(K) は，k 番目の変数 xk に
ついての積分区間の種類を表すものとし，
以下の約束にしたがって，1, 2, 3 のいずれ
かの整数を与える． 

1 ... 有限区間 
2 ... 半無限区間 
3 ... 全無限区間 

例えば，3 重積分 

( )I dx dx dx f x x x=
∞

∫ ∫ ∫10 20 30
2

1 2 3
π π

, ,
 

の場合は INT(1)=2, INT(2)=1, INT(3)=1 
と与える． 

LSUB ····· 入力．各積分変数の下限 ϕk 及び ψk を計算
するサブルーチン副プログラム名． 
[副プログラムの用意のし方] 
SUBROUTINE LSUB(K,X,A,B) 
ここで， 
K ········ 入力．座標軸の番号 k．1 ≤ k ≤ m. 
X ········ 入力．X(1)=x1,X(2)=x2,....., X(M-1) 

=xm-1なる対応を持つ大きさ (M-1) の
1 次元配列． 

A ········ 出力．下限 ϕ k(x1,x2,...,xk-1) の値 
B ········ 出力．上限 ψk(x1,x2,...,xk-1) の値 
 ただし，区間 [ϕ k,ψk] が [0,∞) あるい

は (−∞,∞) の場合は，その k について
は，A, B に何の値も設定する必要は
ない． 

FUN ········ 入力．被積分関数 f(x1,x2,...,xm) を計算する
関数副プログラム名． 
[副プログラムの用意のし方] 
FUNCTION FUN(X) 
ここで，パラメタ X は，X(1)=x1, 
X(2)=x2,...,X(M)=xm なる対応を持つ大きさ
M の 1 次元配列． 

EPSA ······ 入力．積分の近似値 S に対する絶対誤差の
上限 εa (≥0.0)． 

EPSR ······ 入力．積分の近似値 S に対する相対誤差の
上限 εr (≥0.0)． 

NMIN ····· 入力．各積分変数ごとに積分する際の被積
分関数の計算回数の下限 (≥0). 
標準値としては 20 が適当． 

NMAX ··· 入力．各積分変数ごとに積分する際の被積
分関数の計算回数の上限(NMAX≥NMIN)  
標準値としては 705 が適当．(これよりも
大きく指定した場合は 705 と見なす)． 
(使用上の注意⑤を参照)． 

S ············· 出力．積分の近似値 (使用上の注意⑥を参
照) 

ERR ·····出力．積分の近似値 S の絶対誤差の推定値． 
N ··········出力．被積分関数の全体としての計算回数．

4 バイトの整数型変数であること． 
ISF ·········· 出力．ICON の出力時の値が 25000 台であ

ったとき，被積分関数の悪条件な振舞につ
いての情報． 
ISF は 10 進 3 桁の正整数であり，いま， 
 
      ISF=100j1+10j2+j3 
 
と置くと，j3, j2, j1 はそれぞれ x3 軸，x2 軸，
及び，x1 軸方向における被積分関数の振舞
を表す．各 ji は独立に，1, 2, 3 又は 0 のい
ずれかをとり，その意味は次のとおりであ
る． 
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1 ····· 積分区間の下限の付近で関数値が急激
に増大しているか，あるいは，区間が
無限区間であるならば，xi → −∞のとき
関数値の 0 への収束が遅い． 

2 ····· 積分区間の下限の付近で関数値が急激
に増大しているか，あるいは，区間が
半無限もしくは無限区間であるならば，
xi→ + ∞のとき関数値の 0 への収束が
遅い． 

3 ····· 上記 1, 2 の事象が共に生じた． 
0 ····· 上記の事象は生じなかった． 

ICON······· 出力．コンディションコード． 
表 AQME-1 参照． 

 
表 AQME-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10001 
  

10077 

x3 軸方向，又は x2 軸方向の積分に
おいて以下に示す事象が起きた. 
1 の位は x3 軸方向，10 の位は x2 軸
方向の事象を表し，各々独立に 0
～7 の値をとる．(ただし，共に 0
をとることはない). 
1. 丸め誤差のため，その軸方向の

要求精度が得られなかった. 
2. その軸方向での被積分関数の計

算回数が上限 (NMAX) に達して
も要求精度が得られなかった. 

4. サブルーチン内で定める最小の
刻み幅で積分しても，その軸方
向の要求精度が得られなかっ
た. 

3. 上記 1, 2 の事象が共に起きた. 
5. 上記 1, 4 の事象が共に起きた. 
6. 上記 2, 4 の事象が共に起きた. 
7. 上記 1, 2, 4 の事象が共に起き

た. 
0. 上記のどの事象も起きなかっ

た. 

S には得られた
近似値を出力す
る．精度は要求
精度を満たして
いることもある. 

10100 
  

10177 

x1 軸方向の積分において，丸め誤
差のため要求精度が得られなかっ
た． 
下位 2 桁の意味は上記と同じであ
る． 

S には得られた
近似値を出力す
る．精度は達成
可能な限度に達
している． 

20200 
  

20277 

x1 軸方向の積分において，被積分
関数の計算回数が上限(NMAX) に
達しても要求精度が得られなかっ
た． 
下位 2 桁の意味は上記と同じであ
る． 

S には得られた
近似値を出力す
るが，精度は保
証できない．
NMAX の値を大
きく与えば，精
度の改善の余地
がある．
(NMAX=705 が限
度). 

20400 
  

20477 

x1 軸方向の積分において，サブル
ーチン内で定める最小の刻み幅で
積分しても要求精度が得られなか
った． 
下位 2 桁の意味は上記と同じであ
る． 

S には得られた
近似値を出力す
る． 

 

コード 意味 処理内容 
25000 

  
25477 

ある座標軸方向で積分してい
るとき，積分区間の下限若し
くは上限の付近で関数値が急
激に増大している． 
あるいは，積分区間が半無限
若しくは無限区間の場合，積
分変数が無限遠点へ進むとき
の被積分関数の 0 への収束が
遅い． 
下位 3 桁の意味は上記と同じ
である． 

要求精度をゆるめて
処理を続ける．S に
は得られた近似値を
出力する．与えられ
た積分が，理論的な
意味で積分値が存在
しない (積分可能で
ない) 場合も，この
範囲のコードが立つ
ので注意すること．
なお，被積分関数の
このような振舞につ
いての詳細はパラメ
タ ISF に出力するの
で必要ならば参照す
ること． 

30000 次のいずれかであった． 
①   EPSA<0.0 
②   EPSR<0.0 
③   NMIN<0 
④   NMAX<NMIN 
⑤   M≤0 or M≥4 
⑥   INT のある要素に，1, 2, 3

以外の値が入力された． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH,AFMAX,AFMIN, MGSSL 

UAQE1,UAQE2,UAQE3,UFN10,UFN20,UFN30, 
UFN40 

② FORTRAN 基本関数 ... ABS,ALOG,SQRT, 
EXP,FLOAT,COSH,SINH,MAX0,AMAX1, 
AMIN1,MOD 

 
b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラムは，

積分変数ベクトル X だけを引数に持つ関数副プ
ログラムとして定義し，本サブルーチンを呼び
出す側のプログラムでその関数名を ETERNAL
文で宣言しなければならない．与えられた関数
が助変数を含むときは，これらを COMMON 文
で宣言することにより呼び出す側のプログラム
との連絡を図ること． 

② 本サブルーチンを多数回呼ぶとき，最初だけ定
数表(積分公式の分点と重みの表)を計算し，2 回
目以降は省略する．したがって，2 回目以降は
計算量がその分だけ少ない． 
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③ 本サブルーチンは，積分領域の境界付近で変化
が激しい場合に，特に有効に働き，代数特異点
及び対数特異点が境界面上に位置する場合は，
本サブルーチンの使用を第一に勧める．積分領
域が有限で，被積分関数が滑らかな関数及び振
動型の関数の場合にはサブルーチン AQMC8 を
用いた方がよい． 
積 分 領 域 が 無 限 の 場 合 で ， 被 積 分 関 数
f(x1,x2,...,xm) が xi→±∞ において，0 への収束が比
較的遅いものに対しても有効に働く．ただし，
領域内部で激しく振動する場合には，高精度な
積分値を得ることができない場合がある． 

④ 本サブルーチンは，積分領域の境界面上では関
数を計算しない．したがって，その面上で関数
値が無限大となってもかまわない．ただし，領
域内に無限大となる点があってはならない． 
ある座標軸方向 (i 番目の座標軸とする) の積分
区間が無限である場合，|xi| の大きな点での関数
値 f(x1,x2,...,xm) を必要とするので，殊に高い要
求精度を与えた場合には，関数副プログラム
FUN の中では，オーバフロー，アンダフローに
対する処置が必要である． 

⑤ パラメタ NMIN 及び NMAX 
本サブルーチンは，被積分関数の各座標軸方向
での計算回数 ni(i = 1, 2, ..., m) を 
NMIN ≤ ni ≤ NMAX 

の範囲に限定している．すなわち収束判定にか
かわりなく f(x1,x2,...,xm) は各座標軸方向に少な
くとも NMIN 回計算され，しかも NMAX 回を
超えて計算されることはない．もし，ある座標
軸方向で NMAX 回以内に積分が収束しなかっ
た場合は，その軸が x1 軸，x2 軸，x3 軸のいずれ
であるかに応じて ICON の 100, 10, 1 の位にそ
の情報を出力する． 
な お ， NMAX が 極 端 に 小 さ く ， 例 え ば
NMAX=2 と与えられたときは，被積分関数の挙
動に応じて決まる一定の値まで自動的に引き上
げている． 

⑥ 積分の近似値 S の精度 
本サブルーチンは，与えられた εa , εr に対して，
(1.2) を満たす S を求める．したがってεr=0 とお
けば，絶対誤差 εa 以内の，また εa=0 とおけば
相対誤差 εr 以内の精度で積分の近似値を求める
ことになる．しかし，関数の性質と εa , εr の値
によっては，この目的が達成できないこともあ
る．例えば，関数の計算精度に比べて εa , εr が
小さすぎる場合には，関数のある軸方向の計算
回数がその上限 (NMAX) に達しない場合でも，
丸め誤差の影響の方が大きくなり，それ以上計
算を実行しても無意味な状態を見出すことがあ
る． 
このとき軸の種類に応じて ICON の 100, 10, 1
の位にその情報を出力する．一般に，x3 軸，x2

軸だけで丸め誤差の影響が大きくなったときで

も，全体の積分値 S の精度にそれほど影響を及
ぼさないことがあり，得られた積分値が要求精
度を満足していることもある．しかし，この確
認は，誤差の推定値 ERR に基づいて行われる
べきである． 
また，注意⑤でも述べたように，ある座標軸方
向の積分が NMAX 回以内の関数計算では収束
しないこともある．このときも，ICON に情報
を出力するが，x3 軸，x2 軸だけでこの事象が起
きたときでも，得られた積分値が要求精度を満
足していることもある． 
また，サブルーチン内で定める最小の刻み幅で
積分しても収束しないことがある．これについ
ても，ICON に出力するが，以前と同様に x3 軸，
x2 軸だけでこの事象が起きても，要求精度を満
足していることもある． 
本サブルーチンは，いずれの場合も，積分の近
似値 S のほかに，絶対誤差の推定値をパラメタ
ERR に出力するので精度の目安にすることがで
きる． 
 

c. 使用例 
積分 

∫∫∫
−

−
∞

+
= 2 11 1

0 3

321
0 20 1

ex xx
dx

xxx
dxdxI  

を計算する． 
C     **EXAMPLE** 
      INTEGER*4 N 
      EXTERNAL FUN,LSUB 
      DIMENSION INT(3) 
      INT(1)=2 
      INT(2)=1 
      INT(3)=1 
      EPSA=1.0E-3 
      EPSR=1.0E-3 
      NMIN=20 
      NMAX=705 
      M=3 
      CALL AQME(M,INT,LSUB,FUN,EPSA,EPSR, 
     *      NMIN,NMAX,S,ERR,N,ISF,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,S,ERR,N 
      IF(ICON.GE.25000) WRITE(6,610) ISF 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',10X,'ICON=',I6,5X,'S=', 
     *E15.7,5X,'ERR=',E15.7,5X,'N=',I6) 
  610 FORMAT(' ',20X,'ISF=',I3) 
      END 
      SUBROUTINE LSUB(K,X,A,B) 
      DIMENSION X(2) 
      A=0.0 
      GO TO (10,20,30),K 
   10 RETURN 
   20 B=X(1) 
      RETURN 
   30 B=1.0-X(2) 
      RETURN 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      DIMENSION X(3) 
      Y=X(2)+X(3) 
      IF(Y.LT.1.0E-30) GO TO 20 
      IF(X(1).GT.80.0) GO TO 20 
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      Y=X(1)*SQRT(Y) 
      IF(Y.LT.1.0E-30) GO TO 20 
      FUN=EXP(-X(1))/Y 
      RETURN 
   20 FUN=0.0 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは，高橋，森の二重指数関数型積
分公式に基づく自動積分法を，それぞれの軸方向に
繰り返す直積型多重積分法を用いている．積分変数
xk についての積分区間が有限の場合は，サブルーチ
ン AQE，半無限の場合は，AQEH，全無限の場合は，
AQEI に用いた手法をそのまま採用しているので，
各々のサブルーチンの「手法概要」を参照されたい． 

以下では，二重指数関数型積分公式の多重積分へ
の適用法と計算手順について述べる． 

 
a. 二重指数関数型積分公式の多重積分への適用 

式 (1.1) で定義される m 重積分において，m=3
の場合を考える．積分 

( )321321
3

3

2

2

1

1

x,x,xfdxdxdxI ∫∫∫=
ψ

ϕ

ψ

ϕ

ψ

ϕ
 (4.1) 

において，各積分変数に，変数変換 

xk=φ k(tk)  ,  k=1,2,3 (4.2) 

を行って，区間 [ϕ k,ψk] を (−∞,∞) に変換すると，
(4.1) の積分は， 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )332211

332211321

                      

,,

ttt

tttfdtdtdtI

φφφ

φφφ

′′′×

= ∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−  (4.3) 

となる．(4.3) を段階的に書くと次のようになる． 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫
∞

∞−
′= dttt,t,tft,tI 3333221122112 φφφφφφ

 (4.4) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )∫
∞

∞−
′= 22222112111 dttt,tItI φφφφ  (4.5) 

( )( ) ( ) IdtttII ≡′= ∫
∞

∞−
1111110 φφ  (4.6) 

したがって，I は関数 )('))(( 11111 ttI φφ を t1 につい

て無限区間で積分したものであり，その場合
))(( 111 tI φ の値は，t1 を固定して，関数

)())(,)(( 2222112 tttI φφφ ′ を t2 について積分する

ことにより得られる．更に，関数

))()(( 22112 t,tI φφ は t1, t2 を固定して 
)('))(),(),(( 33332211 ttttf φφφφ × を t3 について積分

することにより得られる． 
ここで，式 (4.4), (4.5), (4.6) の無限積分 
Ik-1(k=1,2,3) を求めるのに台形則を適用すると， 

( ) ( )( ) ( )

3,2,1,

,,...1111

=

′= ∑
∞

−∞=
−

k

hnhnhnIhI
kn

kkkkkkkkk φφφ  

 (4.7) 

なる積分公式が得られる．ただし，hk は tk につ
いての等間隔刻み幅である． 
なお，本サブルーチンでは，式 (4.2) の変数変
換として， 

 
① ϕ k=A, ψk=B のとき (ただし，A, B は有

限値) 

( )φk k kt t=
− 



 +

+B A A B
22

3
2tanh sinh  (4.8) 

② ϕ k=0, ψk → ∞のとき， 

( )φk k kt t=




exp sinh

3
2

 (4.9) 

③ ϕ k → −∞, ψk → ∞のとき， 

( )φk k kt t=




sinh sinh

3
2

 (4.10) 

を採用する． 
b. 多重積分の収束判定 

(4.4), (4.5), (4.6) の各 Ik に対して， 

( )S I Ia r2 2 2− ≤ max ,ε ε  (4.11) 

( )S I Ia r1 1 1− ≤ max ,ε ε  (4.12) 

( )S I Ia r0 0 0− ≤ max ,ε ε  (4.13) 

を満たす Sk を段階的に求めて，最後の S0 を式 
(1.2)を満たす S としている． 
等間隔刻み台形則における刻み幅の設定，収束
判定基準，無限和 (4.7) を有限和で近似すると
きのしきい値の設定，丸め誤差の影響の検出法
については，サブルーチン AQE の「手法概
要」を参照されたい． 
 

c. 計算の手順 
手順 1…初期設定 

諸変数の初期値といろいろな判定用の定数を定
める． 

 
手順 2…分点と重み係数の計算 

INT の値に従って，積分変数の変換を行い，分
点 (φ k(tk)) と重み (φ'k(tk)) の値を計算する． 
分点と重みの個数は 2×352×3 である． 
この計算は，本サブル－チンが初めて呼ばれた
ときだけ実行され，2 回目以降呼ばれるときは
省略される． 
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手順 3…x1 軸方向の積分 ― I0 の計算 

(4.6) の I0 に対する近似値 S0 を計算する．収束
判定は (4.13) で行う．I0 の計算において必要と
なる I1(φ 1(t1)) の値は手順 4 で計算される．求っ
た S0 と，その誤差の推定値は，パラメタ S，及
び ERR に出力される． 

手順 4…x2 軸方向の積分 ― I1(φ 1(t1)) の計算  
(4.5) の I1 (φ1(t1)) に対する近似値 S1 を計算する．
収束判定は (4.12) で行う．I1(φ 1(t1)) の値は手順
5 で計算される． 

 
手順 5…x3 軸方向の積分 ―I2(φ 1(t1),φ 2(t2)) の計算 

(4.4) の I2 (φ1(t1), φ2 (t2)) に対する近似値 S2 を計
算する．収束判定は (4.11) で行う． 
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G23-11-0201  AQN9, DAQN9 

1 次元有限区間積分 
(関数入力，適応型ニュートン・コーツ 9 点則) 
CALL AQN9(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN,NMAX, 

  S,ERR,N, ICON) 
 

(1) 機能 
関数 f(x) 及び a, b, εa, εr が与えられたとき， 

( ) ( ) 




 ⋅≤− ∫∫

b

ara

b

a
dxxfdxxfS εε ,max  (1.1) 

を満たす積分の近似値 S を，ニュートン・コーツ 9 点

則に基づく適応型手法により求める． 
 
(2)  パラメタ 
A ············· 入力．積分区間の下限 a． 
B ············· 入力．積分区間の上限 b．(b≤ａでも可)． 
FUN ········ 入力．被積分関数 f(x) を計算する関数副プ

ログラム名 (使用例参照)． 
EPSA ······ 入力．積分の近似値Ｓ に対する絶対誤差

の上限 εa(≥0.0)． 
EPSR ······ 入力．積分の近似値Ｓ に対する相対誤差

の上限 εr(≥0.0)． 
NMIN ····· 入力．被積分関数の計算回数の下限． 

標準値としては 21 が適当．0≤NMIN<150． 
NMAX ···· 入力．被積分関数の計算回数の上限． 

NMAX>NMIN+8． 
標準値としては 2000 程度が適当． 
(使用上の注意④参照)． 

S ········· 出力．積分の近似値 (使用上の注意⑤参照)． 
ERR ···· 出力．積分の近似値Ｓの絶対誤差の推定値． 
N ············· 出力．被積分関数の計算回数 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 AQN9-1 参照． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, MAX0, AMAX1, 

AMIN1, ALOG, DLOG, MOD, FLOAT 
 

b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラムは，

積分変数だけを引数に持つ関数副プログラムと
して定義し，本サブルーチンを呼び出す側のプ
ログラムでその関数名を ETERNAL 文で宣言し
なければならない．与えられた関数が助変数を
含むときは，これらを COMMON 文で宣言する
ことにより呼び出す側のプログラムとの連絡を
図る (使用例参照)． 

表 AQN9-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

10000 
| 

13111 

特異点など異常点を検出した． 
1000 の位が 1 のとき代数特異点 

2 のときコーシー特異点 
3 のときその両方 

  100 の位は対数特異点 
    10 の位は不連続点 
      1 の位はその他の異常点 

があったことを表す． 

処理を続ける． 
代数特異点，対数
特異点，不連続点 
だけの場合は，Ｓ
の値は要求精度を
満たしている場合
が多い．しかしそ
の他の異常点の場
合は要求精度は得
られていない． 

20000 
| 

23111 

被積分関数の計算回数がその上
限に達しても要求精度が得られ
なかった．1000 位以下の意味
は，コード 10000~13111 の場合
と同じ． 

処理を打ち切る． 
S にはそのときま
でに得られている
近似値を出力する
が，精度は保証で
きない． 

30000 次のいずれかであった． 
① EPSA<0.0 
② EPSR<0.0 
③ NMIN<0, NMIN≥150 
④ NMAX≤NMIN+8 

処理を打ち切る． 

 
② 本サブルーチンは，広範な関数に対して使用す

ることができ，特に被積分関数 f(x) がピーク型
の関数である場合にもっとも有効である．更に
f(x) が代数特異点，対数特異点，不連続点など
の異常点を積分区間 [a,b] の端，中点，4 等分点
など，2 等分割を繰り返すことにより早期に到
達できる点に持つ場合でも有効にはたらく．し
たがって，性質のよく分からない関数をはじめ，
ピーク型の関数及び積分区間内に特異点を持つ
関数に対しては本サブルーチンの使用を第一に
勧める．ただし，精度を上げるためには，これ
らの特異点を積分区間の端で，しかも原点に位
置するように，必要ならば適当に変数変換する
ことが望ましい． 
滑らかな関数及び振動型の関数の場合はサブル
ーチン AQC8 を，特異点が積分区間の端点だけ
に位置する場合はサブルーチン AQE を使用し
た方が効率の面で良い． 
 

③ 積分区間 [a,b] 内のある点で，被積分関数 f(x) 
が無限大 (f(x)→±∞) となる場合は，あとの使用
例で挙げるように，その点での f(x) の値を適当
な有限値に置き換える (例えば 0 と置く) ことが
必要である． 

 
④ パラメタ NMIN 及び NMAX 

本サブルーチンは，被積分関数 f(x) の計算回数
を 
NMIN≤計算回数≤NMAX 

の範囲に限定している．すなわち収束判定に 
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かかわりなく，f(x) は少なくとも NMIN 回計算
され，しかも NMAX 回を超えて計算されるこ
とはない．もし NMAX 回以内に (1.1) を満たす
S が求まらなかった場合は，ICON を 20000 ~ 
21111 として処理を終える．なお NMAX が 21
未満の値であったときは，21 が与えられたもの
と見なす． 
 

⑤ 積分の近似値 S の精度 
本サブルーチンは，与えられた εa , εr に対して，
(1.1) を満たす S を求める．したがってεr=0 とお
けば，絶対誤差 εa 以内の，また εa=0 とおけば
相対誤差 εr 以内の精度で積分の近似値を求める
ことになる．しかし，関数の性質と εa , εr の値
によっては，この目的が達成できないこともあ
る．例えば，関数の計算精度に比べて εa , εr が
小さすぎる場合には，このようなことが起こり，
関数の計算回数が多くなって，NMAX 回以内で
は収束しないことがある．このときの S の値は，
それまでに得られている近似値であってその精
度は保証できない．この状態は， ICON が
20000 ~ 23111 の範囲の値をとることから知る
ことができる．なお，本サブルーチンは，いず
れの場合にも，積分の近似値 S のほかに，その
絶対誤差の推定値をパラメタ ERR に出力する
ので精度の目安にすることができる． 
 

c. 使用例 
助変数 p を 0.1 から 0.1 刻みに 0.9 まで変えて，
積分 

∫ +−1

0
))sin(( dxpxx p  

を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMMON P 
      EXTERNAL FUN 
      A=0.0 
      B=1.0 
      EPSA=1.0E-4 
      EPSR=1.0E-4 
      NMIN=21 
      NMAX=2000 
      DO 10 I=1,9 
      P=FLOAT(I)/10.0 
      CALL AQN9(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *     NMAX,S,ERR,N,ICON) 
   10 WRITE(6,600) P,ICON,S,ERR,N 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',30X,'P=',F6.3,5X, 
     *'ICON=',I5,5X,'S=',E15.7,5X, 
     *'ERR=',E15.7,5X,'N=',I5) 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      COMMON P 
      FUN=0.0 
      IF(X.GT.0.0) FUN=X**(-P)+SIN(P*X) 
      RETURN 
      END 
(4)  手法概要 

本サブルーチンは，ニュートン・コーツ 9 点則に
基づく適応型自動積分法を用いている．適応型自動
積分法というのは，被積分関数 f(x) の変化の急なと
ころでは，分点を密にとり，反対に緩やかなところ
では，疎にとるように自動的に調整する機能を具え
た方法であって，現在のところ，一般目的のための
自動積分法としては，信頼性と経済性において，最
も均衡のとれた良い方法である． 

 
a. 計算の手順 
手順 1…初期設定 

積分区間の左端 x，幅 w，積分の近似値 S の初
期値をそれぞれ x=a, w=w0=(b − a), S=0 と定める．
その他の諸変数の初期値を，種々の判定のため
の定数を求める．両端を含む積分区間の 8 等分
点での関数値 f0,  f2,  f3,  f4,  f5,  f6,  f7,  f8,  f10 と両
端の 16 等分点での関数値 f1,  f9 とを計算する 
(図 AQN9-1 参照)．これら 11 個の関数値を用い，
修正ニュートン・コーツ 9 点則 (4.5) により，

f(x) の積分区間での平均値 f を計算する． 
 

手順 2…2 等分割と情報の蓄え 
現在の部分区間 (左端 x, 幅 w) を 2 等分割する．
右半分の関数値 f6,  f7,  f8,  f9,  f10 を幅 w，打ち切
り誤差の推定値 e などと共に，スタックに蓄え
る．左半分の右端から 2 番目の 8 等分点 (図
AQN9-1 の×印の点) での関数値を計算して f8 と
する．左半分を処理するために，手順 3 へ進む． 

 
点 0, 2 ~ 8, 10 は 8 等分点 
点 1, 9 は 16 等分点 

図 AQN9-1  分点の配置 

手順 3…収束判定 
現在の部分区間の 8 等分点と両端の 16 等分点
の関数値の中で，また計算されていない 4 個の
値， f1, f4,  f6,  f9 を計算する．これら 11 個の関
数値を用いた評価式 (4.4) によって，現在の部
分区間の 9 点則による積分値の打ち切り誤差 e
を推定しこれに対して収束判定を行う．判定結
果が合格ならば，手順 7 へ進み，不合格ならば
手順 4 へ進む． 
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手順 4…異常点の検出 
現在の部分区間の端に何らかの異常点が存在す
るかどうかを調べ，その存在が認められれば手
順 6 へ進む．幅 w が，a, b, εa, εr などの入力変数
によって定められる許容最小値よりも小さくな
れば，手順 5 へ進む．上記以外の場合は手順 2
へ戻る．  
 

手順 5…異常点の存在の再検査 
緩和された検出基準を用いて異常点の存在の再
検査を行い，合格すれば手順 6 へ，さもなけれ
ば手順 7 へ進む． 
 

手順 6…異常点の処理 
検出された異常点の種類と，必要なパラメタの
値によって定められる解析的な計算を行って，
現在の部分区間の積分値を定める． 
 

手順 7…積分値の積算と情報の取出し 
正常の場合には，現在の部分区間に対する積分
値を，修正 9 点則 (4.5) で計算し，これを現在
までの S の値に積算する．異常点の場合には，
手順 6 で得られた値を S に加える．最後に蓄え
ておいた情報をスタックから取出し，新しい部
分区間における関数値 f2 を計算して，手順 3 に
戻る．もしスタックが空であれば，処理を終了
し S を積分値とする． 
 

b. ニュートン・コーツ 9 点則と誤差評価 
図 AQN9-1 に示すような，幅 w の区間に，ニュ
ートン・コーツ 9 点則を適用したときの計算値
S(x,w) は (4.1)，その打ち切り誤差 e は(4.2) で与
えられる． ただし I は積分の真値，fi は点 i に
おける被積分関数の値である． 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) }
eI

fffff

ffffwwxS

+=
−+++−

+++=

56473

82100

454010496928

5888989
28350

,

 (4.1) 

e w f
=

37
62783697715200

11 10( )

 (4.2) 

ここに f(10) は区間内の適当な点での f(x) の 10 階
導関数の値である．従来は，この e の値を推定
するために区間を 2 等分して左右の半区間にニ
ュートン・コーツ 9 点則を適用して，S(x,w/2) 
と S(x+w/2,w/2) とを計算しこれらの和と S(x,w) 
とから (4.3) の計算を行った． 

( ) ( ) ( )( ){ }e S x w S x w S x w w≈ − + +
1024
1023

2 2 2, , ,   

 (4.3) 

このようにすると新たに 8 個の関数値を計算し
なければならない．ところが，(4.2) から明らか
なように，e を推定するには f(10)を推定すればよ

く，それには 11 個の関数値があればよい．し
たがって新たに 2 個の関数値を計算するだけで
十分である．本サブルーチンでは，図 AQN9-1
に示すように，区間の 8 等分点と，二つの 16
等分点 1，9 に基づく 10 次数値微分公式 (4.4) 
によって e を推定する． 

( ) ( ){
( ) ( )7382

91100

3822027720

163843003
468242775

2383

ffff

ffffwe

+−++

+−+≈
 

( ) }564 6435056056 fff −++  (4.4) 

e の値が収束判定基準 (4.7) を満足したとき，こ
の e の値をニュートン・コーツ 9 点則の値
S(x,w) から差し引いて，より良い近似値を計算
する．本サブルーチンでは，この計算を (4.1) 
と (4.4) を経由しないで、(4.1) の右辺と (4.4) の
右辺の解析的な差として得られる．修正ニュー
トン・コーツ 9 点則  

( ) ( ){
( ) ( )7382

91100

15035529663216384

7759462418447429
936485550

ffff

ffffw

++++

+++

( ) }564 15479178081233152 fff +++  (4.5) 

によって直接行っている．(4.1) は関数値に乗ぜ
られる重み係数の符号が一定でないのに対して，
(4.5) は符号がすべて正であって，数値的安定性
の高い，好適な積分公式である． 
 

c. 収束判定基準 
大域的な自動積分法とは異なり，適応型の自動
積分法では各々の部分区間ごとに収束判定を行
わなければならない．最終的に得られる積分値
S が，(1.1)の規準を満足するようにするために，
従来から行われている判定規準は 

( ) 0,max wwSe ra ′≤ εε  (4.6) 

である．ただし，S’ は ( )∫
b

a
dxxf の近似値，w0

は全積分区間の幅 b − a である．この式は許容
誤差を各部分区間に，その幅に比例して分配し
ようという，自然な考えに基づくものである．
しかしながら，本サブルーチンにおけるように，
推定誤差を積分値から差し引いて誤差の主要項
を消去している場合には，一般に得られた近似
値は，要求精度を大幅に上廻る精度を持つもの
と考えられる．したがってこのような場合に，
真正直に (4.6) を用いるのは，あまりにも保守
的である．むしろ，全体の精度への影響の小さ
い，短い区間に対しては判定規準を積極的に緩
和して，早めに処理を終了して無駄な関数計算
の節約を図るのが得策である．本サブルーチン
では，そのような試みの一つとして，(4.7) を採
用している． 
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( ) ( )wwwwSe ra 020 log,max ⋅′≤ εε  (4.7) 

(4.7) は理論的根拠に欠けるが，実際的な見地か
らは十分効力のある方式であるといえる．なお 
(4.7) の S’はそのとき現在の S，x と，手順 1 で

計算された f(x) の平均値 f を用いて 

( )′ = + −S S f b x  (4.8) 

として計算される． 
 

d. 異常点の検出と処理 
積分区間が異常点を含む場合を考えよう．ここ
に異常点としては，不連続点，対数特異点及び
代数特異点を取り上げる．ただし代数特異点と
しては，通常の積分の意味では発散するがコー
シーの主値積分の意味で収束するようなものも
含めるものとし，これをコーシー特異点という．
以上のような異常点において関数値が無限大と
なる場合には，これを適当な有限値，例えば 0
で置き換えるものとする．さて,  部分区間が異
常点を含む場合には，(4.4) の e は収束判定基準
を満足しないので，区間の細分化が進行し，異
常点をこの内部又は端に含む，区間の列が得ら
れる．異常点が積分区間の 2m 等分点の一つに
位置していると仮定しよう．ただし m は正の整
数である．この場合には，細分化のある段階か
らは，異常点は区間の端に固定され，この端点
を共有する，長さが次第に半減する区間の列{Ii, 
i=1,2,...}がえられる．簡単のために，異常点は
原点 x=0 であり，区間の左端に位置するものと
仮定する．(図 AQN9-2 参照)  

 
図 AQN9-2  異常点の検出 

ここで打ち切り誤差 e を区間の幅 w で正規化し

た，正規化誤差 wee =~
を考えよう．上の区間 II

での ~e の値を ~ei とする． ~ei はそれぞれの区間の
左端の異常点に関して相似の位置にある点での
関数値の，区間の幅に無関係な係数による同じ
一次結合であり，その係数の和は 0 であること
を考え合わせると，次のことがわかる． 
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~ei が上のどれかの挙動を示すとき，その時の部
分区間の積分値は，それぞれ以下のようにして
計算される． 
 
1． 不連続点…. 不連続点での跳躍量をδとす 

 ると (4.4) から 

e~
30032383

468242775
×

=δ  (4.8) 

である．この δ だけのずれが f0 に加わって
いるから，f0 − δ をあらためて f0 として，
(4.5) を計算すればよい． 
 

2． 対数特異点…特異点の近傍での関数形を 

f(x)=αlogx+β (4.9) 

とする．(4.4) から 

d
2log30032383

468242775
××

=α  (4.10) 

となることがわかる． 

( ) ( )( )
( ) ( ) β

βα

+==

+−== ∫
2log2

,1log

5

0

wwff

wwdxxfI
w

 

を考慮すると 

I = w(f5+α(log2 − 1)) (4.11) 

と計算できる． 
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3． 代数特異点…特異点の近傍での関数形を 

( ) γβα ++= +1pp xxxf  (4.12) 

とする．特異点の次数 p は 

p=log2r (4.13) 

によって得られる． α, β, γ を f0, f5=f(w/2), 
f10=f(w), γ, ~e (最後の ~ei ), ~ ′e ( ~e のひとつ前の ~ei ) 
から計算し，これらを用いて 

( ) 









+

+
+

+
==

+

∫ γβα
21

1

0 p
w

p
wwdxxfI

ppw
 (4.14) 

を解析的に計算する． 
 

4． コーシー特異点…ある区間の右端で代数特異点
が検出され，その次数 p が p ≤ −1であるとする． 
 

同じ特異点が右に隣接する区間の左の端点とし
て同じ次数 p の代数特異点であり，その主要部
が左の区間での主要部と相打ち消し合うとき，
これをコーシー特異点として取り扱う．当該部
分の積分は，被積分関数から，主要部を取り除
いたものの積分として計算される． 
 

e. 種々の情報の蓄え 
手順 2 では，右半分の区間の 5 個の関数値 f6,  f7,  
f8,  f9,  f10  (後で右半分の f3,  f5,  f7,  f8,  f10として，
再利用される)，右半分の幅 w，log2(w0/w) の値，
異常点の検出のために必要な 3 個の量 ~ei , ∆ ~ei , 
∆ ~ei /∆ ~ei+1 , 総計 10 個の情報をスタックに蓄える．

これらは手順 7 で最後に蓄えたものから逆順に
取り出されて再利用される．スタックの深さは
すべて，60 に取ってある．したがって，必要な
器量容量は 600 である． 
なお，詳細は参考文献 [96]，[97] を参照のこと． 
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A21-12-0101  ASSM, DASSM 

行列の和 (実対称行列) 
CALL ASSM(A,B,C,N,ICON) 

 
(1)  機能 

n × n の実対称行列 A と実対称行列 B の和 C を求
める． 

C=A+B 

ここで，C は n × n の実対称行列である． 
n≥1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A．対称行列用圧縮モード． 

大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列． 
B ············· 入力．行列 B．対称行列用圧縮モード． 

大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列． 
C ············· 出力．行列 C．対称行列用圧縮モード． 

大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列． 
(使用上の注意①参照) 

N ············· 入力．行列 A, B 及び C の次数 n． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 ASSM-1 参照． 
 

表 ASSM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 N<1 であった． 処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ...なし． 

b. 注意 
① 配列 A あるいは，B 上の内容を保存する必要の

ない場合は，次のように呼び出すことにより領
域が節約できる． 
・ 配列 A の内容が不要の場合． 

CALL ASSM(A,B,A,N,ICON) 
・ 配列 B の内容が不要の場合． 

CALL ASSM(A,B,B,N,ICON) 
この場合，行列 C は配列 A あるいは，B 上に得
られる． 
 

c. 使用例 
実対称行列 A, B の和を求める．n≤100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(5050),C(5050) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
   10 READ(5,100) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,200) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,200) (B(I),I=1,NT) 
      CALL ASSM(A,B,C,N,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PSM(IA,1,A,N) 
      CALL PSM(IB,1,B,N) 
      CALL PSM(IC,1,C,N) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     *'** MATRIX ADDITION **') 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PSM は，実対称行
列を印刷するものである．プログラムは，サブ
ルーチン MGSM の使用例に記載されている． 
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A25-31-0201  ASVD1, DASVD1 

実行例の特異値分解 (ハウスホルダー法，QR 法) 
CALL ASVD1(A,KA,M,N,ISW,SIG,U,KU,V,KV,VW, 

 ICON) 
 

(1)  機能 
m × n の実行例 A をハウスホルダー法，QR 法によ

り特異値分解する． 

A=UΣ V T (1.1) 

ここで，l=min(m,n) として，U 及び V は m × l 及
び n × l の行列であり， 

l=n(m≥n) のとき，UTU=VTV=VVT=In 
l=m(m<n) のとき，UTU=UUT=VTV=Im 
である．Σ はΣ=diag(σi),σi≥0 なる l 次の対角行列

であり，σi を A の特異値という．また，特異値σi は
行列 ATA 固有値の正平方根であり，V の第 i 列は対
応する固有ベクトルである． 

m≥1, n≥1 であること． 
行列 A, U, Σ, V の寸法の関係については図

ASVD1-1 を参照のこと． 

 
図 ASVD1-1  特異値分解の各行列の寸法の関係 

(2) パラメタ 
A ············· 入力. 行列 A． 

A(KA,N) なる 2 次元配列． 
(使用上の注意参照)． 

KA ·········· 入力．配列 A の整合寸法 (≥M)． 
M ············ 入力．行列 A と U の行数 m． 
N ············· 入力．行列 A, U の列数，V の行数 n． 
ISW ········ 入力．制御情報． 

ISW=10d1+d0．ただし，0≤d0, d1≤1． 
d1=0 のとき行列 U を求めない． 
d1=1 のとき行列 U を求める． 
d0=0 のとき行列 V を求めない． 
d0=1 のとき行列 V を求める． 

SIG ········· 出力．行列 A の特異値． 
大きさ l の 1 次元配列． 
(使用上の注意④参照)． 

U ············· 出力．行列 U． 
U(KU,N) なる 2 次元配列． 
(使用上の注意参照)． 

KU ·········· 入力．配列 U の整合寸法 (≥M)． 
V ············· 出力. 行列 V． 

V(KV,K) なる 2 次元配列．K= min(M+1,N)． 
(使用上の注意参照) 

KV ·········· 入力．配列 V の整合寸法 (≥N)． 
VW ········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 ASVD1-1 参照． 
 

表 ASVD1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

15000 ある特異値が求められなかっ
た． 

処理を打ち切
る． 

30000 M<1,N<1,KA<M,KU<M,KV<N
又は ISW≠0,1,10,11 であった． 

処理を打ち切
る． 

 
(3)  使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... MIN0, MOD, SIGN, 

SQRT, AMAX1, ABS 
 

b. 注意 
① 特異値分解により求められる分解要素 U, Σ及び

V を用いるならば，元の行列 A の一般逆行列 A+

又は，連立 1 次方程式 Ax=b の最小二乗最小ノ
ルム解が求められる．(説明は「3.5 最小二乗
解」参照)． 
しかし，このような場合，そのための専用サブ
ルーチン GINV 又は LAXLM を利用する方が効
果的である． 

② 特異値分解は，応用の広い有効な方法である
(“3.5 最小二乗解”参照) が，計算量が非常に
多いことが欠点である．したがって U，V など
は，必要がなければ計算しないようにすること
が望ましい．入力パラメタ ISW はそのためのも
のである． 
U，V を計算しないときは，これらを参照しな
いので，これらに対応する実引数は，2 次元配
列である必要がなく変数でよい． 

③ 本サブルーチンでは，記憶容量節約のために，
U 又は V の中のどちらか一方を A の上に重ね書
きできるように配慮されている．A を保存する
必要がない場合に，U 又は V に対応する実引数
として A を書くことにより目的を達成すること
ができる． 

④ 特異値はすべて非負で，大きさの減少する順に
格納される．ただし，ICON = 15000 の場合には，
非負のものだけが求められた特異値で，その他
のものは -1 となっており，特異値も大小順にな
っていない． 
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⑤ 本サブルーチンは，行列 A の行数 m と列数 n の
大小関係において何ら制約がない，つまり A が
縦長行列，正方行列又は横長行列であっても，
本サブルーチンは，特異値分解を行うことがで
きる． 

 
c. 使用例 

m × n 行列 A の特異値分解を行い，すべての特
異値と，対応する V の列ベクトルを出力する．
ただし，U は計算せず，V を A の上に重ね書き
するものとする． 
1 ≤ n ≤ 100，1 ≤ m ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),SIG(100), 
     *          VW(100) 
   10 READ(5,500) M,N 
      IF(M.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      WRITE(6,600) M,N 
      DO 20 I=1,M 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL ASVD1(A,100,M,N,1,SIG,A,100, 
     *           A,100,VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.15000) GO TO 10 
      CALL SVPRT(SIG,A,100,N,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',20X,'ORIGINAL MATRIX', 
     *5X,'M=',I3,5X,'N=',I3/) 
  610 FORMAT('0',4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     *E14.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 
      SUBROUTINE SVPRT(SIG,V,K,N,M) 
      DIMENSION SIG(N),V(K,M) 
      WRITE(6,600) 
      DO 20 INT=1,M,5 
      LST=MIN0(INT+4,M) 
      WRITE(6,610) (J,J=INT,LST) 
      WRITE(6,620) (SIG(J),J=INT,LST) 
      DO 10 I=1,N 
   10 WRITE(6,630) I,(V(I,J),J=INT,LST) 
   20 CONTINUE 
      RETURN 
  600 FORMAT('1',20X, 
     *'SINGULAR VALUE AND EIGENVECTOR') 
  610 FORMAT('0',10X,5I20) 
  620 FORMAT('0',5X,'SV',3X,5E20.7/) 
  630 FORMAT(5X,I3,3X,5E20.7) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン SVPRT は，特異値
と固有ベクトルを印刷するものである． 

 
(4) 手法概要 

m × n 行列 A をハウスホルダー法，QR 法により
(4.1)のとおり特異値分解を行う． 

 
A=UΣ V T (4.1) 

ここで，l=min(m,n) として，U 及び V は，m × l 及
び n × l の行列，Σ はΣ=diag(σi),σi≥0 なる l 次の対角
行列である．かつ 

l=n(m≥n) のとき UTU=V TV=VV T=In 
l=m(m<n) のとき UTU=UUT=VTV=Im 

 
である． 
なお，σi なる量を A の特異値という． 
 
本サブルーチンでは，m と n の大小関係については
制限を設けず，どのような長方形行列をも分解する
ことができる．しかしながら，実際に必要となるの
は，m≥n の場合が多いので，以下の説明では、簡単
のために m≥n と仮定する． 
 
a. 本サブルーチンにおける計算手順 

本サブルーチンでは，次の 2 段階の手順で (4.1) 
の特異値分解を行う． 
(a) m × n 行列の上 2 重対角行列への変換 (ハウ

スホルダー法)  
2 つのハウスホルダー変換の列 P1,...,Pn ，
Q1,...,Qn−2 を，行列 A の左と右から交互に
作用させて， 

J0=Pn…P1AQ1…Qn−2 (4.2) 

を図 ASVD1-2 に示すような，上 2 重対角
行列に変換する． 
 

 
図 ASVD1-2  上 2 重対角行列の構造 

A1=A から始めて， 

nkkkk ,,1, ...2/1 ==+ APA  (4.3) 

2,,1, ...2/11 −== ++ nkkkk QAA  (4.4) 

と定義する． Ak=(aij
 (k)) として，Pk を 

mkja k
ik ,,1,0 ...)2/1( +==+  

が成り立つように，そして Qk を 

nkja k
kj ,,2,0 ...)1( +==+  

が成り立つように定めればよい． 
そのためには， 

nkbk
T
kkk ,,1, ...=−= xxIP  (4.5) 

2,,1, ... −=−= nkck
T
kkk yyIQ  (4.6) 

とすればよい．ただし， 
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である． 
 
(b) 上 2 重対角行列の対角行列への変換 (QR

法) 
二つの直行変換の列 Si, Ti, i=0,1,...を適当に
選び，J0 の左右から作用させて順次 

ii
T
ii TJSJ =+1  (4.8) 

を作り，Ji+1 が対角行列Σに収束するように
する．すなわち，ある整数 q に対して 

qq TTJSS ...... 00
T
0

T=Σ  (4.9) 

となるようにする． 
以上により，行列 A は対角行列化され，変
換行列 U と V は，(4.1), (4.2) 及び (4.9) よ
り 

qn SSPPU ...... 01=  (4.10) 

qn TTQQV ...... 021 −=  (4.11) 

と表される．これらは，変換行列を逐次右
から乗ずることにより生成することができ
る． 
ところで，(4.8) における変換行列 Ti は，
M J Ji i

T
i= なる対称 3 重対角行列が，対角

行列に収束するように選び，一方変換行列
Si は，すべての Ji が上 2 重対角行列になる
ように選ぶこと． 
 

b. QR 法における変換行列の選び方 
(4.8) における変換行列 Ti 及び Si の選び方につ
いて説明する． 
簡単のために，次のような記号を用いる． 

.,,,,, 1 JJMJJMTTSSJJJJ TT
iiii ≡≡≡≡≡≡ +  

J から J への変換は，ギブンスの 2 次元回転変

換を J の右及び左から交互に作用させることに
より達成される． 

n
TT

n
T
n RRJRLLLJ ...... 3221−=  (4.12) 

ここに， 

 
であり，また Rk はθk をφ k に代えて同様に定義
される．角θk, k=2,...,n と角φk, k=3,...,n をを適当

に定めれば，任意のφ2 に対して J が上 2 重対角

行列になるようにできる．すなわち，次のよう
にすればよい．以下，J=(jij) とする． 
R2 によって，非零要素 j21 が発生する． 
L2

T によって，j21 を消去すると，非零要素 j13 が
発生する． 
R3 によって，j13 を消去すると，非零要素 j32 が
発生する． 
Rn によって，jn-2n を消去すると，非零要素 jnn-1

が発生する． 
Ln

T によって，jnn-1 を消去する． 
以上の経過を，n=5 の場合について図 ASVD1-3
に示す． 

 
図 ASVD1-3  非零要素の推移 (n=5) 

 S=L2L3 … Ln (4.13) 
 T=R2R3 … Rn (4.14) 

とおくと，(4.12) から 

 J=STJT (4.15) 

であり，J が上 2 重対角行列であることから， 

MTTJJM TT ==  (4.16) 

は，M と同様に対称 3 重対角行列となる． 
ところで，最初の回転角φ 2，つまり最初の変換
R2 は未定であったが，これを適当に定めて
(4.16) の変換が，原点移動量 s を伴う QR 変換
であるようにできる． 
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すなわち，(4.17) のような QR 変換であるよう
にできる． 

sss MTTM T=  (4.17) 

ここに， 

上三角行列:

T

s

ss

sss

ss

s

s

R

ITT

MITR

RTIM

=

=+

=−

 

である． 
このためには，R2 の第 1 列が M − sI の第 1 列に
比例するようにすればよい．原点移動量 s は，
QR 法と同様に，M の右下の 2 次の小行列の固
有値の中の，絶対値が小さいものとして定めら
れる．実際には，Ts と T は同じであることが確
かめられる． 
 

c. QR 法の収束判定及び直和分解収束の判定は次
のようにする． 

 

1ε≤ne  (4.18) 

となったら，|qn|を特異値として採択し，行列の
次数を 1 だけ下げる．ただし， 
 

u
∞

= 01 Jε  (4.19) 

であり u は丸めの誤差の単位である． 
もしも，k ≠ n なる k について 
 

1ε≤ke  (4.20) 

となったら，行列を二つの小行列の直和に分解
し，各々の小行列を別々に処理する． 
もしも k≠1 なる k について， 

1ε≤kq  (4.21) 

となったときには，第 k 列に関するギブンスの
2 次元回転変換を J の右から，次のように作用
させる． 
 

ek≡jk-1,k を消去すると，jk-2,k と jk,k-1 が発生する． 
jk-2,k を消去すると， jk-3,k と jk,k-2 が発生する． 

     .................................................................... 
j1,k を消去すると，jk,1 が発生する． 
 
このようにして，行列は次の形となる． 

 
ところが，変換行列の直交性により， 
 

2
1

222
1

2
2

2
1 ... εδδδ ≤=++++ −

− kkk qq  (4.22) 

が成り立つ．したがって，δ1, δ2,..., δk-1 はすべて

絶対値がε1 以下となり， 行列 J は 2 つの小行列
に分解することができる． 
なお，一つの特異値あたり 30 回の反復で QR 法
が収束しない場合には，処理を打ち切り，まだ
定められていない特異値を -1 とする． 
なお，詳細については，参考文献 [11] を参照す
ること． 
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A52-31-0302  BDLX, DBDLX 

LDLT 分解された正値対称バンド行列の連立 1 次方程式 
CALL BDLX(B,FA,N,NH,ICON) 

 
(1) 機能 

LDLT 分解された正値対称バンド行列を係数に持
つ連立 1 次方程式 

LDLTx=b (1.1) 

を解く．ただし L ，D はそれぞれ n × n ，下バンド幅
h の単位下バンド行列と対角行列，b は n 次元の実定
数ベクトル，x は n 次元の解ベクトルである． n>h≥0
であること． 
 
(2) パラメタ 
B ············· 入力．定数ベクトル b. 

出力．解ベクトル x. 
大きさ n の 1 次元配列. 

FA ··········· 入力．行列 L と 行列 D-1.図 BDLX-1 参照． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n(h+1) - h(h+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列 L ，D の次数 n. 
NH ·········· 入力．下バンド幅 h. 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BDLX－1 参照． 
 

 
 
［注意］ 配列 FAに行列 D-1+(L-I) の対角部分及び下バンド部分

を，対称バンド行列用圧縮モードで格納する． 

図 BDLX-1 行列 L 及び D-1 の格納方法 

表 BDLX-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 係数行列が正値でなかった． 処理は続行する. 
30000 NH<0 又は NH≥N であった． 処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II .... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンでは行列 L のバンド部分の外側

にある要素にかかわる計算は省略しているので
正値対称行列用のサブルーチン LDLX よりも処
理が速い． 

② FA には LDLT 分解された結果の係数行列が対称
バンド行列用圧縮モードで格納されていなけれ
ばならない．更に，行列 D については D－1とし
てその対角要素を入力する必要があるので注意
すること． 
本サブルーチンを，サブルーチン SBDL に続け
て呼び出すことにより，連立 1 次方程式を解く
ことができる．しかし，通常は，サブルーチン
LSBX を呼び出せば，一度に解が求められる． 

 
c. 使用例 

n × n，上，下バンド幅 h の係数行列をサブルー
チン SBDL で LDLT 分解し，連立 1 次方程式を解
く．n≤100，h≤50 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(3825),B(100) 
   10 READ(5,500)N,NH 
      IF(N.EQ.0)STOP 
      NH1=NH+1 
      NT=N*NH1-NH*NH1/2 
      READ(5,510)(A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,640) 
      L=0 
      LS=1 
      DO 20 I=1,N 
      L=L+MIN0(I,NH1) 
      JS=MAX0(1,I-NH) 
      WRITE(6,600)I,JS,(A(J),J=LS,L) 
   20 LS=L+1 
      CALL SBDL(A,N,NH,1.0E-6,ICON) 
      WRITE(6,610)ICON 
      IF(ICON.GE.20000)STOP 
      READ(5,510)(B(I),I=1,N) 
      CALL BDLX(B,A,N,NH,ICON) 
      WRITE(6,610)ICON 
      DET=A(1) 
      L=1 
      DO 30 I=2,N 
      L=L+MIN0(I,NH1) 
   30 DET=DET*A(L) 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,620)(B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,630)DET 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(' ','(',I3,',',I3,')' 
     */(10X,5E17.8)) 
  610 FORMAT(/10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(/10X,'SOLUTION VECTOR' 
     *//(10X,5E17.8)) 
  630 FORMAT(/10X, 
     *'DETERMINANT OF COEFFICIENT MATRIX=', 
     *E17.8) 
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  640 FORMAT(/10X,'INPUT MATRIX') 
      END 

 
(4) 手法概要 

連立 1 次方程式 

LDLTx=b (4.1) 

を解くことは，次の二つの方程式 

Ly=b (4.2) 
LTx=D-1y (4.3) 

を解くことに帰着される． 
a. Ly=b を解く(前進代入) 

niylby
i

hik
kikii ,,1, ...

1

),1max(

=−= ∑
−

−=

 (4.4) 

なる式で逐次求める．ただし， 

( ) ( ) ( )n
T

n
T

ij bbyyl ,,,,,, ...... 11 === byL  

である． 
 

b. LTx=D-1y を解く(後退代入) 

1,,, ...
n)h,+min(i

1

1 nixldyx
ik

kkiiii == ∑
+=

−  (4.5) 

なる式で逐次求める．ただし， 

D-1 = diag(di
-1), xT=(x1, ..., xn). 

である． 
 

なお，詳細については，参考文献 [7] を参照するこ
と. 
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E12-32-1102  BICD1, DBICD1 

B-spline 2 次元補間式 (I-I). 
CALL BICD1(X,NX,Y,NY,FXY,K,M,C,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

xy 平面上の格子点 (xi, yj), (x1< x2< ...< xnx, y1< y2< ...< 
yny) において関数値， fi,j=f(xi,yj) が与えられ, 更に周囲
において偏微係数 fi,j

(λ,μ), i=1,nx, j=1, ny, λ=1, 2, ..., (m 
− 1)/2, μ=1,2, ..., (m − 1)/2 が与えられたとき，双 m（奇
数）次の B-spline 2 次元補間式  

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

1

1

1

1
1,1,,,

y xn

m

n

m
mm yNxNcyxs

β α
βαβα  (1.1) 

の補間係数 cα,β を求める． 
m≥3, nx≥2, ny≥2 であること． 
尚，後節での参照のため，関数値などの

jif ,
ˆ  を次の

ように定義する．（但し，l=(m − 1)/2）．また
jif ,

ˆ を

行列の要素として並べたものを図 BICD1-1 に示す． 
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図 BICD1-1  関数値などの 

jif ,
ˆ  (但し，l=(m-1)/2) 
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(2) パラメタ 
X ············· 入力．x 方向の離散点 xi． 

大きさ nx の 1 次元配列． 
NX ·········· 入力． xi の個数 nx. 
Y ············· 入力．y 方向の離散点 yj． 

大きさ ny の 1 次元配列. 
NY ·········· 入力．yj の個数 ny.  
FXY ········ 入力．関数値などの

jif ,
ˆ . 

FXY (K,NY+M-1)なる 2 次元配列． 
FXY (I,J) に 

jif ,
ˆ を代入する．（図 BICD1-1

参照） 
K ············· 入力．2 次元配列 FXY 及び C の整合寸法

(K≥NX+M-1). 
M ············ 入力．B-spline の次数 m. 

（使用上の注意②参照）． 
C ············· 出力．補間係数 cα,β. 

C(K,NY+M-1)なる 2 次元配列． 
C(I,J)には，c-m+i,-m+j が出力される. 

VW ········· 作業領域．次式で示す大きさの 1 次元配列. 
{max(nx,ny)+1}(m+2)-3+(m+1)2/2. 

ICON ······ 出力．コンディションコード 
表 BICD1-1 参照． 

 
表 BICD1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 次のいずれかであった． 
(a) M が奇数でない． 
(b) xi≥xi+1 なる xi がある． 
(c) yj≥yj+1 なる yj がある． 
(d) M<3 
(e) NX<2 又は NY<2 

処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UMIO1, UCIO1, UBAS1, ULUI1 
② FORTRAN 基本関数 ... MOD, FLOAT 
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b. 注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BIFD1

を呼び出すことにより，B-spline 2 次元補間式 
(1.1) に基づく補間値あるいは偏微分値あるいは
二重積分値を求めることができる．その時，パ
ラメタ X, NX, Y, NY, K, M, C の値は BIFD1 の入
力となる. 

② 次数 m は 3 又は 5 程度がよい.倍精度では，元の
関数がおとなしく，

jif ,
ˆ が高精度で与えられてい

るならば，もう少し次数を高くしてもよい．し
かし 15 が限界である． 

 
c. 使用例 

サブルーチン BIFD1 の使用例参照． 
 

(4) 手法概要 
ここで求める B-spline2 次元補間式 S(x,y) は，サブ

ルーチン BIC1 が求める B-spline 補間式 (I) をそのま
ま 2 次元へ拡張したものである．すなわち S(x,y) は領
域 ( ){ }

yx nxn yyyxxxyxR ≤≤<≤= ,, 1  上で定義され，

次の条件を満たす関数である． 
(a) (x,y) は各部分領域 

( ){ }R x y x x x y y yi j i i j j, , ,= ≤ < ≤ <+ +1 1  

で，高々，双 m 次 の多項式である．双 m 次とは
x 方向， y 方向共に m 次であることをいう． 

(b) ( ) 1,1, −−∈ mmCyxS  [R].すなわち λ=0, 1, ..., m-1, 
µ=0,1,..., m-1 とするとき 

( )∂
∂ ∂

λ µ

λ µ

+

x y S x y,  

が存在してしかも連続である． 
(c) ( ) yxjiii njnifyxS ,,2,1,,,2,1,, ......, ===  

( )
( ) ( ) 21,...,2,1,21,...,2,1

,1,,1,, ),(
,

),(

−=−=

===

mm
njnifyxS yxjiji

µλ

µλµλ

 

(a)，(b)を満たす S(x,y) は cα,β を任意定数として， 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

1

1

1

1
1,1,,,

y xn

m

n

m
mm yNxNcyxS

β α
βαβα  (4.1) 

と書き表すことができる．ここで Nα,m+1(x), 
Nβ,m+1(y) は共に m 次の B-splines で(4.2),(4.3)で表
す. 

( ) ( ) [ ]xsssgssxN mmmm ;,...,, 11111, +++++++ −= αααααα  (4.2) 

( ) ( ) [ ]ytttgttyN mmmm ;,...,, 11111, +++++++ −= ββββββ  (4.3) 

ただし点列 {si} ， {tj} は 1 次元の B-spline 補間
式(I)の場合と同じようにとる． 
ここで iN ,

ˆ
α , 

iN ,
ˆ

β
 を次のように定義する． 

( )
( )
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( )
( )
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さて (4.1) の係数 cα,βは，補間条件としての，(c) よ
り一意的に決定される．(c) は (4.1)を使って, 

∑ ∑
−

+−=

−

+−=
=







1

1
,,

1

1
,,

ˆˆˆy xn

m
jij

n

m
i fNNc

β
β

α
αβα  (4.4) 

と書けるが，これはいくつかの行列を定義する
ことによって，もっと簡単に書き直すことがで
きる．すなわち，行列 F, C, Φ, Ψ を以下のよう
に定義する. 
• F は jif ,

ˆ  を要素とする(nx+m − 1) 行 (ny+m − 1) 

列の行列 
• C は cα,β を要素とする(nx+m − 1) 行 (ny+m − 1) 

列の行列 
• Φ は第 i 行が iN ,

ˆ
α : α= −m+1, − m+2,..., nx − 1 か

ら成る(nx+m−1) 行 (nx+m−1) 列の行列． 
• Ψ は第 j 行が 

jN ,
ˆ

β
 : β = −m+1, −m+2,..., ny-1 か

ら成る(ny+m-1) 行 (ny+m−1) 列の行列． 
 

これらを使えば，(4.4) は 

ΦC FΨ T =  (4.5) 

と書ける．そこで目的の行列 C は，次のように
して解くことができる．まず 

ΨX F= T  (4.6) 

を (nx+m − 1) 組の(ny+m − 1) 元連立 1 次方程式と
見なして X について解く．続いて 

ΦC X= T  (4.7) 

を (ny+m − 1) 組の (nx+m − 1) 元連立 1 次方程式と
見なせば，C について解くことができる．行列 Φ 
及び Ψ は 1 次元の B-spline 補間式 (I).（サブルー
チン BIC1 参照）を求める際の連立 1 次方程式に
現れる係数行列と全く同じ形状をしている． 
本サブルーチンでは(4.6),(4.7)の連立 1 次方程式
をクラウト法（LU 分解法）で解いている（スレー
ブサブルーチン UMIO1,UCIO1,ULUI1 使用） 
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E12-32-3302  BICD3, DBICD3 

B-spline 2 次元補間式 (III-III) 
CALL BICD3(X,NX,Y,NY,FXY,K,M,C,XT,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

xy 平面上の格子点 (xi, yj) (x1< x2< ...< xnx, y1< y2< ...< 
yny) において関数値 fij=f(xi,yj) が与えられたとき，双 m
（奇数）次の B-spline2 次元補間式，  

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

mn

m

mn

m
mm

y x

yNxNcyxS
1 1

1,1,,
β α

βαβα ,  (1.1) 

の補間係数 cα,β を求める． 
ここで S(x,y) の節点は，x 方向には (1,2)，y 方向に

は (1.3) のように採る（図 BICD3-1 参照） 
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2/)1(

1

mnix
mnix

ix
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x
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+−=

−=

=

= −+

1,

,...,3,2,

1,

2/)1(

1

mnjy
mnjy

jy

yn

ymjj

y

η   (1.3) 

m≥3, nx≥m+2, ny≥m+2であること． 

(2) パラメタ 
X ············· 入力． x 方向の離散点 xi． 

大きさ nx の 1 次元配列. 
NX ·········· 入力．xi の個数 nx. 
Y ············· 入力．y 方向の離散点 yj. 

大きさ ny の 1 次元配列． 
NY ·········· 入力．yj の個数 ny 
FXY ········ 入力．関数値 fij． 

FXY(K,NY)なる 2 次元配列. 
FXY(I,J) には fij を入力する． 

K ············· 入力．2 次元配列 FXY 及び C の整合寸法
(K≥NX). 

M ············ 入力．B-spline の次数 m. 
（使用上の注意②参照）. 

C ············· 出力．補間係数 cα,β. 
C(K,NY)なる 2 次元配列. 
C(I,J)には c-m+i,-m+j を出力する. 

XT ·········· 出力．節点列 {ξi} 及び {ηj}. 
大きさ(nx −m+1) + (ny − m+1)の 1 次元配列. 
{ξi}，{ηj}の順に出力する． 

VW ········· 作業領域．次式で示す大きさの 1 次元配列． 
{max(nx,ny)-2}m + 2(m+1)+2max(nx,ny). 

ICON ······ 出力．コンディションコード. 
                表 BICD3-1 参照. 

 
図 BICD3-1  節点列 { ξi }{ηj} (nx=ny=7, m=3 の場合) 
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表 BICD3-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし.  

30000 次のいずれかであった． 
① M が奇数でない. 
② NX<M+2 又は NY<M+2 
③ xi≥xi+1 なる xiがある． 
④ yj≥yj+1 なる yj がある． 
⑤ M<3 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UMIO3, UCIO3, UBAS1, ULUI3 
② FORTRAN 基本関数 ... MOD, FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BIFD3

を呼び出すことにより，B-spline 2 次元補間式 
(1.1) に基づく補間値あるいは偏微分値あるいは
二重積分値を求めることができる．そのとき，
パラメタ X，NX, Y, NY, K, M, C, XT の値は
BICD3 の入力となる． 

② 次数 m は 3 又は 5 程度がよい．倍精度では，元
の関数がおとなしく，fij が高精度で与えられてい
るならば，もう少し次数を高くしてもよい．し
かし 15 を超えるとよくないといわれている． 

 
c. 使用例 

サブルーチンBIFD3の使用例参照． 
 

(4)  手法概要 
ここで求める B-spline 2 次元補間式 S(x,y) は，サブ

ルーチン BIC3 が求める B-spline 補間式 (III) をそのま
ま 2 次元へ拡張したものである．すなわち，x 方向，
y 方向の節点列 {ξi}, {ηj}をそれぞれ (1.2), (1.3) のよう
にとるとき，S(x,y) は領域 

R={(x,y) | x1 ≤ x ≤ 
xnx ,  y1 ≤ y ≤ 

yny } 

上で定義され，次の条件を満たす関数である． 
(a) S(x,y) は各部分領域 

Ri, j = ( ){ 1, +≤≤ ii xyx ξξ  }η ηj jy≤ ≤ +1  

で高々，双 m 次の多項式である．双 m 次とは，
x 方向，y 方向共に m 次であることをいう． 

(b) ( )S x y Cm m, ∈ − −1, 1  [R]．すなわち，λ = 0, 1, ..., m − 1,
μ= 0, 1, …, m − 1とするとき, 

( )yxS
yx

,µλ

µλ

∂∂
∂ +

が存在して,しかも連続である. 

(c) S(xi,yj)=fij ,  i=1,2,...,nx ,  j=1,2,...,ny. 
(a), (b) を満たす S(x,y) は cα,β を任意定数として， 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

mn

m

mn

m
mm

y x

yNxNcyxS
1 1

1,1,,
β α

βαβα ,  (4.1) 

と書き表すことができる．ここで Nα,m+1(x), Nβ, 
m+1(y) は共に m 次の B-spline で (4.2), (4.3) で表
す． 

( ) ( ) [ ]xsssgssxN mmmm ;...,,, 11111, +++++++ −= αααααα  
 (4.2) 

( ) ( ) [ ]ytttgttyN mmmm ;...,,, 11111, +++++++ −= ββββββ  
 (4.3) 

ただし点列{si},{tj}は, 1 次元の B-spline 補間式 
(III) の場合と同じようにとる．その例を図
BICD3-1 に示す． 
さて，(4.1) の係数 cα,β は，補間条件としての (c) 
より一意的に決定される．(c) は，(4.1) を使って， 

( ) ( )

yx

mn

m
ijim

mn

m
im

njni

fyNxNc
y x

...,,2,1,...,,2,1
1

1,
1

1,

==

=








∑ ∑
−

+−=
+

−

+−=
+

β
β

α
αβα ,  (4.4) 

と書けるが，これは，いくつかの行列を定義す
ることによって，もっと簡単に書き直すことが
できる．すなわち行列 F, C, Φ, Ψ を以下のよう
に定義する． 
・ F は，fij を要素とする nx 行 ny 列の行列． 
・ C は，cα,βを要素とする nx 行 ny 列の行列． 
・ Φ は，第 i 行が Nα,m+1(xi), α= − m+1,..., nx − m

からなる nx 行 nx 列の行列． 
・ Ψ は，第 j 行が Nβ,m+1(yj), β= − m+1,..., ny − m

からなる ny 行 ny 列の行列． 
 

これらを使えば (4.4) は， 

Φ CΨ T = F (4.5) 

と書ける．そこで目的の行列 C は次のように解
くことができる．まず， 

Ψ X = F T (4.6) 

を nx 組の，ny 元連立方程式と見なして X につい
て解く．続いて， 

Φ C = X T (4.7) 
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を ny 組の nx 元連立方程式と見なせば C について
解くことができる．行列Φ 及びΨ は，1 次元の
B-spline 補間式 (III) （サブルーチン BIC3 参照）．
をもとめる際の連立 1 次方程式に現れる係数行
列と全く同じ形状をしている． 

本サブルーチンは，(4.6), (4.7) の連立 1 次方程式を
クラウト法 （LU 分解法）で解いている（スレーブサ
ブルーチン UMIO3, UCIO3, ULUI3 使用）． 
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E12-31-0102  BIC1, DBIC1 

B-spline 補間式 (I) 
CALL BIC1(X,Y,DY,N,M,C,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

離散点 x1, x2, ..., xn(x1 < x2 < ... <xn) において関数値
yi = f(xi), i=1, 2, ..., n が与えられ，更に両端 x1, xn にお
いて微係数，y1

(l) = f (l), yn
(l) = f (l)(xn), l=1, 2, ..., (m − 1)/2

が与えられたとき，m （奇数）次の正規化された
B-spline の線型結合による補間式 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj xNcxS  (1.1) 

の補間係数 cj , j = −m+1, −m+2, ..., n − 1 を求める． 
ここで求める S(x) は， 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0...,,12/1,2/1

1,...,3,2

2/)1(,...,1,0

)(
1

1

)(
1,

)(

1

1
1,

)(
1

1

1
1

)(
1,1

)(

−−−=



















==

−=

==

−=

==

∑

∑

∑

−

+−=
+

−

+−=
+

−

+−=
+

mml

yxNcxS

ni

yxNcxS

ml

yxNcxS

l
n

n

mj
n

l
mjjn

l

i

n

mj
imjji

l
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mj
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mjj
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 (1.2) 

を満たすものである． 
m≥3, n≥2 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．関数値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
DY ·········· 入力．両端 x1, xn における微係数． 

DY(2,(m − 1)/2) なる 2 次元配列． 
DY(1,l) に y1

(l)，DY(2, l) に yn
(l),  

l=1,2,...,(m − 1)/2 を入力する． 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意②参照） 
C ············· 出力．補間係数 cj． 

大きさ n+m − 1 の 1 次元配列． 
VW ········· 作業領域． 

大きさ (n − 2)m+(m+1)2/2+(m+1) の 1 次元配
列． 

ICON ······ 出力. コンディションコード． 
表 BIC1-1 参照． 

表 BIC1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 次のいずれかであった． 
①  M が奇数でない． 
②  xi≥xi+1 なる xi がある． 
③  M<3． 
④  N<2． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UMIO1, UCIO1, UBAS1, ULUI1 
② FORTRAN 基本関数 ... MOD, FLOAT 
 
b. 使用上の注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BIF1 を

呼び出すことにより，B-spline 補間式 (1.1) に基
づく補間値あるいは微分値あるいは積分値を求
めることができる． その時，パラメタ X, N, M, C
の値はサブルーチン BIF1 の入力となる． 

② 次数 m は 3 又は 5 程度がよい．倍精度では，元
の関数がおとなしく，yi が高精度で与えられてい
るならば，もう少し次数を高くしてもよい．し
かし，15 程度が限界である．  

 
c. 使用例 

サブルーチンBIF1の使用例参照． 
 

(4) 手法概要 
ここで求める m 次の B-spline 補間式 S(x) は，下記

の (a) ～ (d) の条件を満たす，区間 [x1,xn] で定義され
る関数である． 
(a) S(x) は区間 [xi,xi+1), i=1, 2, ..., n − 1 で高々m 次の

多項式である． 
(b) S(x)∈Cm-1 [x1,xn]．すなわち S(x) は区間 [x1,xn] で

その (m − 1) 階導関数までが連続である． 
(c) S(xi)=yi, i=2, 3, ..,n-1 
(d) S(l)(x1)=y1

(l), S(l)(xn)=yn
(l) 

l = 0, 1, ..., (m-1)/2 
 

節点列{tj}, j = −m+1, −m+2, ..., n+mを 









++=

−=
+−+−=

=

mnnnjx
njx

mmjx
t

n

jj

,...,1,:

1,...,3,2:
1,...,2,1:1

 (4.1) 

と採って定義される m 次の spline 関数は cj を任意の
定数として， 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj xNcxS  (4.2) 
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と表せる．ここでNj,m+1(x) はm次のB-splineで， 

( ) ( ) [ ]xtttgttxN mjjjmjmjmj ;,...,, 11111, +++++++ −=  

である（詳しくは７章7.1の (3) 参照）． 
Nj,m+1(x) の局所性 

( )

( )

( )
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l
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 (4.3) 

を考慮して，式 (4.2) に補間条件としての上記 (c) (d) 
を適用すると，cj : j= −m+1, −m+2,...,n − 1を未知数と
するn+m − 1元の連立方程式， 

( ) ( )

( )

( ) ( )
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 (4.4) 

が得られる．これを解くことにより，すべての補間
係数cjを求めることができる．連立1次方程式 (4.4) の
係数行列の形状を，一例として m=5, n=8 の場合を図
BIC1-1 に示す． 

 
∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗













































 

 
図 BIC1-1  係数行列 (m=5, n=8 の場合) 

本サブルーチンではこの連立 1 次方程式をクラウ
ト法（LU 分解法）で解いている（スレーブサブルー
チン UMIO1, ULUI1, UCIO1 使用）． 
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E12-31-0202  BIC2, DBIC2 

B-spline 補間式 (II) 
CALL BIC2(X,Y,DY,N,M,C,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

離散点 x1, x2, ..., xn(x1 < x2 < ... <xn) において関数値
yi = f(xi), i=1, 2, ..., n が与えられ，更に両端 x1, xn にお
いて微係数 y1

(l) = f (l)(x1), yn
(l) = f (l)(xn), l= (m+1)/2, 

(m+1)/2+1, ..., m − 1 が与えられたとき，m (奇数) 次の
正規化された B-spline の線型結合による補間式， 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj xNcxS  (1.1) 

の補間係数 cj , j= −m+1, −m+2, ..., n − 1 を求める． 
ここで求める S(x) は， 

S(l)(x1) = )(
11

)(
1,

1

1
)( ll

mjj

n

mj
yxNc =+

−

+−=
Σ  

i = (m+1)/2, (m+1)/2+1, ..., m-1 

S(xi) = iimjj

n

mj
yxNc =+
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+−=
Σ )(1,

1

1
 (1.2) 

i = 1, 2, ..., n 

S(l)(xn) = )()(
1,

1

1
)( l

nn
l
mjj

n

mj
yxNc =+

−

+−=
Σ  

i = m-1, m-2, ..., (m+1)/2 

を満たすものである． 
m≥3, n≥(m+1)/2 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．関数値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
DY ·········· 入力．両端 x1, xn における微係数． 

DY(2,(m − 1)/2) なる 2 次元配列． 
DY(1,l-(m − 1)/2) に y1

(l)， 
DY(2,l-(m − 1)/2) に yn

(l)，
l=(m+1)/2,(m+1)/2+1,...,m − 1 を入力する． 

N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意②参照） 
C ············· 出力．補間係数 cj． 

大きさ n+m − 1 の 1 次元配列． 
VW ········· 作業領域． 

大きさ m(n+m − 3)+2(m+1) の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力. コンディションコード． 

表 BIC2-1 参照． 

表 BIC2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 次のいずれかであった．  
①  M が奇数でない． 
②  xi≥xi+1 なる xi がある． 
③  M<3 
④  N<(M+1)/2 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UMIO2, UCIO2, UBAS1, ULUI1 
② FORTRAN 基本関数 ... MOD, FLOAT 

 
b. 使用上の注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BIF2 を

呼び出すことにより，B-spline 補間式 (1.1) に基
づく補間値あるいは微分値あるいは積分値を求
めることができる． その時，パラメタ X, N, M, C
の値はサブルーチン BIF2 の入力となる． 

② 次数 m は 3 又は 5 程度がよい．倍精度では，元
の関数がおとなしく，yi が高精度で与えられてい
るならば，もう少し次数を高くしてもよい．し
かし，15 程度が限界である．  

 
c. 使用例 

サブルーチン BIF2 の使用例参照． 
 

(4) 手法概要 
ここで求める m 次の B-spline 補間式 S(x) は，下記

の (a) ～ (d) の条件を満たす，区間 [x1,xn] で定義され
る関数である． 
(a) S(x) は区間 [xi,xi+1), i=1, 2, ..., n − 1 で高々m 次の

多項式である． 
(b) S(x)∈Cm-1 [x1,xn]．すなわち S(x) は区間 [x1,xn] で

その (m − 1) 階導関数までが連続である． 
(c) S(xi)=yi, i=1, 2, .., n 
(d) S(l)(x1)=y1

(l), S(l)(xn)=yn
(l) 

l = (m+1)/2, (m+1)/2+1, ..., m-1 
 

節点列{tj}, j = −m+1, −m+2, ..., n+m を 
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と採って定義される m 次の spline 関数は cj を任意の
定数として， 

( ) ( )∑
−

+−=
+=
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1
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mjj xNcxS  (4.2) 
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と表せる．ここで Nj,m+1(x) は m 次の B-spline で， 

( ) ( ) [ ]xtttgttxN mjjjmjmjmj ;,...,, 11111, +++++++ −=  

である（詳しくは７章 7.1 の (3) 参照）． 
Nj,m+1(x) の局所性 
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 (4.3) 

を考慮して，式 (4.2) に補間条件としての上記 (c), (d) 
を適用すると，cj : j= −m+1, −m+2,...,n − 1 を未知数と
する n+m − 1 元の連立方程式， 
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 (4.4) 

が得られる．これを解くことにより，すべての補間
係数cjを求めることができる．連立1次方程式 (4.4) の
係数行列の形状を，一例として m=5, n=8 の場合を図
BIC2-1 に示す． 
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図 BIC2-1  係数行列 (m=5, n=8 の場合) 

本サブルーチンではこの連立 1 次方程式をクラウ
ト法 (LU 分解法) で解いている (スレーブサブルーチ
ン UMIO2, ULUI2, UCIO2 使用)． 
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E12-31-0302  BIC3, DBIC3 

B-spline 補間式 (III) 
CALL BIC3(X,Y,N,M,C,XT,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

離散点 x1, x2, ..., xn(x1<x2<...<xn) に対して，関数値
yi=f(xi), i=1,2,...,n が与えられたとき， 

( )

nmn

mii

x
mnix

x

=

−==
=
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1

21

11

,...,3,2,

ξ

ξ
ξ

 

を節点とする m (奇数) 次の正規化された B-spline の
線型結合による補間式 

( ) ( )∑
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+−=
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mn

mj
mjj xNcxS

1
1,  (1.1) 

の補間係数cj, j = -m+1, -m+2, …, n-mを求める． 
m ≥3, n ≥m+2 であること. 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．関数値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意②参照） 
C ············· 出力．補間係数 cj． 

大きさ n の 1 次元配列． 
XT ·········· 出力．節点列ξi． 

大きさ n − m+1 の 1 次元配列． 
VW ········· 作業領域．大きさ mn+2 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIC3-1 参照． 
 

表 BIC3-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 次のいずれかであった． 
①  M が奇数でない． 
②  N<M+2 
③  xi≥xi+1 なる xi がある． 
④  M<3 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ........ MGSSL, UMIO3, UCIO3, UBAS1, 

ULUI3 
② FORTRAN基本関数 ........ MOD 

b. 注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BIF3 を

呼び出すことにより，B-spline 補間式 (1.1) に基
づく補間値あるいは微分値あるいは積分値を求
めることができる． そのとき，パラメタ X, N, M, 
C, XT の値はサブルーチン BIF3 の入力となる． 

② 次数 m は 3 又は 5 程度がよい．倍精度では，元
の関数がおとなしく，yi が高精度で与えられてい
るならば，もう少し次数を高くしてもよい．し
かし，15 を超えると良くないといわれている． 

 
c. 使用例 

サブルーチンBIF3の使用例を参照． 
 

(4) 手法概要 
離散点 x1,x2,...,xn(x1<x2<...<xn) において，関数値

yi=f(xi), i=1,2,...,n が与えられたとき，ここで求める m
次の spline 補間式 S(x) とは次の条件を満たす，区間 
[x1,xn] で定義される関数である． 
(a) S(x) は区間 [ξi, ξi+1], i=1, 2, …, n − m で高々m 次の

多項式である．ここで，ξ1=x1, ξi=xi+(m-1)/2  ,  i=2, 3, 
…, n − m  ,  ξn-m+1=xn である． 

(b) S(x)∈Cm-1[xl,xn].  すなわち S(x) は区間 [x1,xn] でそ
の (m-1) 階導関数までが連続である． 

(c) S(xi)=yi, i=1,2,..,n． 
(a), (b), (c) を満たす S(x) は cj, j= − m+1, − m+2,...,n 
− m を定数として，(4.1) で与えられる． 

( ) ( )∑
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+−=
+=

mn

mj
mjj xNcxS

1
1,  (4.1) 

ここで Nj,m+1(x) は m 次の正規化された B-spline
であり， 

( ) ( ) [ ]xtttgttxN mjjjmjmjmj ;,...,, 11111, +++++++ −=  (4.2) 

と定義される（詳しくは 7.1 の (3) 参照）． 
B-spline の節点列{tr}は，本サブルーチンでは 
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(4.3) 

としている．このように{tr}を設定した場合の
Nj,m+1(x) の一例として図BIC3-1にグラフを示す． 
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図 BIC3-1  B-spline Nj,m+1(x) の例 : 等間隔な 7 個の離散点で m=3 の場合 

補間係数 cj は補間の条件を満たす連立 1 次方程
式， 

( ) ( ) niyxNcxS i

mn

mj
imjji ,...,2,1,

1
1, === ∑

−

+−=
+

 (4.4) 

を解くことにより決定する．この方程式の係数
行列は Nj,m+1(xi) から成るが，B-spline の局所性の
ため零要素を多く持ち，バンド行列に似た形状
となる．係数行列の一例として，図BIC3-2にn=7, 
m=3 の場合を示す． 
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図 BIC3-2  係数行列の例 (n =7, m =3 の場合) 

本サブルーチンはこの連立 1 次方程式をクラウト
法（LU 分解法）で解いている．（スレーブサブルー
チン ULUI3 使用）． 
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E12-31-0402  BIC4, DBIC4 

B-spline 補間式 (IV) 
CALL BIC4(X,Y,N,M,C,VW,ICON) 

 
(1)  機能 

離散点 x1, x2, ..., xn (x1<x2<...<xn) に対して，周期 
(xn−x1) の周期関数値 yi=f(xi), i=1, 2, ..., n (ただし y1=yn) 
が与えられたとき，m (奇数 ) 次の正規化された
B-spline の線型結合による補間式， 

( ) ( )S x c N xj j m
j m

n
= ∑ +

=− +

−

, 1
1

1
 (1.1) 

の補間係数 cj, j=−m+1, −m+2, ..., n − 1 を求める． 
ここで求める S(x) は f(x) と同じく周期 (xn−x1) の周期
関数で，境界条件， 

( ) ( ) 1,...,1,0,)(
1

)( −== mlxSxS n
ll 　  (1.2) 

を満たすものである． 
m≥3, n≥m+2 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．関数値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
y1=yn であること．もし y1≠yn であったときは
yn の方を採用する． 

N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意②参照）． 
C ············· 入力．補間係数 cj． 

大きさ n+m−1 の 1 次元配列． 
VW ········· 作業領域．. 

大きさ(n−1)(2m−1)+m+1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIC4-1 参照． 
 

表 BIC4-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 次のいずれかであった． 
①  M が奇数でない． 
②  N<M+2 
③  xi≥xi+1 なる xi がある． 
④  M<3 

処理を打ち切る． 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UMIO4, UCIO4, UBAS4, ULUI4, 

UPEP4 
② FORTRAN基本関数 ... MOD, FLOAT 

 
b. 使用上の注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BIF4 を

呼び出すことにより，B-spline 補間式 (1.1) に基づ
く補間値あるいは微分値あるいは積分値を求め
ることができる．そのとき，パラメタ X, N, M, C
の値はサブルーチン BIF4 の入力となる． 

② 次数 m は 3 又は 5 程度がよい．倍精度では，元の
関数がおとなしく，yi が高精度で与えられている
ならば，もう少し次数を高くしてもよい．しかし
15 を超えると良くないといわれている． 

 
c. 使用例 

サブルーチンBIF4の使用例参照． 
 

(4) 手法概要 
ここで求める m 次の B-spline 補間式 S(x) は，下記の 

(a) ～ (d) の条件を満たす区間 [x1,xn] で定義される関数
である．条件 (c) は周期的条件であり，本サブルーチ
ン固有の条件である． 
(a) S(x) は区間 [xi,xi+j), i=1, 2, ... n − 1 で高々 m 次の多

項式である． 
(b) S(x)∈Cm-1 [x1,xn]．すなわち S(x) は区間 [x1,xn] でそ

の (m−1) 階導関数までが連続である． 
(c) S(l)(x1) = S(l)(xn), l=0,1,...,m − 1． 
(d) S(xi)=yi, i=2,3,..,n (y1=yn と見なす)． 

 
まず，(c) を満たす Spline 関数について述べる． 
B-spline の節点列{tj}を次のように採る． 
（図 BIC4-1）． 

( )

( )







+≤≤+−+

≤≤

≤≤+−−−

=

++−

−−

mnjnxxx
njx

jmxxx

njn

j

njn

j

1,

1,

01,

t

11

11

 (4.1) 

この節点列に基づく m 次の Spline 関数は cj を任意
の定数として， 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj xNcxS  (4.2) 

と表せる．ここで Nj,m+1(x) は m 次の B-spline で， 

( ) ( ) [ ]xtttgttxN mjjjmjmjmj ;,...,, 11111, +++++++ −=  

である（詳しくは7.1の (3) 参照）． 
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図 BIC4-1  節点列{tj} 

(4.2) に 

0,...,1,1 +−== −+ mjcc njj 　　  (4.3) 

という条件を加えると，周期条件としての上記 (c)が
満たされる． 

次に補間条件 (d) は， 

( ) niyxNc i

n

mj
imjj ,...,2,

1

1
1, ==∑

−

+−=
+ 　　　  (4.4) 

と書ける．いま，m=2l − 1(l ≥ 2) として，(4.3) を次の 
(4.5) のように書き直す． 

1,...,1,
1,...,22,

1

1

−+−==

+−+−==

+−

−+

nlnjcc
lljcc

njj

njj

　　

　　
 (4.5) 

これを使って (4.4) を書き直すと， 

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } i

ln

lnj
iljilnjj

ln

j
iljj

lj
ilnjiljj

yxNxNc

xNcxNxNc

=++

++

∑

∑∑
−

+−=
+−

−

=+−=
−+

12
2,2,1

2

1
2,

0

2
2,12,

 

ni ,...,3,2=  (4.6) 

を得る．これは，(n − 1) 個の cj ( j=−l+2,−l+3,...,n − l ) を
未知数とする (n − 1) 元連立方程式であるから，これ
を解き，更に (4.5) の関係を使うことにより，(4.2) で
表せる Spline 補間式のすべての補間係数 c j を求める
ことができる．ちなみに連立方程式 (4.6) の係数行列
はバンド行列に似た形状となるが，一例として
m=5(l=3), n=9 の場合を図 BIC4-2 に示す． 

 
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

































0

0

 

 
図 BIC4-2  係数行列 (m=5, n=9 の場合) 

本サブルーチンはこの連立 1 次方程式をクラウト
法（LU 分解法）で解いている．（スレーブサブルー
チン UMIO4, ULUI4, UCIO4 使用）． 
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E11-32-1101  BIFD1, DBIFD1 

B-spline 2 次元補間式 (I-I) による補間，数値微分，数値
積分 
CALL BIFD1(X,NX,Y,NY,M,C,K,ISWX,VX,IX,ISWY, 

VY,IY,F,VW,ICON) 
 

(1) 機能 
xy 平面上の格子点 (xi, yj), (x1 < x2 < … < xnx, y1 < y2 < 

… < yny) において関数値 fij= f(xi, yj) が与えられ，更に

周囲において偏微係数 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 21,...,2,1,21,...,2,1

,...,2,1,,...,2,1

,,,

,,,

,,,

,,,

),(),(
,1

),(),(
,1

1
),(),(

1,11
),(),(

11

),0(),0(
,1

),0(),0(
1,

)0,()0,(
,1

)0,()0,(
,1

−=−=

==

==

==

==

==

mm
njni

yxffyxff

yxffyxff

yxffyxff

yxffyxff

yx

nnnnnn

nn

niniii

jnjnjj

yxyxyy

xx

yy

xx

µλ

µλµλµλµλ

µλµλµλµλ

µµµµ

λλλλ

 

が与えられたとき点 P (vx, vy) における補間値あるい
は偏微分値あるいは領域{(x,y) | x1 ≤ x ≤ vx , y1 ≤ y ≤ vy}
上の二重積分値を求める（図 BIFD1-1 参照）． 

 
図 BIFD1-1  領域 R={(x,y) | x1 ≤ x ≤ xnx , y1≤ y ≤ yny}内の点 P 

ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー
チン BICD1 により B-spline2 次元補間式 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

1

1

1

1
1,1,,,

y xn

m

n

m
mm yNxNcyxS

β α
βαβα  (1.1) 

における補間係数 cα,β が計算されているとする.  ここ
でmは奇数で B-spline Nα,m+1(x) 及び Nβ,m+1(y) の次数で
ある．x1≤νx ≤xnx, y1≤νy≤yny, m≥3 及び nx≥2, ny≥2 である

こと． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．x 方向の離散点 xi． 

大きさ nx の 1 次元配列． 
NX ·········· 入力．xi の個数 nx． 
Y ············· 入力．y 方向の離散点 yj． 

大きさ ny の 1 次元配列． 

NY ·········· 入力．yj の個数 ny． 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意,①参照） 
C ············· 入力．補間係数 cα,β （BICD1 の出力）． 

C(K,NY+M-1) なる 2 次元配列． 
K ············· 入力．2 次元配列 C の整合寸法． 

K≥NX+M-1 であること． 
ISWX ······ 入力．x 方向に関する計算の種類を与える． 

−1≤ISWX≤m （パラメタ F の項参照） 
VX ·········· 入力．点 P(vx,vy) の x 座標． 
IX ············ 入力． xi≤vx<xi+1 を満たす i． 

vx=xnx のときは IX=nx-1 とする． 
出力． xi≤vx<xi+1 を満たす i． 
（使用上の注意②参照） 

ISWY ······ 入力．y 方向に関する計算の種類を与える． 
−1≤ISWY≤m（パラメタ F の項参照） 

VY ·········· 入力．点 P(vx,vy)の y 座標． 
IY ············ 入力．yj≤vy<yj+1 を満たす j． 

vy=yny のときは IY=ny-1 とする． 
出力．yj≤vy<yj+1 を満たす j． 
（使用上の注意②参照）． 

F ·············· 出力．補間値あるいは偏微分値あるいは積
分値． 
ISWX=λ, ISWY=µとすると，λ, µの組合せご
とに次の値を出力する． 
• 0 ≤ λ,µのとき 

( )F =
+∂

∂ ∂

λ µ

λ µx y
S v vx y,  

補間値はλ =µ = 0 とすることにより得ら
れる． 

• λ = −1, 0 ≤ µのとき 

( )∫= xv

x y dxvxS
y1

,F µ

µ

∂
∂  

• λ ≥ 0, µ = −1のとき 

( )∫= yv

y x dyyvS
x1

,F λ

λ

∂
∂  

• λ = µ = −1のとき 

( )∫ ∫= y xv

y

v

x
dxyxSdy

1 1
,F  

VW ········· 作業領域． 
大きさ4(m+1) + max(nx,ny)+m − 1 の 1 次元配
列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BIFD1-1 参照． 
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表 BIFD1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X(IX)≤VX<X(IX+1) 又は
Y(IY)≤VY<Y(IY+1) が満たさ
れていない． 

サブルーチン内で
左記の IX又は IYを
さがして処理を続
ける．  

30000 次のいずれかであった． 
①  VX<X(1) 又は VX>X(NX) 
②  VY<Y(1) 又は VY>Y(NY) 
③  ISWX<-1 又は ISWX>M 
④  ISWY<-1 又は ISWY>M 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAD1, UBAS1 
② FORTRAN基本関数 ... FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン BICD1 により

求められた B-spline2 次元補間式 (1.1) に基づい
て，補間値あるいは偏微分値あるいは二重積分
値を求めるものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に
BICD1 を呼び出して補間式 (1.1) を求め，続けて
本サブルーチンを呼び出すことにより補間値な
どを求めることができる．そのとき，パラメタ
X, NX, Y, NY, K, M, C の値は BICD1 のそれらと
同一でなければならない． 

② パラメタ IX, IY はそれぞれ
X(IX)≤VX<X(IX+1),Y(IY)≤VY≤Y(IY+1) を満足
していることが望ましい．もし満足していない
ときは，これらを満足するような IX, IY を探索
して処理を続ける． 

 
c. 使用例 

格子点 (xi,yj)，関数値 fij, i=1,2,...,nx, j=1, 2, ..., ny，
周囲における偏微係数 fi,j(λ,µ), i=1, nx, j=1, ny,λ=1, 
2, ..., (m −1)/2, µ=1, 2, ..., (m −1)/2 及び次数 m を入
力し，点 (vir,ujs); vir= xi+(xi+1 − xi)×(r/4), ujs=yj+ 
(yj+1-yj)×(s/4), i=1, 2, ..., nx−1, j=1, 2, ..., ny−1 , r=0, 
1, ..., 4, s=0, 1, …, 4 における補間値，偏微分値，
あるいは領域{(x,y) | x1 ≤  x ≤ vir , y1 ≤ y ≤ ujs}上の
積分値を求める． nx≤30, ny≤30, m≤5 の場合． 
なお，FXY(I,J) に入力されるデータは，例えば
m=5であれば 
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のように与えられていること． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(30),Y(30),FXY(32,32), 
     *C(32,32),VW(232),R(5,5) 
      READ(5,500) NX,NY,M 
      READ(5,510) (X(I),I=1,NX), 
     *            (Y(J),J=1,NY) 
      NXM=NX+M-1 
      NYM=NY+M-1 
      READ(5,510) ((FXY(I,J),I=1,NXM), 
     *J=1,NYM) 
      WRITE(6,600) M,(I,X(I),I=1,NX) 
      WRITE(6,610) (J,Y(J),J=1,NY) 
      WRITE(6,620) ((I,J,FXY(I,J),I=1,NXM), 
     *J=1,NYM) 
      K=32 
      CALL BICD1(X,NX,Y,NY,FXY,K,M,C, 
     *VW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 20 
      WRITE (6,630) 
      STOP 
   20 NX1=NX-1 
      NY1=NY-1 
      M2=M+1 
      DO 80 LY2=1,M2 
      ISWY=LY2-2 
      DO 70 LX2=1,M2 
      ISWX=LX2-2 
      WRITE(6,640) ISWX,ISWY 
      DO 60 IY=1,NY1 
      HY=(Y(IY+1)-Y(IY))*0.25 
      YJ=Y(IY) 
      DO 50 IX=1,NX1 
      HX=(X(IX+1)-X(IX))*0.25 
      XI=X(IX) 
      DO 40 J=1,5 
      VY=YJ+HY*FLOAT(J-1) 
      DO 30 I=1,5 
      VX=XI+HX*FLOAT(I-1) 
      IXX=IX 
      IYY=IY 
      CALL BIFD1(X,NX,Y,NY,M,C,K,ISWX, 
     * VX,IXX,ISWY,VY,IYY,F,VW,ICON) 
      R(I,J)=F 
   30 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
      WRITE(6,650) IXX,IYY,((R(I,J),I=1,5), 
     *J=1,5) 
   50 CONTINUE 
   60 CONTINUE 
   70 CONTINUE 
   80 CONTINUE 
      STOP 
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  500 FORMAT(3I6) 
  510 FORMAT(2F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X, 'INPUT DATA',3X,'M=', 
     *I2//20X,'NO.',10X,'X'/ 
     *(20X,I3,E18.7)) 
  610 FORMAT(//20X,'NO.',10X,'Y'/(20X,I3, 
     *E18.7)) 
  620 FORMAT(3(10X,'FXY(',I2,',',I2,')=', 
     *E15.7)) 
  630 FORMAT('0',10X,'ERROR') 
  640 FORMAT(//5X,'ISWX=',I2,3X,'ISWY=', 
     *I2//) 
  650 FORMAT(10X,'IX=',I3,2X,'IY=',I3/ 
     *(15X,5(5X,E15.7))) 
      END 
 

(4) 手法概要 
サブルーチン BICD1 により双 m 次の B-spline2 次

元補間式 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

1

1

1

1
1,1,,,

y xn

m

n

m
mm yNxNcyxS

β α
βαβα  (4.1) 

における補間係数 cα,β が求まっているとする． 
本サブルーチンでは (4.1) の補間式に基づいて，補

間値，偏微分値，あるいは積分値などを計算する．
その方法は，7 章 (7.1) の「(5)2 変数 Spline 関数の定
義，表現及び計算法」で述べたのでそこを参照され
たい． 
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E11-32-3301  BIFD3, DBIFD3 

B-spline2 次元補間式 (III-III)による補間，数値微分，数
値積分 
CALL BIFD3 (X,NX,Y,NY,M,C,K,XT,ISWX,VX, 

IX, ISWY,VY,IY,F,VW,ICON) 
 

(1) 機能 
xy 平面上の格子点 (xi, yj), (x1 < x2 < … < xnx, y1 < y2 < 

… < yny) において関数値 fij=f(xi,yj) が与えられたとき，

点 P(vx,vy) における補間値あるいは偏微分値あるいは
領域 [x1 ≤ x ≤ vx  ,  y1 ≤ y ≤ vy] 上の二重積分値を求める．
（図 BIFD3-1 参照）． 

ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー
チン BICD3 により，x 方向の節点列{ξj}及び y 方向の
節点列{ηj}，更に B-spline2 次元補間式， 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

mn

m

mn

m
mm

y x

yNxNcyxS
1 1

1,1,,,
β α

βαβα  (1.1) 

における補間係数 cα,β が計算されているとする．ここ

でmは奇数で B-spline Nα,m+1(x) 及び Nβ,m+1(y) の次数で
ある．x1≤vx≤xnx, y1≤vy≤yny, m≥3 及び nx≥m+2, ny≥m+2 で

あること． 
 

 
図 BIFD3-1  領域 R={(x,y) | x1 ≤ x ≤ xnx , y1 ≤ y ≤ yny}内の P 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．x 方向の離散点 xi． 

大きさ nx の 1 次元配列． 
NX ·········· 入力． xi の個数 nx． 
Y ············· 入力．y 方向の離散点 yj． 

大きさ ny の 1 次元配列． 
NY ·········· 入力．yj の個数 ny． 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意①参照）． 
C ············· 入力．補間係数 Cα,β (BICD3 の出力)． 

C(K,NY) なる 2 次元配列． 
K ············· 入力．2 次元配列 C の整合寸法． 
XT ·········· 入力．x 方向，y 方向の節点列 (BICD3 の出

力). 
大きさ(nx−m+1)+(ny−m+1) の 1 次元配列. 

ISWX ······ 入力．x 方向に関する計算の種類を与える． 
−1≤ISWX≤m （パラメタ F の項参照） 

VX ·········· 入力．点 P(vx,vy) の x 座標． 
IX············ 入力． xi≤vx<xi+1 を満たす i． 

vx=xnx のときは IX=nx-1 とする． 
出力． xi≤vx<xi+1 を満たす i． 
（使用上の注意②参照） 

ISWY ······ 入力．y 方向に関する計算の種類を与える． 
−1≤ISWY≤m（パラメタ F の項参照） 

VY ·········· 入力．点 P(vx,vy)の y 座標． 
IY············ 入力．yj≤vy<yj+1 を満たす j． 

vy=yny のときは IY=ny-1 とする． 
出力．yj≤vy<yj+1 を満たす j． 
（使用上の注意②参照）． 

F·············· 出力．補間値あるいは偏微分値あるいは積
分値． 
ISWX=λ, ISWY=µとすると，λ, µの組合せご
とに次の値を出力する． 
• 0≤λ,µのとき 

( )F =
+∂

∂ ∂

λ µ

λ µx y
S v vx y,  

補間値はλ =µ = 0とすることにより得ら
れる． 

• λ = −1, 0 ≤ µのとき 

( )∫= xv

x y dxvxS
y1

,F µ

µ

∂
∂  

• λ ≥ 0, µ = −1のとき 

( )F = ∫
∂
∂

λ

λx
S v y dyxy

v y ,
1

 

• λ =µ = −1のとき 

( )∫ ∫= y xv

y

v

x
dxyxSdy

1 1
,F  

VW ········· 作業領域． 
大きさ 4(m+1) + max(nx,ny) の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BIFD3-1 参照． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAD1, UBAS1 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT 
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表 BIFD3-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X(IX)≤VX<X(IX+1) 又は
Y(IY)≤VY<Y(IY+1) が満たさ
れていない． 

サブルーチン内で
左記の IX又は IYを
さがして処理を続
ける．  

30000 次のいずれかであった． 
①  VX<X(1) 又は VX>X(NX) 
②  VY<Y(1) 又は VY>Y(NY) 
③  ISWX<-1 又は ISWX>M 
④  ISWY<-1 又は ISWY>M 

処理を打ち切る． 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン BICD3 により

求められた B-spline2 次元補間式 (1.1) に基づい
て，補間値あるいは偏微分値あるいは二重積分
値を求めるものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に，
BICD3 を呼び出して補間式 (1.1) を求め，続けて
本サブルーチンを呼び出すことにより補間値な
どを求めることができる．そのとき,パラメタ X, 
NX, Y, NY, K, M, C, XT の値は BICD3 のそれら
と同一でなければならない． 

② パラメタ IX, IY はそれぞれ X(IX)≤VX<X(IX+1), 
Y(IY)≤VY<Y(IY+1)を満足していることが好ま
しい．もし満足されていないときは，これらを
満足するような IX, IY を探索して処理を続ける. 

 
c. 使用例 

格子点 (xi,yj)，関数値 fij, i=1,2,...,nx, j=1, 2, ..., ny，
及び次数 m を入力し，点 (vir,ujs) ; vir=xi+(xi+1−xi)
×(r/4), ujs=yj+(yj+1−yj)×(s/4), i=1,2, ..., nx−1, 
j=1,2, ..., ny−1, r=0,1, ...,4, s=0,1, ...,4 における補間
値，偏微分値，あるいは領域 [x1 ≤ x ≤ vir, y1 ≤ y ≤ 
ujs] 上の積分などを求める．nx≤30, ny≤30, m≤5 の
場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(30),Y(30),FXY(30,30), 
     *C(30,30),XT(52),VW(182),R(5,5) 
      READ(5,500) NX,NY,M 
      READ(5,510) (X(I),I=1,NX), 
     *            (Y(J),J=1,NY) 
      READ(5,510) ((FXY(I,J),J=1,NY), 
     *            I=1,NX) 
      WRITE(6,600) M,(I,X(I),I=1,NX) 
      WRITE(6,610) (J,Y(J),J=1,NY) 
      WRITE(6,620) 
      DO 10 I=1,NX 
   10 WRITE(6,630) (I,J,FXY(I,J),J=1,NY) 
      K=30 
      CALL BICD3(X,NX,Y,NY,FXY,K,M,C, 
     *XT,VW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 20 
      WRITE(6,640) 
      STOP 
 

   20 NX1=NX-1 
      NY1=NY-1 
      M2=M+2 
      DO 80 LX2=1,M2 
      ISWX=LX2-2 
      DO 70 LY2=1,M2 
      ISWY=LY2-2 
      WRITE(6,650) ISWX,ISWY 
      DO 60 IX=1,NX1 
      HX=(X(IX+1)-X(IX))*0.25 
      XI=X(IX) 
      DO 50 IY=1,NY1 
      HY=(Y(IY+1)-Y(IY))*0.25 
      YJ=Y(IY) 
      DO 40 I=1,5 
      VX=XI+HX*FLOAT(I-1) 
      DO 30 J=1,5 
      VY=YJ+HY*FLOAT(J-1) 
      IXX=IX 
      IYY=IY 
      CALL BIFD3(X,NX,Y,NY,M,C,K,XT, 
     *ISWX,VX,IXX,ISWY,VY,IYY,F,VW,ICON) 
      R(I,J)=F 
   30 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
      WRITE(6,660)IXX,IYY,((R(I,J),J=1,5), 
     *I=1,5) 
   50 CONTINUE 
   60 CONTINUE 
   70 CONTINUE 
   80 CONTINUE 
      STOP 
  500 FORMAT(3I6) 
  510 FORMAT(2F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA',3X, 
     *'M=',I2//20X,'NO.',10X,'X'/ 
     *(20X,I3,E18.7)) 
  610 FORMAT(//20X,'NO.',10X,'Y'/ 
     *(20X,I3,E18.7)) 
  620 FORMAT(//20X,'FXY'/) 
  630 FORMAT(3(10X,'FXY(',I2,',',I2,')=', 
     *E15.7)) 
  640 FORMAT ('0',10X,'ERROR') 
  650 FORMAT(//5X,'ISWX=',I2,3X,'ISWY=', 
     *I2//) 
  660 FORMAT(10X,'IX=',I3,2X,'IY=',I3/ 
     *(15X,5(5X,E15.7))) 
      END 
 
(4) 手法概要 

サブルーチン BICD3 により双 m 次の B-spline2 次
元補間式， 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

mn

m

mn

m
mm

y x

yNxNcyxS
1 1

1,1,,,
β α

βαβα  (4.1) 

が求まっているとする． 
本サブルーチンでは，(4.1) の補間式に基づいて,

補間値，偏微分あるいは積分値などを計算する．そ
の方法は 7 章 7.1 の「(5) 2 変数 Spline 関数の定義, 表
現及び計算法」で述べたのでそこを参照されたい. 
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E11-31-0101  BIF1, DBIF1 

B-spline 補間式 (I) による補間, 数値微分, 数値積分 
CALL BIF1(X,N,M,C,ISW,V,I,F,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

離 散 点 x1,x2...,xn(x1<x2<...<xn) に お い て 関 数 値
yi=f(xi), i=1,2,...,n が与えられ，更に両端 x1, xn において
微係数，y1

(l) = f 
(l)(x1), yn

(l) = f (l)(xn), l=1, 2, ..., (m − 1)/2
が与えられたとき x=v∈[x1, xn] における補間値あるい
は微分値あるいは x1 からυまでの積分値を求める． 

ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー
チン BIC1 により B-spline 補間式  

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj xNcxS  (1.1) 

における補間係数 cj, j=−m+1, −m+2, ..., n − 1 が計算さ
れているとする．ここで m は奇数で B-spline Nj,m+1(x)
の次数である． 

x1≤v≤xn, m≥3, n≥2 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力． B-spline の次数 m． 

（使用上の注意①参照）． 
C ············· 入力．補間係数 cj （BIC1 の出力）． 

大きさ n+m−1 の 1 次元配列． 
ISW ········ 入力．計算の種類を与える． 

ISW = 0 のとき補間値 F=S(v)， 
ISW = l (1 ≤ l ≤ m) のとき l 階微分値 F=S(l)(v), 

ISW = −1 のとき積分値 F= ∫
v

x
dxxS

1
)( を求め

る. 
V ············· 入力．補間値などを求めたい点 v． 
I ·············· 入力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 

v=xn のときは I=n−1 とする． 
出力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 
（使用上の注意②参照）． 

F ············· 出力．補間値あるいは l 階微分値あるいは
積分値（ISW の項参照）． 

VW ········· 作業領域．大きさ m+1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIF1-1 参照． 

表 BIF1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X(I)≤V<X(I+1) が満たされて
いない． 

サブルーチン内で
左記の Iをさがして
処理を続ける． 

30000 次のいずれかであった． 
①  V<X(1) 又は V>X(N) 
②  ISW<-1 又は ISW>M 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAR1, UBAS1 
② FORTRAN基本関数 ... FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン BIC1 により求

められた B-spline 補間式 (1.1) に基づいて補間値
あるいは微分値あるいは積分値を求めるもので
ある． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に, 
BIC1 を呼び出して補間式 (1.1) を求め，続けて
本サブルーチンを呼び出すことにより補間値を
求めることができる．そのとき，パラメタ X, N, 
M, C は BCI1 のそれらと同一でなければならな
い． 

② パラメタ I は X(I)≤V<X(I+1) を満足しているこ
とが好ましい．もし満足されていないときは
X(I)≤V<X(I+1) を満足するような Iを探索して処
理を続ける． 

 
c. 使用例 

離散点 xi，関数値 yi, i=1,2,..., n, 両端における微
係数 y1

(l), l=1, 2, ..., (m − 1)/2, yn
(l), l=1, 2, ..., (m − 

1)/2 及び次数 m を入力し，vij=xi+(xi+1-xi)×( j/5), i= 
1, 2, ..., n − 1, j=0, 1, ..., 5 における，x1 からの積分
値，補間値，1 階から m 階までの微分値を求め
る．n≤101, m≤5 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(101),Y(101),C(105), 
     *DY(2,2),VW(519),R(6) 
      READ(5,500) N,M 
      LM1=(M-1)/2 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
     *,((DY(I,L),I=1,2),L=1,LM1) 
      WRITE(6,600) N,M,(I,X(I),Y(I),I=1,N) 
      CALL BIC1(X,Y,DY,N,M,C,VW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 10 
      WRITE(6,610) 
      STOP 
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   10 N1=N-1 
      M2=M+2 
      DO 40 L2=1,M2 
      ISW=L2-2 
      WRITE(6,620) ISW 
      DO 30 I=1,N1 
      H=(X(I+1)-X(I))/5.0 
      XI=X(I) 
      DO 20 J=1,6 
      V=XI+H*FLOAT(J-I) 
      II=I 
      CALL BIF1(X,N,M,C,ISW,V,II,F,VW,ICON) 
      R(J)=F 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,630) II,(R(J),J=1,6) 
   30 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
      STOP 
  500 FORMAT(2I6) 
  510 FORMAT(2F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA',3X, 
     *'N=',I3,3X,'N=',I2//20X,'NO.',10X, 
     *'X',17X,'Y'//(20X,I3,2E18.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'ERROR') 
  620 FORMAT('1'//10X,'L=',I2/) 
  630 FORMAT(6X,I3,6E18.7) 
      END 
 

(4) 手法概要 
サブルーチン BIC1 により m 次の B-spline 補間式, 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj xNcxS  (4.1) 

が求まっているとする． 
本サブルーチンでは，(4.1) の補間式に基づいて,

補間値，l 階微分値あるいは積分値をそれぞれ (4.2), 
(4.3), (4.4) より求める． 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj vNcvS  (4.2) 

( )( ) ( ) ( )vNcvS l
mjj

n

mj

l
1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (4.3) 

( )∫=
v

x
dxxSI

1
 (4.4) 

これら三つの量の計算法については 7 章 7.1 の「(4) 
Spline 関数の計算法」で一般的に述べたのでそこを参
照されたい． 

本サブルーチンでは，Nj,m+1(x) 及びその微分，積分
の計算は，スレーブサブルーチン UBAS1 で行ってい
る． 
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E11-31-0201  BIF2, DBIF2 

B-spline 補間式 (II) による補間, 数値微分, 数値積分 
CALL BIF2(X,N,M,C,ISW,V,I,F,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

離 散 点 x1,x2...,xn(x1<x2<...<xn) に お い て 関 数 値
yi=f(xi), i=1,2,...,n が与えられ，更に両端 x1, xn において
微係数 y1

(l) = f 
(l)(x1), yn

(l) = f (l)(xn), l= (m + 1)/2, (m + 
1)/2+1, …,m − 1 が与えられたとき x=v∈[x1, xn] におけ
る補間値あるいは微分値あるいは x1 から v までの積
分値を求める． 

ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー
チン BIC2 により B-spline 補間式  

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

n

mj
mjj xNcxS  (1.1) 

における補間係数 cj, j=−m+1, −m+2, ..., n − 1 が計算さ
れているとする．ここで m は奇数で B-spline Nj,m+1(x)
の次数である． 

x1≤v≤xn, m≥3, n≥(m+1)/2 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力． B-spline の次数 m． 

（使用上の注意①参照）． 
C ············· 入力．補間係数 ci （BIC2 の出力）． 

大きさ n+m−1 の 1 次元配列． 
ISW ········ 入力．計算の種類を与える． 

ISW=0 のとき補間値 F=S(v)， 
ISW=l (1 ≤ l ≤ m) のとき  
l 階微分値 F=S(l)(v)． 
ISW=−1 のとき積分値 F= ∫

v

x
dxxS

1

)( を求める. 

V ············· 入力．補間値などを求めたい点 v． 
I ·············· 入力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 

v=xn のときは I=n−1 とする． 
出力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 
（使用上の注意②参照）． 

F ············· 出力．補間値あるいは l 階微分値あるいは
積分値（ISW の項参照）． 

VW ········· 作業領域．大きさ m+1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIF2-1 参照． 

表 BIF2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X(I)≤V<X(I+1) が満たされて
いない． 

サブルーチン内で
左記の Iをさがして
処理を続ける． 

30000 次のいずれかであった． 
①  V<X(1) 又は V>X(N) 
②  ISW<-1 又は ISW>M 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAR1, UBAS1 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン BIC2 により求

められた B-spline 補間式 (1.1) に基づいて補間値
あるいは微分値あるいは積分値を求めるもので
ある． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に, 
BIC2 を呼び出して補間式 (1.1) を求め，続けて
本サブルーチンを呼び出すことにより補間値な
どを求めることができる．その時，パラメタX, N, 
M, C は BIC2 のそれらと同一でなければならな
い． 

② パラメタ I は X(I)≤V<X(I+1) を満足しているこ
とが好ましい．もし満足されていないときは
X(I)≤V<X(I+1) を満足するような Iを探索して処
理を続ける． 

 
c. 使用例 

離散点 xi，関数値 yi, i=1,2,..., n, 両端における微
係数 y1

(l), yn
(l), l= (m + 1)/2,  (m + 1)/2+1, ..., m − 1

及び次数 m を入力し，vij=xi+(xi+1-xi)×( j/5), i=1, 
2, ..., n − 1, j=0, 1, ..., 5 における，x1 からの積分値，
補間値，1 階から m 階までの微分値を求める．
n≤101, m≤5 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(101),Y(101),C(105), 
     *DY(2,2),VW(527),R(6) 
      READ(5,500) N,M 
      LM1=(M-1)/2 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
     * ,((DY(I,L),I=1,2),L=1,LM1) 
      WRITE(6,600) N,M,(I,X(I),Y(I),I=1,N) 
      CALL BIC2(X,Y,DY,N,M,C,VW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 10 
      WRITE(6,610) 
      STOP 
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   10 N1=N-1 
      M2=M+2 
      DO 40 L2=1,M2 
      ISW=L2-2 
      WRITE(6,620) ISW 
      DO 30 I=1,N1 
      H=(X(I+1)-X(I))/5.0 
      XI=X(I) 
      DO 20 J=1,6 
      V=XI+H*FLOAT(J-I) 
      II=I 
      CALL BIF2(X,N,M,C,ISW,V,II,F,VW,ICON) 
      R(J)=F 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,630) II,(R(J),J=1,6) 
   30 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
      STOP 
  500 FORMAT(2I6) 
  510 FORMAT(2F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA',3X, 
     *'N=',I3,3X,'N=',I2//20X,'NO.',10X, 
     *'X',17X,'Y'//(20X,I3,2E18.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'ERROR') 
  620 FORMAT('1'//10X,'L=',I2/) 
  630 FORMAT(6X,I3,6E18.7) 
      END 

 

(4) 手法概要 
サブルーチン BIC2 により m 次の B-spline 補間式 

( ) ( )∑
−

+−=
+=
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1
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n

mj
mjj xNcxS  (4.1) 

が求まっているとする． 
本サブルーチンでは，(4.1) の補間式に基づいて，

補間値，l 階微分値あるいは積分値をそれぞれ (4.2), 
(4.3), (4.4) より求める． 
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1
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n
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1
 (4.4) 

これら三つの量の計算法については7章7.1の
「(4)Spline関数の計算法」で一般的に述べたのでそこ
を参照されたい． 

本サブルーチンでは，Nj,m+1(x) 及びその微分，積分
の計算は，スレーブサブルーチン UBAS1 で行ってい
る． 
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E11-31-0301  BIF3, DBIF3 

B-spline 補間式 (III) による補間，数値微分，数値積分 
CALL BIF3(X,N,M,C,XT,ISW,V,I,F,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

離 散 点 x1,x2,...,xn(x1<x2<...<xn) に 対 し て 関 数 値
yi=f(xi), i=1,2,...,n が与えられたとき，x=v における補
間値あるいは微分値あるいは x1 から v までの積分値
を求める． 

ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー
チン BIC3 により節点列ξi, i=1, 2, ..., n−m+1 及び
B-spline 補間式， 

( ) ( )xNcxS mjj

mn

mj
1,

1
+

−

+−=
∑=  (1.1) 

における補間係数 cj, j=−m+1, −m+2, ..., n − m が計算さ
れているとする．ここで m は奇数で B-spline Nj,m+1(x)
の次数である． 

x1≤v≤xn, m≥3 かつ n≥m+2 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力． B-spline の次数 m． 

（使用上の注意①参照）． 
C ············· 入力．補間係数 cj （BIC3 の出力）． 

大きさ n の 1 次元配列． 
XT ·········· 入力．節点列ξi, （BIC3 の出力）． 

大きさ n−m+1 の 1 次元配列． 
ISW ········ 入力．計算の種類を与える． 

ISW=0 のとき補間値 F=S(v)， 
ISW=l (l=1, 2, …, m) のとき,  
l 階微分値 F=S(l)(v), 
ISW=−1 のとき積分値 F= S x dxx ( )

1

υ
∫ を求め

る. 
V ············· 入力．補間値などを求めたい点 v． 
I ·············· 入力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 

v=xn のときは I=n−1 とすること． 
出力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 
（使用上の注意②参照）． 

F ············· 出力．補間値あるいは l 階微分値あるいは
積分値（ISW の項参照）． 

VW ········· 作業領域．大きさ 2m+2 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIF3-1 参照． 

表 BIF3-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X(I)≤V<X(I+1) が満たされて
いない． 

サブルーチン内で
左記の Iをさがして
処理を続ける． 

30000 次のいずれかであった． 
①  V<X(1) 又は V>X(N) 
②  ISW<-1 又は ISW>M 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAR1, UBAS1 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン BIC3 により,

求められた B-spline 補間式 (1.1) に基づいて,  補
間値あるいは微分値あるいは積分値を求めるも
のである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に,サ
ブルーチン BIC3 を呼び出して補間式 (1.1) を求
め，続けて本サブルーチンを呼び出すことによ
り補間値などを求めることができる．そのとき，
パラメタ X, N, M, C, XT は BIC3 のそれらと同一
でなければならない． 

② パラメタ I は X(I)≤V<X(I+1) を満足しているこ
とが好ましい．もし満足されていないときは, 
X(I)≤V<X(I+1) を満足するような Iを探索して処
理を続ける． 

 
c. 使用例 

離散点 xi，関数値 yi, i=1,2,..., n 及び次数 m を入
力し，vij=xi+(xi+1-xi)×( j/5), i=1, 2, ..., n − 1, j=0, 
1, ..., 5 における，x1 からの積分値，補間値，1 階
から m 階までの微分値を求める．n≤101, m≤5 の
場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(101),Y(101),C(101), 
     *XT(99),VW(507),R(6) 
      READ(5,500) N,M 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,M,(I,X(I),Y(I),I=1,N) 
      CALL BIC3(X,Y,N,M,C,XT,VW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 10 
      WRITE(6,610) 
      STOP 
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   10 N1=N-1 
      M2=M+2 
      DO 40 L2=1,M2 
      ISW=L2-2 
      WRITE(6,620) ISW 
      DO 30 I=1,N1 
      H=(X(I+1)-X(I))/5.0 
      XI=X(I) 
      DO 20 J=1,6 
      V=XI+H*FLOAT(J-1) 
      II=I 
      CALL BIF3(X,N,M,C,XT,ISW,V,II,F, 
     *          VW,ICON) 
      R(J)=F 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,630) II,(R(J),J=1,6) 
   30 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
      STOP 
  500 FORMAT(2I6) 
  510 FORMAT(2F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA',3X, 
     *'N=',I3,3X,'N=', I2//20X, 'NO.',10X, 
     *'X',17X,'Y'//(20X,I3,2E18.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'ERROR') 
  620 FORMAT('1'//10X,'L=',I2/) 
  630 FORMAT(6X,I3,6E18.7) 
      END 

 

(4) 手法概要 
サブルーチン BIC3 により，m 次の B-spline 補間式， 

( ) ( )S x c N xj
j m

n m

j m= ∑
=− +

−

+
1

1,  (4.1) 

が求まっているとする．本サブルーチンでは，(4.1) の
補間式に基づいて，補間値，l 階微分値あるいは積分
値をそれぞれ (4.2), (4.3), (4.4) より求める． 

( ) ( )vNcvS mj

mn

mj
j 1,

1
+

−

+−=
∑=  (4.2) 

( )( ) ( ) ( )vNcvS l
mn

mj
j

l
mj 1,

1
+∑

−

+−=

=  (4.3) 

( )dxxSI
v

x∫=
1

 (4.4) 

これら三つの量の計算法については 7 章 7.1 の
「(4)Spline 関数の計算法」で一般的に述べたのでそこ
を参照されたい． 

本サブルーチンでは，Nj,m+1(x) 及びその微分，積分
の計算はスレーブサブルーチン UBAS1 で行ってい
る． 
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E11-31-0401  BIF4, DBIF4 

B-spline 補間式 (IV) による補間，数値微分，数値積分 
CALL BIF4(X,N,M,C,ISW,V,I,F,VW,ICON) 

 
(1)  機能 

離散点 x1,x2,...,xn(x1<x2<...<xn) に対して，周期 (xn−xl) 
の周期関数値 yi=f(xi), i=1,2,...,n（ただし y1=yn）が与え
られたとき，x=v∈[xl , xn] における補間値あるいは微
分値あるいは x1 から v までの積分値を求める． 

ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー
チン BIC4 により，周期条件を満たす B-spline 補間式 

( ) ( )xNcxS mj

n

mj
j 1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (1.1) 

における補間係数 cj, j= −m+1,−m+2,...,n−1 が計算され
ているとする．ここで m は奇数で B-spline Nj,m+1(x) の
次数である． 

x1≤v≤xn, m≥3, n≥m+2 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力． B-spline の次数 m． 

（使用上の注意①参照）． 
C ············· 入力．補間係数 cj （BIC4 の出力）． 

大きさ n+m-1 の 1 次元配列． 
ISW ········ 入力．計算の種類を与える． 

ISW=0 のとき補間値 F=S(v)， 
ISW=l (1 ≤ l ≤ m) のとき  
l 階微分値 F=S(l)(v), 
ISW=-1 のとき積分値 F= S x dxx ( )

1

υ
∫ を求め

る. 
V ············· 入力．補間値などを求めたい点 v． 
I ·············· 入力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 

v=xn のときは I=n−1 とする． 
出力．xi≤v<xi+1 を満たす i． 
（使用上の注意②参照）． 

F ············· 出力．補間値あるいは l 階微分値あるいは
積分値（ISW の項参照）． 

VW ········· 作業領域．大きさ m+1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIF4-1 参照． 

表 BIF4-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X(I)≤V<X(I+1) が満たされて
いない． 

サブルーチン内で
左記の Iをさがして
処理を続ける． 

30000 次のいずれかであった． 
①  V<X(1) 又は V>X(N) 
②  ISW<-1 又は ISW>M 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAR4, UBAS4, UPEP4 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン BIC4 により求

められた B-spline 補間式 (1.1) に基づいて,  補間
値あるいは微分値あるいは積分値を求めるもの
である． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に,サ
ブルーチン BIC4 を呼び出して補間式 (1.1) を求
め，続けて本サブルーチンを呼び出すことによ
り補間値などを求めることができる．そのとき，
パラメタ X, N, M, C は BIC4 のそれらと同一でな
ければならない． 

② パラメタ IはX(I)≤V<X(I+1) を満足していること
が好ましい．もし満足されていないときは , 
X(I)≤V<X(I+1) を満足するような I を探索して処
理を続ける． 

 
c. 使用例 

離散点 xi，関数値 yi, i=1,2,..., n（周期 (xn-x1)）及
び次数mを入力し，vij=xi+(xi+1-xi)×( j/5), i=1, 2, ..., 
n − 1, j=0, 1, ..., 5 における，x1 からの積分値，補
間値，1 階から m 階までの微分値を求める．
n≤101, m≤5 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(101),Y(101),C(105), 
     *VW(906),R(6) 
      READ(5,500) N,M 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,M,(I,X(I),Y(I),I=1,N) 
      CALL BIC4(X,Y,N,M,C,VW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 10 
      WRITE(6,610) 
      STOP 
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   10 N1=N-1 
      M2=M+2 
      DO 40 L2=1,M2 
      ISW=L2-2 
      WRITE(6,620) ISW 
      DO 30 I=1,N1 
      H=(X(I+1)-X(I))/5.0 
      XI=X(I) 
      DO 20 J=1,6 
      V=XI+H*FLOAT(J-1) 
      II=I 
      CALL BIF4(X,N,M,C,ISW,V,II,F, 
     *VW,ICON) 
      R(J)=F 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,630) II,(R(J),J=1,6) 
   30 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
      STOP 
  500 FORMAT(2I6) 
  510 FORMAT(2F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA',3X, 
     *'N=',I3,3X,'N=',I2//20X,'NO.',10X, 
     *'X',17X,'Y'//(20X,I3,2E18.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'ERROR') 
  620 FORMAT('1'//10X,'L=',I2/) 
  630 FORMAT(6X,I3,6E18.7) 
      END 

 

(4) 手法概要 
サブルーチン BIC4 により m 次の B-spline 補間式， 

( ) ( )xNcxS mj

n

mj
j 1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (4.1) 

が求まっているとする．ただし，ここでの S(x) は， 

( )( ) ( )( ) 1,...,1,0,1 −== mlxSxS n
ll  (4.2) 

を満たす，周期 (xn−xl) の周期関数である． 
本サブルーチンでは，(4.1) の補間式に基づいて,

補間値，l 階微分値あるいは積分値をそれぞれ (4.3), 
(4.4), (4.5) より求める． 

( ) ( )vNcvS mj

n

mj
j 1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (4.3) 

( )( ) ( ) ( )vNcvS l
n

mj
j

l
mj 1,

1

1
+∑

−

+−=

=  (4.4) 

( )dxxS
v

x∫=
1

I  (4.5) 

これら三つの量の計算法については 7 章 7.1 の
「(4)Spline 関数の計算法」で一般的に述べたのでそこ
を参照されたい． 

本サブルーチンでは，Nj,m+1(x)，及びその微分，積
分の計算はスレーブサブルーチンUBAS4で行ってい
る． 
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I11-81-1201  BIN, DBIN 

第 1 種整数次変形ベッセル関数 In(x) 
CALL BIN(X,N,BI,ICON) 

 
(1)  機能 

第 1 種整数次変形ベッセル関数 In(x) の値 

( ) ( )
( )∑

∞

=

+

+
=

0

2

!!
2

k

nk

n knk
xxI  

をテイラー展開式及び漸化式を用いて計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
N ············· 入力．In(x) の次数 n． 
BI ············ 出力．関数値 In(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIN−1 参照． 
ただしN=0又はN=1のときはそれぞれBI0, 
BI1 の ICON に準ずる． 

 
表 BIN-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X及びNの値が下記のいずれ
かであった． 
⋅  |X| > 100 
⋅  1/8 ≤ |X| < 1でかつ 
   |N| ≥ 19 |X|+29 
⋅  1 ≤ |X| < 10でかつ 
   |N| ≥ 4.7 |X| + 43 
⋅  10 ≤ |X| ≤ 100でかつ 
   |N| ≥ 1.83 |X| + 71 
 

BI = 0.0とする． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, AFMIN AMACH, BI0, BI1, 

MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, IABS, FLOAT, EXP, 

MAX0, AND SQRT. 
 
b. 注意 
① |X|, |N| の範囲は,  図 BIN-1 の白地の部分とする．

計算途中のオーバフロー，アンダフローを前
もって防ぐためである.（手法概要 (4.2) 参照） 

② I0(x) 及び I1(x) を計算するには，本サブルーチン
よりもそれぞれ BI0, BI1 を直接用いた方がよい． 

| X | 100 10 1 1/8
  20

  31

  48

  90

259

| N |

図 BIN-1  引数の計算範囲 

c. 使用例 
In(x) の値を x が 0 から 10，N が 20 から 30 まで 1
おきに計算し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 20 N=20,30 
      DO 10 K=1,11 
      X=K-1 
      CALL BIN(X,N,BI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,N,BI 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,N,BI, 
     *                           ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',5X,'N',8X, 
     *'IN(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,I5,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'N=',I5,5X,'BI=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

ベッセル関数 In(x) の計算は，|x|=1/8 を境にして，
計算式の形が異なる．I-n(x)=In(x), In(−x)=(−1)nIn(x) で
あるから，以下では|n|, |x|をそれぞれ n, x として説明
する． 
a. 0≤x<1/8 の場合 

( ) ( )

( )( ) 



+
++

+





+
+=

...
42224.2

222
1

!2
4

2

nn
x

n
x

n
xxI n

n
n

 (4.1) 
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により第 n 項目が初項に比べ丸め誤差の単位以
下になるまで計算する． 
 

b. 1/8 ≤ x ≤ 100 の場合 
n, x より十分大きな値 M を決め 
k=M, M − 1,...,1 に対して漸化式 

( ) ( ) ( )xFxF
x
kxF kkk 11

2
+− +=  (4.2) 

を反復適用する． 
ただし FM+1(x) =0, FM(x) =flmin 
とする．このとき，In(x) は， 

( ) ( ) ( ) ( )












+= ∑
=

M

i
in

x
n xFxFxFexI

1
0 2/  (4.3) 

で与えられる． 

[Mの決め方] 

( ){ }[ ]M m n n= + + −2 1 0 20 0max , /  (4.4) 

ただし，[ ] はガウス記号である． 
(a) 1/8≤x<1 のとき 

単精度：m0=4.8x+6.1  (4.5) 
n0=3.6x+2.1 (4.6) 

倍精度：m0=9.4x+9.5 (4.7) 
n0=5.0x+4.5 (4.8) 

(b) 1≤x<10 のとき 
単精度：m0=1.4x+9.6  (4.9) 

n0=0.9x+5.1 (4.10) 
倍精度：m0=2.5x+15.5 (4.11) 

n0=1.4x+8.6 (4.12) 
(c) 10 ≤ x ≤ 100 のとき 

単精度：m0=0.75x+17.5 (4.13) 
n0=0.28x+11.2 (4.14) 

倍精度：m0=0.77x+32.3 (4.15) 
n0=0.45x+17.5 (4.16) 

 
なお，詳細については，参考文献 [81], [82] を参照

のこと．  



BIR 

155 

I11-83-0301  BIR, DBIR 

第 1 種実数次変形ベッセル関数 Iv(x) 
CALL BIR(X,V,BI,ICON) 

 
(1) 機能 

第 1 種実数次変形ベッセル関数 Iv(x)  

( ) ( )∑
∞

= ++















=

0

2

1!
4
1

2
1

k

k

v

v kvk

x
xxI

Γ
 

の値をべき級数展開式 (上式) 及び漸化式による方法
を用いて計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x(x≥0)． 
V ············· 入力．Iv(x) の次数 v (v≥0)． 
BI ············ 出力．関数値 Iv(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BIR-1 参照． 
 

表 BIR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X>log(flmax) であった． BI = 0.0 とする． 
30000 X<0 又は V<0 であった． BI = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, AMACH, AFMIN, MGSSL, 

ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT, ABS, GAMMA, 

AMAX1, EXP 
 

b. 注意 
① 0 ≤ X ≤ log(flmax) 及び V≥0 であること． 
② I0(x) あるいは I1(x) を計算するときには，本サブ

ルーチンよりもそれぞれ BI0, BI1 を直接用いた
方がよい． 

③ Iv(x), Iv+1(x), Iv+2(x), ..., Iv+M(x) の値をいっせいに必
要とするときには，本サブルーチンにより Iv+M(x) 
と Iv+M-1(x) を求め，漸化式を反復適用して
Iv+M-2(x), Iv+M-3(x), ..., Iv(x) と次数の低いものを求
めていくとよい．逆に，本サブルーチンにより
Iv(x) と Iv+1(x) を求め，漸化式により Iv+2(x), 
Iv+3(x), ..., Iv+M(x) と次数の高いものを求めていく
ことは不安定が生ずるので避けなければならな
い． 

④ 倍精度のサブルーチン DBIR を使用するときは，
X, V 及び BI を倍精度宣言することが必要であ
る． 

c. 使用例 
Iv(x) の値を，x を 0 から 10 まで 1 おきに，v を
0.4 から 0.6 まで 0.01 刻みで計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DO 20 K=1,11 
      X=K-1 
      DO 10 NV=40,60 
      V=FLOAT(NV)/100.0 
      CALL BIR(X,V,BI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,600) X,V,BI 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',F8.2,F8.3,E17.7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

求められるべき Iv(x) の値がアンダフローした値に
なることがあらかじめ分かった場合には，以下の計
算は行わず，結果を 0.0 とする． 

Iv(x) の計算は，x により方法が異なる． 
① 0 ≤ x ≤ 1 の場合 

べき級数展開 
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∞
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により，第k項目が初項に比べて丸め誤差の単位
以下になるまで計算する． 

② 1<x≤log( flmax) の場合 
漸化式による方法を用いて計算する． 
m を適当に大きな整数 (x, v 及び要求精度によっ
て決まる)，δを十分に小さい定数 (使用する計算
機の正の最小数) とする．n 及びαを次式のよう
に決める． 

v=n+α(n : 整数0≤α<1) 

初期値を 

Gα+m+1(x)=0, Gα+m(x)=δ 

として，k=m,m − 1,...,1に対して漸化式 

( ) ( ) ( ) ( )xGxG
x

kxG kkk 11
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を反復適用する．このとき，Iv(x) は 
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として求められる． 
なお，m の決め方及びその他詳細については，
参考文献 [81] を参照のこと． 
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I11-81-0601  BI0,DBI0 

第 1 種 0 次変形ベッセル関数 I0(x) 
CALL BI0(X,BI,ICON) 

 
(1) 機能 

第 1 種 0 次変形ベッセル関数 I0(x) の値 

( ) ( )
( )∑

∞

=

=
0

2

2
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k

k

k
xxI  

を多項式及び漸近形式の近似式を用いて計算する. 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
BI ············ 出力．関数値 I0(x)． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 BI0-1 参照． 
 

表 BI0-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 |X| > log (flmax) であった． BI = flmaxとする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, EXP, SQRT 

 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

|X| ≤ log ( flmax) 
であること． 
|X| が上記範囲を超えると ex の計算でオーバフ
ローを生じる．これを本サブルーチン内で前
もって防ぐためである．（手法概要(4.4), (4.5) 参
照） 
 

c. 使用例 
I0(x) の値を x が 0 から 100 まで，1 おきに計算し
数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=K-1 
      CALL BI0(X,BI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BI 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BI,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'I0(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BI=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 

(4) 手法概要 
変形ベッセル関数 I0(x) の計算は，|X| = 8 を境にし

て，近似式の形が異なる．I0(−x)=I0(x) であるから,以
下では|x| を x として説明する． 
a. 0≤x<8 の場合 

I0(x) のべき級数展開 
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をそれぞれ (4.2), (4.3) の近似式を用いて計算す
る． 
単精度： 
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倍精度： 
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b. 8 ≤ x ≤ log(flmax)の場合 
I0(x) の漸近展開 
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をそれぞれ (4.5), (4.6) の近似式を用いて計算す
る. 
単精度： 
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I11-81-0701  BI1,DBI1 

第 1 種 1 次変形ベッセル関数 I1(x) 
CALL BI1(X,BI,ICON) 

 
(1) 機能 

第 1 種 1 次変形ベッセル関数 I1(x) の値 

( ) ( )
( )( )∑

∞

=

+

+
=

0

12

1 !1!
2

k

k

kk
xxI  

を多項式及び漸近形式の近似式を用いて計算する. 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
BI ············ 出力．関数値 I1(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BI1-1 参照． 
 

表 BI1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X>log(flmax) であった． 
X<-log(flmax) であった． 

BI = flmaxとする． 
BI = -flmaxとする． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, EXP, SQRT 
 
b. 注意 

引数 X の範囲は 
|X| ≤ log( flmax) 
であること． 
|X| が上記範囲を超えると ex の計算でオーバフ
ローを生じる．これを本サブルーチン内で前
もって防ぐためである． 
（手法概要 (4.4), (4.5) 参照） 

 
c. 使用例 

I1(x) の値を x が 0 から 100 まで，1 おきに計算し
数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=K-1 
      CALL BI1(X,BI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BI 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BI,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'I1(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BI=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 

(4) 手法概要 
変形ベッセル関数 I1(x) の計算は，|x| = 8 を境にし

て，近似式の形が異なる．I1(−x)=−I1(x) であるから，
以下では|x|を x として説明する． 
a. 0≤x<8の場合 

I1(x) のべき級数展開 
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をそれぞれ (4.2), (4.3) の近似式を用いて計算す
る． 
単精度： 
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倍精度： 
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b. 8 ≤ x ≤ log(flmax) の場合 
I1(x) の漸近展開 
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をそれぞれ (4.5), (4.6) の近似式を用いて計算す
る． 
単精度： 
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I11-81-1001  BJN, DBJN 

第 1 種整数次ベッセル関数 Jn(x) 
CALL BJN(X,N,BJ,ICON) 

 
(1) 機能 

第 1 種整数次ベッセル関数 Jn(x) の値 
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をテーラー展開式及び漸化式を用いて計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
N ············· 入力．Jn(x) の次数 n． 
BJ ··········· 出力．関数値 Jn(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BJN-1 参照． 
ただしN=0又はN=1のときはそれぞれBJ0, 
BJ1 の ICON に準ずる． 

 
表 BJN-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X 及び N の値が下記のいずれ
かであった． 
⋅  |X| > 100 
⋅  1/8 ≤ |X| < 1 でかつ 
   |N| ≥ 19 |X| + 29 
⋅  1 ≤ |X| < 10 でかつ 
   |N| ≥ 4.7 |X| + 43 
⋅  10 ≤ |X| ≤ 100 でかつ 
   |N| ≥ 1.83 |X| + 71 

BJ = 0.0 とする． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMIN, AMACH, BJ0, BJ1, MGSSL, 

UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, IABS, FLOAT, 

MAX0, DSIN, DCOS, DSQRT 
 
b. 注意 
① |X|, |N|の範囲は，図 BJN-1 の白地の部分とする． 

計算途中のオーバフロー，アンダフローを前
もって防ぐためである．（手法概要 (4.2) 参照） 

② J0(x) 及び J1(x) を計算するには，本サブルーチン
よりもそれぞれ，BJ0, BJ1 を直接用いた方がよ
い． 

 
図 BJN-1  引数の計算範囲 

c. 使用例 
Jn(x) の値を x が 0 から 10，N が 20 から 30 まで
1 おきに計算し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 20 N=20,30 
      DO 10 K=1,11 
      X=K-1 
      CALL BJN(X,N,BJ,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,N,BJ 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,N,BJ, 
     *                           ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',5X,'N',8X, 
     *'JN(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,I5,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'N=',I5,5X,'BJ=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

ベッセル関数 Jn(x) の計算は，|x| = 1/8 を境にして，
計算式の形が異なる．J-n (x)=Jn(−x)=(−1)nJn(x) である
から，以下では|n|, |x|それぞれ n, x として説明する． 
a. 0≤x<1/8 の場合 
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により第 n 項目が初項に比べ丸め誤差の単位以
下になるまで計算する． 
 

b. 1/8 ≤ x ≤ 100 の場合 
n, x より十分大きな値 M を決め 
k=M,M − 1,...1 に対して漸化式 

( ) ( ) ( )xFxF
x
kxF kkk 11

2
+− −=  (4.2) 

を反復適用する． 
ただし FM+1(x)=0, FM(x)=flmin とする．このとき，
Jn(x) は， 
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で与えられる． 

[M の決め方] 
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−++= 2/0,
2

max12 0
0

xmnmM  (4.4) 

ただし [ ] はガウス記号である． 
(a) 1/8≤x<1 のとき 

単精度：m0=5.5x+5 (4.5) 
倍精度：m0=8x+10 (4.6) 

(b) 1≤x<10 のとき 
単精度：m0=1.8x+9 (4.7) 
倍精度：m0=2x+19 (4.8) 

(c) 10 ≤ x ≤ 100 のとき 
単精度：m0=1.25x+18 (4.9) 
倍精度：m0=1.3x+34 (4.10) 

 
なお，詳細については，参考文献 [81], [82] 参照の

こと． 
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I11-83-0101  BJR, DBJR 

第 1 種実数次ベッセル関数 Jv(x) 
CALL BJR(X,V,BJ,ICON) 

 
(1) 機能 

第 1 種実数次ベッセル関数 Jv(x) 
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の値をべき級展開式（上式），漸化式による方法及
び漸近展開式を用いて計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x (x≥0)． 
V ············· 入力．Jv(x) の次数 v (v≥0)． 
BJ ··········· 出力．関数値 Jv(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BJR-1 参照． 
 

表 BJR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 次のいずれかであった． 
⋅  X>100 でかつ V>15 
⋅  X≥tmax 

BJ = 0.0 とする． 

30000 X<0 又は V<0 であった． BJ = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, AFMIN, MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT, ABS, GAMMA, 

AMAX1, MOD, SQRT, COS, SIN 
 
b. 注意 
① X≥0, V≥0 であること． 

X, V の範囲は，図 BJR-1 の白地の部分とする．
また，X<tmax  
であることが必要であるが，これは X が大きく
なると漸近展開の中の sin (X−(1/2⋅V+1/4)π) 及び
cos (X−(1/2⋅V+1/4)π) の値が正確に計算できなく
なるためである（手法概要の (4.4) 式参照）． 

X
tmax

1000100101
0

15

V

 

図 BJR-1  引数の範囲 

② J0(x) あるいは J1(x) を計算するときには，本サブ
ルーチンよりもそれぞれ BJ0, BJ1 を直接用いた
方がよい． 

③ Jv(x), Jv+1(x), Jv+2(x), ..., Jv+M(x) の値をいっせいに
必要とするときには，本サブルーチンにより

Jv+M(x) と Jv+M−1(x) を求め，漸化式を反復適用し
て Jv+M-2(x), Jv+M-3(x), ..., Jv(x) と次数の低いものを
求めていくとよい．逆に，本サブルーチンによ
り Jv(x) と Jv+1(x) を求め，漸化式により Jv+2(x), 
Jv+3(x), ..., Jv+M(x) と次数の高いものを求めてい
くことは不安定が生ずるので避けなければなら
ない． 

 
c. 使用例 

Jv(x) の値を，x を 0 から 10 まで 1 おきに，v を
0.4 から 0.6 まで 0.01 刻みで計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DO 20 K=1,11 
      X=K-1 
      DO 10 NV=40,60 
      V=FLOAT(NV)/100.0 
      CALL BJR(X,V,BJ,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,600) X,V,BJ 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',F8.2,F8.3,E17.7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

求められるべき Jv(x) の値がアンダフローする値 
（約 10−75 以下）になることがあらかじめ分かった場
合には，以下の計算は行わず，結果を 0.0 とする． 

Jv(x) の計算は，x 及び v により方法が異なる． 
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① 0≤x<1 の場合 
べき級数展開 
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により，第 k 項が初項に比べ丸め誤差の単位以
下になるまで計算する． 

② 単精度：1 ≤ x ≤ 16, 又は 16< x ≤100 かつ 
v>0.115x+4 の場合 
倍精度：1≤ x <30, 又は 30 ≤ x ≤ 100 かつ 
v>0.115x+4 の場合 
漸化式による方法を用いて計算する． 
m を適当に大きな整数（x, v 及び要求精度によっ
て決まる），δを十分に小さい定数（使用する計
算機の正の最小数）とする．n 及び α を次式の
ように決める． 

v=n+α(n：整数，0 ≤ α <1) 

初期値を 

  ( ) ( ) δαα == +++ xFxF mm ,01  

として，k=m,m − 1,...,1 に対して漸化式 
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を反復適用する．このとき，Jv(x) は 
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として求められる． 
なお，m の決め方及びその他詳細については，
参考文献 [81] を参照のこと． 

③ 単精度：100<x<tmax かつ v≤15，又は， 
16<x≤100 かつ v≤0.115x+4 の場合 
倍精度：100<x<tmax かつ v≤15，又は， 
30 ≤ x ≤ 100 かつ v≤0.115x+4 の場合 
漸近展開式 
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を用いて計算する．ただし 
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 −

−















−
















−

=

( )0≠k  
(v, 0) = 1 

である．P(x,v) 及び Q(x,v) はそれぞれ第 k 項が第
1 項に比べ 

単精度：max (丸め誤差の単位，10-10) 
倍精度：max (丸めの誤差の単位，10-20) 

以下になるまで計算する． 
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I11-81-0201  BJ0,DBJ0 

第 1 種 0 次ベッセル関数 J0(x) 
CALL BJ0(X,BJ,ICON) 

 
(1) 機能 

第 1 種 0 次ベッセル関数 J0(x) の値 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

−
=

0
2

2

0
!

21

k

kk

k
xxJ  

を有理式及び，漸近形式の近似式を用いて計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x. 
BJ ··········· 出力．関数値 J0(x). 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BJ0-1 参照． 
 

表 BJ0-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 |X| ≥ tmaxであった． BJ = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, DSIN, DCOS, 

DSQRT 
 
b. 注意 

引数 X の範囲は 

|X| ≤ tmax 

であること． 
|X| が大きくなると sin(x−π/4), cos(x−π/4) の値が
不正確になるためである（手法概要 (4.4) 参照）. 
 

c. 使用例 
J0(x) の値を x が 0 から 100 まで，1 おきに計算し
数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=K-1 
      CALL BJ0(X,BJ,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BJ 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BJ,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'J0(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BJ=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 

(4) 手法概要 
ベッセル関数 J0(x) の計算は，|x|=8 を境にして，近

似式の形が異なる．J0(−x)=J0(x) であるから，以下で
は|x|を x として説明する． 
a. 0 ≤ x ≤ 8 の場合 

J0(x) のべき級数展開 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

−
=

0
2

2

0
!

21

k

kk

k
xxJ  (4.1) 

を次の有理近似式を用いて計算する． 
単精度： 

( ) ∑∑
==

=
5

0

2
5

0

2
0

k

k
k

k

k
k xbxaxJ  (4.2) 

理論精度  8.54桁 
倍精度： 

( ) ∑∑
==

=
8

0

2
8

0

2
0

k

k
k

k

k
k xbxaxJ  (4.3) 

理論精度  19.22桁 
 

b. x>8 の場合 
J0(x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ){
( ) ( )}

J x
x

P x x

Q x x

0 0

0

2 4

4

= −

− −

π
π

π

cos

sin
 (4.4) 

より計算する．ただし P0(x), Q0(x) は次の近似式
を用いる． 
単精度： 

( ) ∑∑
==

==
2

0

2
2

0

2
0 8,

k

k
k

k

k
k xzzbzaxP  (4.5) 

理論精度  10.66桁 

( ) ∑∑
==

+ ==
2

0

2
1

0

12
0 8,

k

k
k

k

k
k xzzdzcxQ  (4.6) 

理論精度  9.58桁 
倍精度： 

( )P x a z b z z xk
k

k
k

k

k
0

2

0

5
2

0

5
8= ∑ =∑

= =
,  (4.7) 

理論精度  18.16桁 

( ) ∑∑
==

+ ==
5

0

2
5

0

12
0 8,

k

k
k

k

k
k xzzdzcxQ  (4.8) 

理論精度  18.33桁 
 

なお，詳細については，参考文献 [78] のpp.141~149
を参照のこと． 
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I11-81-0301  BJ1, DBJ1 

第 1 種 1 次ベッセル関数 J1(x) 
CALL BJ1(X,BJ,ICON) 

 
(1) 機能 

第 1 種 1 次ベッセル関数 J1(x) の値 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

+

+
−

=
0

12

1 !1!
21

k

kk

kk
xxJ  

を有理式及び，漸近形式の近似式を用いて計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
BJ············ 出力．関数値 J1(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BJ1-1 参照． 
 

表 BJ1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 |X| ≥ tmaxであった． BJ = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, DSIN, DCOS, 

DSQRT 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

|X| ≤ tmax 

であること． 
|X|が大きくなると sin(x−3π/4), cos(x−3π/4) の値
が不正確になるためである（手法概要 (4.4) 参
照）． 

 
c. 使用例 

J1(x) の値を x が 0 から 100 まで，1 おきに計算し
数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=K-1 
      CALL BJ1(X,BJ,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BJ 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BJ,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'J1(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BJ=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 

(4) 手法概要 
ベッセル関数 J1(x) の計算は，|x| = 8 を境にして，

近似式の形が異なる．J1(−x)=−J1(x) であるから，以下
では |x|を x として説明する． 
a. 0 ≤ x ≤ 8 の場合 

J1(x) のべき級数展開 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

+

+
−

=
0

12

1 !1!
21

k

kk

kk
xxJ  (4.1) 

を次の有理近似式を用いて計算する． 
単精度： 

( ) ∑∑
==

+=
5

0

2
4

0

12
1

k

k
k

k

k
k xbxaxJ  (4.2) 

理論精度  8.19桁 
倍精度： 

( ) ∑∑
==

+=
8

0

2
7

0

12
1

k

k
k

k

k
k xbxaxJ  (4.3) 

理論精度  18.68桁 
 

b. x>8 の場合 
J1(x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ){
( ) ( )}

J x
x

P x x

Q x x

1 1

1

2 3 4

3 4

= −

− −

π
π

π

cos

sin

 (4.4) 

より計算する．ただし P1(x), Q1(x) は次の近似式
を用いる. 
単精度： 

( ) ∑∑
==

==
2

0

2
2

0

2
1 8,

k

k
k

k

k
k xzzbzaxP  (4.5) 

理論精度  10.58桁 

( ) ∑∑
==

+ ==
2

0

2
1

0

12
1 8,

k

k
k

k

k
k xzzdzcxQ  (4.6) 

理論精度  9.48桁 
倍精度： 

( ) ∑∑
==

==
5

0

2
5

0

2
1 8,

k

k
k

k

k
k xzzbzaxP  (4.7) 

理論精度  18.11桁 

( ) ∑∑
==

+ ==
5

0

2
5

0

12
1 8,

k

k
k

k

k
k xzzdzcxQ  (4.8) 

理論精度  18.28桁 
 

なお,詳細については，参考文献 [78] の pp.141~149
を参照のこと． 
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I11-81-1301  BKN, DBKN 

第 2 種整数次変形ベッセル関数 Kn(x) 
CALL BKN(X,N,BK,ICON) 

 
(1) 機能 

第 2 種整数次変形ベッセル関数 Kn(x) の値 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

( ) ( )
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∑
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x
k
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xxIxK γ

 

を漸化式を用いて計算する．ただし x>0 であること．
ただし，In(x)：第 1 種整数次変形ベッセル関数，γ：
オイラー定数． 

 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
N ············· 入力．Kn(x) の次数 n． 
BK ·········· 出力．関数値 Kn(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BKN-1 参照． 
ただし，N=0 又は N=1 のときはそれぞれ
BK0, BK1 の ICON に準ずる． 

 
表 BKN-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 N>log(flmax) であった． BK = 0.0 とする． 
30000 X≤0 であった． BK = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... BK0, BK1, MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS, FLOAT, ALOG, 

EXP, SQRT 

b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

0<X≤log(flmax) 

であること． 
X が上記範囲を超えると e-x の計算においてアン
ダフローする．これを本サブルーチン内で前
もって防ぐためである． 
（BK0, BK1 手法概要 (4.4), (4.5) 参照） 

② K0(x) 及び K1(x) を計算するには,  本サブルーチ
ンよりもそれぞれ，BK0, BK1 を直接用いた方が
よい． 

 
c. 使用例 

Kn(x) の値を x が 1 から 10，N が 20 から 30 まで
1 おきに計算し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 20 N=20,30 
      DO 10 K=1,10 
      X=K 
      CALL BKN(X,N,BK,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,N,BK 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,N,BK, 
     *                           ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',5X,'N',8X, 
     *'KN(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,I5,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'N=',I5,5X,'BK=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

Kn(x) に関する次の漸化式関係を用いて計算する． 

( ) ( ) ( ) 1,...,2,1,2
11 −=+= −+ nkxKxK

x
kxK kkk

 (4.1) 

ただし K0(x), K1(x) は，それぞれ BK0, BK1 を利用
している． 
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I11-83-0401  BKR, DBKR 

第 2 種実数次変形ベッセル関数 Kv(x) 
CALL BKR(X,V,BK,ICON) 

 
(1) 機能 

第 2 種実数次変形ベッセル関数 Kv(x) 

( ) ( ) ( )
( )π

π
v

xIxIxK vv
v sin2

−
= −  

の値を，吉田・二宮による方法で計算する． 
Iv(x) は第 1 種変形ベッセル関数である．x>0 であるこ
と． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
V ············· 入力．Kv(x) の次数 v． 
BK ·········· 出力．関数値 Kv(x). 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BKR-1 参照． 
 

表 BKR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X=0.0 であった．又は，BK が
オーバフローするほど大きな
値となった． 

BK には浮動小数点
数の最大値を出力
する． 

30000 X<0.0 であった． BK=0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, AFMAX, MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT, ALOG, AMAX1, 

ALGAMA, GAMMA, ABS, SQRT, EXP 
 
b. 注意 
① X>0.0 であること． 
② K0(x) あるいは K1(x) を計算するときには，本サ

ブルーチンよりも，それぞれ，BK0, BK1 を直接
用いた方が効率が良い． 

③ Kv(x), Kv+1(x), Kv+2(x),..., Kv+M(x) の値をいっせいに
必要とするときには，本サブルーチンにより，
Kv(x) と Kv+1(x) を求め，漸化式（手法概要の (4.3)）
を反復適用して，Kv+2(x), Kv+3(x),..., Kv+M(x) と次
数の高いものへと順次求めていくとよい． 

④ x が大きいところでは，続けて同じ v の値で，本
サブルーチンが呼ばれたときには，計算の共通
部分を通過し，効率良く Kv(x) の値を計算できる
ようにしてある． 

 

c. 使用例 
Kv(x) の値を，v を 0.4 から 0.6 まで 0.01 おきに，
x を 1 から 10 まで 1 きざみで計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DO 20 NV=40,60 
      V=FLOAT(NV)/100.0 
      DO 10 K=1,10 
      X=FLOAT(K) 
      CALL BKR(X,V,BK,ICON) 
      WRITE(6,600) V,X,BK,ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',F8.3,F8.2,E17.7,I7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

v 次の第 2 種変形ベッセル関数 Kv(x) は，第 1 種変
形ベッセル関数 Iv(x) と I-v(x) を用いて， 

( ) ( ) ( )
( )π

π
v

xIxIxK vv
v sin2

−
= −  (4.1) 

として定義される．ただし，次数 v が整数 n のときに
は，v→n の極限で与えられる．また， 

K-v(x)=Kv(x) (4.2) 

なる関係があるので，v≥0 の場合の計算法のみ考えれ
ば十分である． 

本計算法は，0≤v≤2.5 では，直接に Kv(x) の値を計
算する．v >2.5 では，v の小数部分をµとすると，µ≤0.5
ならば Kµ+1(x) と Kµ+2(x) を，µ >0.5 ならば Kµ(x) と
Kµ+1(x) を直接求め，漸化式 

( ) ( ) ( )xKxK
x
vxK vvv 11

2
−+ +=  (4.3) 

により Kv(x) の値を計算する．以下に，吉田・二宮に
よる，0≤v≤2.5 での Kv(x) の計算法について説明する． 

Kv(x) の計算は，x 及び v により方法が異なる． 
図 BKR-1 の領域 A では，x が小さい場合の計算法，
領域 B では x が大きい場合の計算法を用いる． 
a. x が小さい場合の計算法（領域 A） 

本方法は，次式で与えられる I-v(x) 及び Iv(x) の
級数展開を利用する（この計算法の詳細につい
ては参考文献 [88] 参照）． 
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図 BKR-1  領域 A 及び領域 B 
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 (4.5) 

以下で用いるφ 1(v,x) 及びφ 2(v,x) を次のように定
義する． 

( )

( )

φ

φ

1

2

2 1

1 2

v x

x
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v x
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v

v

v

,

,

=





 −
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−

 (4.6) 

v の区間，0≤v≤0.5, 0.5<v≤1.5, 1.5<v≤2.5 によって
計算式が異なる．ここでは，0≤v≤0.5 での計算法
を説明する．(4.4), (4.5) 及び (4.6) から，次式が
得られる． 

( ) ( ) ( ) ( ){ }∑
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=
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k
kkvv xvBxvAvxIxI  (4.7) 

ただし， 
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 (4.8) 

である．上式の Ak(v,x) 及び Bk(v,x) は，そのまま
式のとおりに計算を行うと，v ≈ 0 で桁落ちが生
ずる．桁落ちを避けるために以下で述べる工夫
を行う． 
まず，Bk(v,x) において，φ 1(v,x) とφ 2(v,x) は同符
号であるので，その加算では桁落ちは無い. 

しかし，(4.6) で定義されているφ 1(v,x) 及びφ 
2(v,x) は，その右辺のとおりに計算できるのは，
(x/2)v<1/2，あるいは，(x/2)v>2 の場合だけである．
1/2≤(x/2)v≤2,  すなわち,  −log2≤ vlog(x/2) ≤ log2 の
ときには桁落ちをする (ここでは，a+b なる加算
において，max (|a|, |b|)/|a+b| ≥ 2 のとき，桁落ち
が生ずるということにする．これは，2 進数で 1
桁以上の桁落ちが生じた場合に相当する)．桁落
ち無しにφ 1(v,x) 及び φ 2(v,x) を計算するために
は，関数 

( ) .........
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+++=
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=
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t
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 (4.9) 

について，−log2≤ t ≤log2 において所要の相対精
度を有する最良近似式があればよい．なぜなら
ば，その近似式により， 
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を計算すればよいからである．本サブルーチン
では，f(t) に対して，次の形の最良近似式 
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 (4.11) 

を用いる（M, N, pk 及び qk の具体的な数値につい
ては [88] 参照）． 
(4.8) の Ak(v,x) においても，(1/Γ (k+1−v)−1/Γ 
(k+1+v))/(k!v) の値を桁落ち無しに計算するため
には，それに対して所要の精度を有する最良近
似式があればよい．ただし，(4.8) の Ak(v,x) の { } 
の部分を， ( )~A vk と表したとき， ( )~A vk に対して， 

( ) ( )( ) ( ) ( )
~

!
A v

k v k v k k v k vk =
+ − −

+
+



















1 1 1 1
Γ Γ

 

( )] ( )+ ≥−

~A v kk 1 1  (4.12) 

なる関係が成り立つので， ( )~A v0 の近似式があれ

ばよいはずである．しかし，k=1 に対しては，上
式は桁落ちを伴うので，k≥2 に対して，上式が適

用できる．したがって， ( )~A v0 及び ( )~A v1 の 0 
≤v≤0.5 における最良近似式が必要である．本サ
ブルーチンでは， 



BKR 

168 

( )

( ) 







≈

≈

∑

∑

=

=

N

k

k
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k

k
k

vqvA

vpvA

0

2
1

0

2
0

~

~

 (4.13) 

の形の最良近似多項式によって計算を行ってい
る（M, pk, N, qk については，[88] 参照）． 
このようにして，Ak(v,x) 及び Bk(v,x) は桁落ち無
しに求めることができる．0≤v≤0.5 では A0(v,x)≤0, 
Ak(v,x)≥0 (k=1,2,...) である．また，x≤2 のとき，
Bk(v,x)≥0，x>2 のとき，Bk(v,x)<0 (k=0,1,2,...) であ
る．したがって，(4.7) の加算において桁落ちの
可能性がある．しかし，実際に，数値的に桁落
ちの有無を調べた結果，図 BKR-1 の領域 A の
0≤v≤0.5 において，桁落ちが生じない．(4.7) の和
を構成している項は，k が大きくなるにつれて十
分に小さくなるので，要求精度内に収束するま
でに取る項は少なくて済む． 
したがって， 

( ) ( )g v
v

v=
2

π
πsin  (4.14) 

なる関数に対する次の形の最良近似式 

( )g v p vk
k

k

M
≈

=
∑ 2

0
 (4.15) 

を用いれば（M 及び pk については [88] 参照），
Kv(x) の値は， 

( )
( ) ( )

( )
K x

I x I x

v
v

v v=
−−

2
π πsin

 

( ) ( ){ }
( )vg

xvBxvA
k

kk∑
∞

=
+

≈ 0
,,

 (4.16) 

により計算することができる． 
v=0 のときには，(4.16) により K0(x) を計算する
よりは，むしろ，(4.1) の v→0 の極限として得ら
れる 

( )
( )

K x

x

k
x

k

k
k

0

2

2
0

2
2

=







− + 











 +









∑
=

∞

!
logγ Φ  (4.17) 

により特別に計算すると効率がよい．ただし，

γ はオイラーの定数， ( )Φ Φ= = ≥∑
=

0 1 1
0

, k
m

k

m
k  であ

る．また，要求する相対精度をε とすると， 

v x< 1723
1
2. ε  (4.18) 

のときには，その精度内で Kv(x) と K0(x) は一致
するので，そのときの Kv(x) は (4.17) により計算
を行う． 
以上により，0≤v≤0.5 での計算法について述べ
た．0.5<v≤1.5 及び 1.5<v≤2.5 の場合の計算法に
ついては省略するが，ほぼ同様な方法を考える
ことができ，図 BKR-1 の領域 A において適用で
きることが分っている． 
 

b. x が大きい場合の計算法 (領域 B)  
本計算法は，τ-method による整数次の Kn(x) の計
算法（参考文献 [84] 参照）を一般化し，任意の
実数次の Kv(x) の値を能率的に計算できるよう
に工夫したものである． 
この方法では，Kv(x) を 

( ) 





= −

x
fe

x
xK v

x
v

1
2
π  (4.19) 

の形として，fv(1/x) についての近似式を求めてい
る．以下，t=1/x とする． fv(t) は 

( ) ( ) ( ) ( )t f t t f t v f tv v v
2 22 1 1

4
0′′ + + ′ − −





=  (4.20) 

を満足する．(4.20) の右辺に，直交区間 [0,η] の
ずらし超球 (shifted Ultraspherical) 多項式をτ 倍
したものを付加すると， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t f t t f t v f t C t
v v v m

2 22 1 1
4

′′ + + ′ − −





=






τ

η
α*   

 (4.21) 

となる．ここで， 

( ) ( ) ( )C t C tm mi
i

i

m* *α α= ∑
=0

 (4.22) 

は，ずらし超球多項式である．(4.21) は次の形の
m 次の多項式解をもつ． 
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( )
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+
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a
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ただし， 
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 (4.24) 

である．この fvm(t) は fv(t) に対する近似多項式と
考えることができる．初期条件 fvm(0)=1 ( t→0 の
とき，fv(t)→1) からτ を決めると， 



BKR 

169 

( )
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η  (4.25) 

が得られる．(4.25) は，未知数として，α 及び η 
を含んでいるが，α=0.5 (このとき ( )C tm

a*( ) はずら

しルジャンドル多項式となる)，η=t のとき,  最も
精度が高いことが既に分っている．そのように
選べば， 
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 (4.26) 

となる．ただし, Pmk
* は,  ずらしルジャンドル多

項式 

( )P t P tm mi
i

i

m
* *= ∑

=0
 (4.27) 

の係数である．(4.26) の分母，分子に tm を乗じ，
t のべきでまとめれば， 
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G m v t

H m v t
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i
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i
i

i
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 (4.28) 

となる．ただし， 

( ) ( )
G m v

P a
m i k ai

m m i k k

m i k
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i
, ,
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=
+ − +

∑ − +
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= 1 1
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( ) ( )
H m v

P
m i ai

m m i

m i

, ,
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=
− +
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− +1 1

 (4.30) 

である． 
(4.29) は，v2 のべきで次のように書き表すことが
できる． 

( ) ( )G m v
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ただし， 
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である．上式の pk,l 及び qk,l は，それぞれ， 

p p p0 0 1,0 1,11 1 1, , ,= = − =  (4.33) 

( )q q m q0 0 1,0

2

1,11 2 1 1, , ,= = − + =  (4.34) 

を初期値として，2≤k≤i に対して，次の漸化式に
より定義されるものである． 
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また，(4.30) は，次のように表すことができる． 
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ただし， 
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 (4.39) 

である． 
以上より，Kv(x) の計算式として，(4.19), (4.28), 
(4.31) 及び (4.37) を用いて 
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が得られる．ただし， 
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である．(4.40) は，m を固定したとき，x を大き
くすると精度が高くなり，また，x を固定したと
き，m を大きくすると精度が高くなる．図 BKR-1
の領域 B において (4.40) を用いる．能率の観点
から，本サブルーチンでは，単精度の場合には， 









=≤
=<≤
=<

4,10
6,102
9,2

mx
mx
mx

では

では

では
 (4.42) 

とし，倍精度の場合には， 









=≤
=<≤
=<

11,10
16,102
28,2

mx
mx
mx

では

では

では
 (4.43) 

としている．本サブルーチン内では，定数 dij及
び ei は，あらかじめ計算されているものをデー
タ文により表としてもっている． 
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I11-81-0801  BK0, DBK0 

第 2 種 0 次変形ベッセル関数 K0(x) 
CALL BK0(X,BK,ICON) 

 
(1) 機能 

第 2 種 0 次変形ベッセル関数 K0(x) の値 

( ) ( )
( )

( ) ( ){ }2log1
!
2

0
1 1

2

2

0 xxIm
k

xxK
k

k

m

k
+−










= ∑ ∑

∞

= =

γ  

（ただし，I0(x)：第 1 種 0 次変形ベッセル関数，γ ：
オイラー定数）を多項式及び漸近形式の近似式を用
いて計算する． 

ただし，x>0 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
BK ·········· 出力．関数値 K0(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BK0-1 参照． 
 

表 BK0-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X>log(flmax) であった． BK = 0.0 とする． 
30000 X≤0 であった． BJ = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... ALOG, EXP, SQRT 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

0<X≤log(flmax) 

であること． 
X が上記範囲を超えると e-x の計算でアンダフ
ローする．これを本サブルーチン内で前もって
防ぐためである．（手法概要 (4.5), (4.6) 参照） 

 
c. 使用例 

K0(x) の値を x が 1 から 100 まで，1 おきに計算
し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      X=K 
      CALL BK0(X,BK,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BK 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BK,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
 

  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'K0(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BK=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

変形ベッセル関数 K0(x) の計算は x=2 を境にして，
近似式の形が異なる． 
a. 0<x<2 の場合 

K0(x) のべき級数展開 

( ) ( )
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 (4.1) 

（ただし，I0(x)：第 1 種 0 次変形ベッセル関数，
γ：オイラー定数）をそれぞれ (4.2), (4.3) の近似
式を用いて計算する. 
単精度： 
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b. 2 ≤ x ≤ log(flmax) の場合 
K0(x) の漸近展開 
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をそれぞれ (4.5), (4.6) の近似式を用いて計算す
る. 
単精度： 
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倍精度： 
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I11-81-0901  BK1, DBK1 

第 2 種 1 次変形ベッセル関数 K1(x) 
CALL BK1(X,BK,ICON) 

 
(1) 機能 

第 2 種 1 次変形ベッセル関数 K1(x) の値 
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（ただし，I1(x)：第 1 種 1 次変形ベッセル関数，γ ：
オイラー定数）を多項式及び漸近形式の近似式を用
いて計算する． 

ただし，x>0 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
BK ·········· 出力．関数値 K1(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BK1-1 参照． 
 

表 BK1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X>log(flmax) であった． BK = 0.0 とする． 
30000 X≤0． BK = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... ALOG, EXP, SQRT 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

0<X≤log(flmax) 

であること． 
Xが上記範囲を超えるとe-xの計算でアンダフ
ローする．これを本サブルーチン内で前もって
防ぐためである．（手法概要 (4.5), (4.6) 参照） 

 
c. 使用例 

K1(x) の値を x が 1 から 100 まで，1 おきに計算
し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      X=K 
      CALL BK1(X,BK,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BK 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BK,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 

  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'K1(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BK=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

変形ベッセル関数 K1(x) の計算は x=2 を境にして，
近似式の形が異なる． 
a. 0<x<2 の場合 

K1(x) のべき級数展開 
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 (4.1) 

（ただし，I1(x)：第 1 種 1 次変形ベッセル関数，
γ：オイラー定数）をそれぞれ (4.2), (4.3) の近似
式を用いて計算する. 
単精度： 
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b. 2 ≤ x ≤ log(flmax) の場合 
K1(x) の漸近展開 
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をそれぞれ (4.5), (4.6) の近似式を用いて計算す
る. 
単精度： 
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倍精度： 
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B21-11-0202  BLNC, DBLNC 

実行列の平衡化 
CALL BLNC(A,K,N,DV,ICON) 

 
(1) 機能 

n次の実行列Aを (1.1) の対角相似変換により,平衡
化する． 

~A D AD= −1  (1.1) 

ここで，平衡化するとは，変換後の実行列
~Aにつ

いて第 i 行 (i=1, ..., n) 要素のノルムの和と，第 i 列要
素のノルムの和をほぼ等しくすることである．また，
D は対角行列である． 
n≥1なること． 
 
(2)パラメタ 
A ············· 入力．実行列 A． 

出力．平衡化後の実行列
~A . 

A(K,N) なる 2 次元配列． 
K ············· 入力．配列 Aの整合寸法． 
N ············· 入力．実行列 A 及び

~Aの次数 n． 
DV ·········· 出力．スケーリングファクタ（D の対角要

素）． 
大きさ n の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BLNC-1 参照． 

 
表 BLNC-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N=1 であった． 平衡化は行わない． 
30000 N<1 又は K<N であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... IRDIX, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS 
 
b. 注意 
① 行列の各要素の大きさが不揃いな場合，この行

列の固有値及び固有ベクトルの計算値の精度が
悪くなりやすい．本サブルーチンは，これを防
ぐためのものである． 

② 行列の各要素の大きさがほぼ揃っているときに
は，本サブルーチンにより何等の変換も行われ
ないので，本サブルーチンの実行を省略した方
がよい． 

③ 本サブルーチンは行列の平衡化にあたり，行又
は列の要素が，対角要素を除いてすべて零とな
るような行 (又は列) がある場合，その行(又は列) 
と対応する列 (又は行) については平衡化を省略
する． 

④ 実行列 A の固有ベクトル x を求めるときは，本

サブルーチンにより平衡化した行列
~Aの固有ベ

クトル ~x に対して，(3.1) の逆変換を行う必要が
ある． 

xDx ~=  (3.1) 

(3.1) の逆変換はサブルーチン HBK1 により実行
できる（HBK1 参照のこと）． 

 
c. 使用例 

n 次の実行列 A を平衡化した後，サブルーチン
HES1 により実ヘッセンベルグ行列に変換し，固
有値をサブルーチン HSQR で求める． 
n≤100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),DV(100),PV(100) 
     *          ,ER(100),EI(100) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL BLNC(A,100,N,DV,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      CALL HES1(A,100,N,PV,ICON) 
      CALL HSQR(A,100,N,ER,EI,L,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,630) (ER(I),EI(I),I=1,L) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX',5X, 
     * 'N=',I3/) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
  630 FORMAT('0',5X,'EIGENVALUE'/'0',20X, 
     * 'REAL',16X,'IMAG'/('0',15X,2(E15.7, 
     * 5X))) 
      END 
 
(4) 手法概要 

n 次の実行列 A を，(4.1) の対角相似変換を反復的
に行うことにより平衡化する． 

As=Ds
-1As-1Ds  s = 1,2,... (4.1) 

ここに，A0=A であり，Dsは (4.2) で表される対角
行列，s は反復回数である． 

( )

( )

( ) 
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s
n

s
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d
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D  (4.2)  
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(4.1) の平衡化は，Asの第 i 行 (i = 1, 2, ..., n) の対角
要素を除いた絶対和と第 i列の絶対和がほぼ等しくな
るように行う． 

すなわち，As =(aij
(s)) として， 

( ) ( )∑∑
≠
=

≠
=

≈
n

ik
k

s
ik

n

ik
k

s
ik aa

11
 (4.3) 

を満足するように平衡化する． 
いま，Dsiを 

( ) idD

i

s
isi





























=

1
0

1

1
0

1
    

...

...
 (4.4) 

と定義すれば，(4.2) の Dsは， 

Ds=Ds1Ds2…Dsn (4.5) 

と表せる． 
(4.5) より，(4.1) の変換は，(4.6) で示す変換を，

i=1,2,...,n と次々に行うことにより実行できることが
分かる． 

siissisi DADA 1
1

−
−=  (4.6) 

である．ただし snsss AAAA == − , 10
 

ここで，Dsiすなわち di
(s)は，変換後の i 行 i 列が，

(4.3) を満足するように定め，変換前に，既に i 行 i 列
が，(4.3) を満足していれば，di

(s)=1 すなわち Dsi=I と
する． 

(4.1) の反復は，すべての行と列に対し，(4.3) が満
足されたとき終了する． 

本ルーチンでは，この操作を以下に示す手順で実
行する． 

① 第 i 行と第 i 列の要素の絶対値の和を，対角要素
を除いて計算する． 

∑
≠
=

≈
n

ik
k

kiaC
1

 (4.7) 

∑
≠
=

≈
n

ik
k

ikaR
1

 (4.8) 

② di
(s)を次のように定める． 

di
(s)=ρ k (4.9) 





=
進法の計算機のとき，

進法の計算機のとき，
ここに

16 16
2    2

ρ  

なる定数である． 
k は，次の条件を満足するように定める． 

ρρρ RR k ≥⋅>⋅ 2C  (4.10) 

(4.10) より k は，C< R/ρのとき，k >0 であり， 
C ≥ R/ρのとき，k≤0 である． 

 
③ (4.11) の条件により変換の要不要を判定する． 

( ) ( )C R C Rk⋅ + < +ρ ρ2 0 95.  (4.11) 

(4.11) が満足されれば， ( )di
s k= ρ として変換を行

い，満足されなければ変換を省略する． 
 

④ すべての行と列について，全く変換が行われな
くなったとき，平衡化の処理を終了する． 
このとき，配列 DV には， 

D=D1D2...Ds (4.12) 

で与えられる D の対角要素がスケーリングファ
クタとして格納されている． 

 
なお，詳細については，参考文献 [13] pp.315-326

を参照すること． 
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A52-11-0302  BLUX1, DBLUX1 

LU 分解された実バンド行列の連立 1 次方程式 
CALL BLUX1(B,FA,N,NH1,NH2,FL,IP,ICON) 

 
(1) 機能 

LU分解されたバンド行列を係数に持つ連立 1次方
程式 

LUx=b (1.1) 

を解く． 
ただし，L は下バンド幅 h1の単位下バンド行列，U

は上バンド幅 h(=min(h1+h2+1,n)) の上バンド行列，b
は n 次元の実定数ベクトルである．なお，LU 分解さ
れた元の行列の次数，下バンド幅及び上バンド幅は
n, h1及び h2である． 

n>h1≥0, n>h2≥0 であること． 
 
(2) パラメタ 
B ············· 入力．定数ベクトル b． 

出力．解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

FA ··········· 入力．行列 U． 
図 BLUX1-1 参照． 
大きさ n⋅h の 1 次元配列． 

 
 上バンド行列 U 配列 FA 

u11 u h1

u2 2
u h2 1+

un h n h− − un h n−

un n−1un n− −1 1

un n

0

0

u11

u h1

u2 2

u h2 1+

un h n h− −

un h n−

un n−1

un n− −1 1

unn

*
*

*

*

h

h

h

h

h

n h⋅

 
 
[注意] *⋅⋅⋅*印要素は任意の数値である． 

図 BLUX1-1  配列 FAにおける U の各要素の格納方法 

N ············· 入力．行列 L 及び U の次数 n． 
NH1 ········ 入力．LU 分解された元の行列の下バンド幅

h1． 
NH2 ········ 入力．LU 分解された元の行列の上バンド幅

h2． 

FL ··········· 入力．行列 L． 
大きさ (n − 1)⋅h1の 1 次元配列． 
図 BLUX1-2 参照． 

IP ············ 入力． 部分ピボッティングによる行の入換
えの履歴を示すトランスポジションベクト
ル． 
大きさ n の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BLUX1-1参照． 
 

単位下バンド行列 L 配列 FL 
 

m 2 1 0 

0 

* 
* 

* 

* 

( ) n h − ⋅ 1 1 

h 1 

h 1 

h 1 

h 1 

1 

1 

1 

1 

1 

m h 1 1 1 + 

m n n h − 1 
m n n − 2 m n n − 1 

m n n − − 1 2 

m 2 1 

m h 1 1 1 + 

m n n h − 1 

m n n − − 1 2 

m n n − 2 

m n n − 1 

 
[注意] 対角部分は格納しない． 

*⋅⋅⋅*印要素は任意の数値である． 

図 BLUX1-2  配列 FLにおける L の各要素の格納方法 

表 BLUX1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 係数行列が非正則であった． 処理を打ち切る． 
30000 N≤NH1, N≤NH2, NH1<0, 

NH2<0 又は IP に誤りがあっ
た． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II .... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... MIN0 
 
b. 注意 
① 連立 1 次方程式を解く場合,  サブルーチン BLU1

を呼び出してから，本サブルーチンを呼び出せ
ば方程式を解くことができる．このとき,  本サブ
ルーチンの入力パラメタ（定数ベクトルは除く）
は，サブルーチン BLU1 の出力パラメタをその
まま指定すること． 
しかし，通常はサブルーチン LBX1 を呼び出せ
ば，一度に解が求められる． 
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② 本サブルーチンでは，バンド行列の特性を生か
して，データ格納領域を節約出来るように，バ
ンド行列を格納しているが，バンド幅の大きさ
によっては，密行列の連立 1 次方程式を解くサ
ブルーチンLUXより (作業領域を含めて) データ
格納領域を多く必要とする場合がある．その時
は，サブルーチン LUX を用いた方がデータ格納
領域を節約できる． 
本サブルーチンの特性を生かせるのは，次数 n
の係数行列の上バンド幅と下バンド幅が等しい
なら，各々のバンド幅が約n/3以下の場合である． 

 
c. 使用例 

n × n，下バンド幅 h1，上バンド幅 h2の行列を入
力し，ＬＵ分解する．続けて，この行列を係数
に持つ l 組の連立１次方程式を解く． 
n≤100, h1≤20, h2≤20 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(4100),B(100),FL(1980), 
     *          IP(100),VW(100) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(6),NT3(6) 
      DATA NT1/'CO  ','EF  ','FI  ','CI  ' 
     *        ,'EN  ','T   '/, 
     *     NT2/'CO  ','NS  ','TA  ','NT  ' 
     *        ,2*'    '/, 
     *     NT3/'SO  ','LU  ','TI  ','ON  ' 
     *        ,2*'    '/ 
      READ(5,500) N,NH1,NH2,L 
      NT=N*MIN0(NH1+NH2+1,N) 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      M=1 
      WRITE(6,600) N,NH1,NH2 
      CALL PBM(NT1,6,A,N,NH1,NH2) 
      CALL BLU1(A,N,NH1,NH2,1.0E-6, 
     *          IS,FL,IP,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 10 
      WRITE(6,620) 
      STOP 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL PGM(NT2,6,B,N,N,1) 
      CALL BLUX1(B,A,N,NH1,NH2, 
     *           FL,IP,ICON) 
      CALL PGM(NT3,6,B,N,N,1) 
      M=M+1 
      IF(L.GT.M) GO TO 10 
      WRITE(6,630) 
      STOP 
  500 FORMAT(4I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'///5X, 
     * 'LINEAR EQUATIONS  AX=B' 
     * /5X,'ORDER=',I4 
     * /5X,'SUB-DIAGONAL LINES=',I4 
     * /5X,'SUPER-DIAGONAL LINES=',I4) 
  610 FORMAT(' ',4X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(' '/5X,'** ABNORMAL END **') 
  630 FORMAT(' '/5X,'** NORMAL END **') 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン PBM 及び PGM は，
バンド行列及び実行列を印刷するものである．
プログラムは，サブルーチン LBX1 及び MGSM
の各使用例に記載されている． 

 
(4) 手法概要 

連立 1 次方程式 

LUx=b (4.1) 

を解くことは， 

Ly=b (4.2) 
Ux=y (4.3) 

を解くことに帰着される． 
ここで，L は下バンド幅 h1の n × n 単位下バンド行

列，U は上バンド幅 h (=min(h1+h2+1,n)) の n × n 上バ
ンド行列である． 

本サブルーチンでは，行列 L 及び U は，ガウス消
去法により三角化された行列であることを前提とし
ている．特に，L は (4.4) で表される． 

L=(Mn-1Pn-1...M1P1)-1 (4.4) 

ここで，Mkはガウス消去法に置ける第 k 段階目の
消去過程で，第 k 列の対角要素以下を消去するための
行列であり，Pkは第 k 列のピボット行を選択するため
の置換行列である (詳細は，サブルーチン BLU1 の手
法概要参照）． 
 
a. Ly=b を解く (前進代入) 

(4.4) より (4.2) は (4.5) となる． 

y=Mn-1Pn-1...M1P1b (4.5) 

(4.5) は，次のように逐次求める． 
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( ) ( )
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( ) ( )
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ここで，Mkは次のような行列である． 



BLUX1 

 177 

































−

−
−

=

+

+

1
0
10

1

01
1

......

...

2

1

nk

kk

kk
k

m

m
m

M  

本サブルーチンでは，次の手順により b(k+1) 
(k=0,1,...,n − 1) を逐次求める． 
・ ガウス消去法の第 k 段階目の消去過程で行っ

た行の入換えに対応して，定数ベクトルb(k) の
各要素を入れ換える． 

( ) ( )k
k

k bPb =
~  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) である．

ただし
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b. Ux=yを解く (後退代入) 

( )
1,...,1,,

,min

1
−=−= ∑

+

+=

nnkxuyx
hkn

ki
ikikk  (4.6) 

なる式で逐次求める． 
ただし，U = (uij), x = (x1, x2, …,xn)Tである． 
なお，(4.6) の積和計算は精度を上げて行うこと
により，丸め誤差の影響を少なくしている. 
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A52-11-0202  BLU1, DBLU1 

実バンド行列の LU 分解 (ガウス消去法) 
CALL BLU1(A,N,NH1,NH2,EPSZ,IS,FL,IP,VW, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n，下バンド幅 h1，上バンド幅 h2のバンド行列
A をガウス消去法により LU 分解する． 

A=LU (1.1) 

ただし，L は単位下バンド行列，U は上バンド行列
である． 

n>h1≥0，n>h2≥0 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A． 

バンド行列用圧縮モード． 
出力．行列 U． 
図 BLU1-1 参照． 
大きさ n･min (h1+h2+1,n) の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列 A の次数 n． 
NH1 ········ 入力．行列 A の下バンド幅 h1． 
NH2 ········ 入力．行列 A の上バンド幅 h2． 
EPSZ······· 入力．ピボットの相対零判定値 (≥0.0)． 

0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照）． 

 
 上バンド行列 U 配列 A 

 u 1 1 u h 1 

u 2 2 
u h 2 1 + 

u n h n h − − u n h n − 

u n n − 1 u n n − − 1 1 

u n n 

0 

0 

u 1 1 

u h 1 

u 2 2 

u h 2 1 + 

u n h n h − − 

u n h n − 

u n n − 1 

u n n − − 1 1 

u n n 

* 
* 

* 

* 

h 

h 

h 

h 

h 

n h ⋅ 

 
[注意] 
*⋅⋅⋅*印要素は保障されない． 
h=min(h1+h2+1,n)． 

図 BLU1-1  配列 Aにおける U の各要素の格納方法 

IS ············ 出力．行列 A の行列式を求めるための情報．
（使用上の注意②参照）． 

FL ··········· 出力．行列 L． 
図 BLU1-2 参照． 
大きさ (n − 1)･h1の 1 次元配列． 

IP ············ 出力．部分ピボッティングによる行の入換
えの履歴を示すトランスポジションベクト
ル． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意③参照）． 

VW ········· 作業領域． 
大きさ n の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BLU1-1 参照． 

 
 

m 2 1 0 

0 

* 
* 

* 

* 

( ) n h − ⋅ 1 1 

h 1 

h 1 

h 1 

h 1 

1 

1 

1 

1 

1 

m h 1 1 1 + 

m n n h − 1 
m n n − 2 m n n − 1 

m n n − − 1 2 

m 2 1 

m h 1 1 1 + 

m n n h − 1 

m n n − − 1 2 

m n n − 2 

m n n − 1 

配列 FL 

単位下バンド行列 L 

 
[注意] 
対角部分は格納されない． 
*⋅⋅⋅*印要素は保障されない． 

図 BLU1-2  配列 FLにおける L の各要素の格納方法 

表 BLU1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 ピボットが相対的に零となっ
た．行列は非正則の可能性が
強い． 

処理を打ち切る． 

30000 N≤NH1, N≤NH2, NH1<0, 
NH2<0 又は, EPSZ<0.0 であっ
た． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II .... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 .... ABS, MIN0 
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b. 注意 
① 本サブルーチンでは，ピボットの相対零判定法

として、ガウス消去法による LU 分解の過程で，
ピボットの値が(行列の絶対値最大要素の値) 
*EPSZ より小さい場合に，そのピボットを相対
的に零と見なし，ICON=20000 として処理を打ち
切る． 
EPSZの標準値は丸め誤差の単位をuとしたとき，
EPSZ =16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZへ極小の値 (例えば 10-70) を
与えればよいが，その結果は保証されない． 

② 行列 U の要素は配列 A上に，図 BLU1-1 で示す
とおり格納される．よって，行列の行列式は, n
個の対角要素，すなわち，配列要素 A(i･h+1), 
i=0,1,...,n − 1 の積と IS の値を掛け合わせて得ら
れる．ただし，h=min(h1+h2+1,n)． 

③ 本サブルーチンでは，部分ピボッティングに伴
い，配列 A の内容を実際に交換している．すな
わち，分解の J 段階目 (J=1,2,...,n − 1) において第
I 行 ( I ≥ J ) がピボット行として選択された場合
には，配列 A の第 I 行と第 J 行の内容が交換され
る．そして，その履歴を示すために IP(J) に I が
格納される． 

④ 本サブルーチンに続けて, サブルーチンBLUX1
を呼び出すことにより連立1次方程式を解くこと
が出来る．しかし，通常はサブルーチンLBX1を
呼び出せば，一度に解が求められる． 

⑤ 本サブルーチンでは，バンド行列の特性を生か
して，データ格納領域を節約出来るように，バ
ンド行列を格納しているが，バンド幅の大きさ
によっては，密行列を分解するサブルーチンALU
より (作業領域を含めて) データ格納領域を多く
必要とする場合がある．その時は，サブルーチ
ンALUを用いた方がデータ格納領域を節約でき
る． 
本サブルーチンの特性を生かせるのは，次数 n
の行列の上バンド幅と下バンド幅が等しいなら，
各々のバンド幅が約 n/3 以下の場合である. 

 
c. 使用例 

n × n，下バンド幅 h1，上バンド幅 h2の行列を入
力し，LU 分解する． 
n≤100, h1≤20 and h2≤20 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(4100),FL(1980),IP(100), 
     *          VW(100) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(15),NT3(10) 
      DATA NT1/'MA  ','TR  ','IX  ', 
     *         3*'    '/, 
     *     NT2/'LU  ','-D  ','EC  ','OM  ' 
     *        ,'PO  ','SE  ','D   ','MA  ' 
     *        ,'TR  ','IX  ',5*'    '/, 
     *     NT3/'TR  ','AN  ','SP  ','OS  ' 
     *        ,'IT  ','IO  ','N   ','VE  ' 
     *        ,'CT  ','OR  '/ 
      READ(5,500) N,NH1,NH2 

      NT0=MIN0(NH1+NH2+1,N) 
      NT=N*NT0 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N,NH1,NH2 
      CALL PBM(NT1,6,A,N,NH1,NH2) 
      CALL BLU1(A,N,NH1,NH2,1.0E-6, 
     *          IS,FL,IP,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 10 
      WRITE(6,620) 
      STOP 
   10 CALL PBM(NT2,15,A,N,NH1,NH2) 
      CALL PGM(NT3,10,IP,N,N,1) 
      DET=IS 
      DO 20 I=1,NT,NT0 
      DET=DET*A(I) 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,630) DET 
      WRITE(6,640) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1' 
     * ///5X,'DETERMINANT COMPUTATION' 
     * /5X,'ORDER=',I4 
     * /5X,'SUB-DIAGONAL LINES=',I4 
     * /5X,'SUPER-DIAGONAL LINES=',I4) 
  610 FORMAT(' ',4X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(' '/5X,'** ABNORMAL END **') 
  630 FORMAT(' ',4X,'DET=',E16.8) 
  640 FORMAT(' '/5X,'** NORMAL END **') 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PBM 及び PGM は，
バンド行列及び実行列を印刷するものである.プ
ログラムは，サブルーチン LBX1 及び MGSM の
各使用例に記載されている． 

 
(4) 手法概要 
a. ガウス消去法 

行列 A は，通常，部分ピボッティングを行って，
単位下三角行列 L と上三角行列 U の積に分解す
ることができる． 

A=LU (4.1) 

先づ，ガウス消去法の第 k 段階目 (k=1, 2, …, n-1) 
の行列を A(k)と表す．ただし，A(1)=A とする. 
消去の第 1 段階目は，第 1 列のうち，対角要素
以下を消去して，A(2)を求めるが，この過程を行
列表現すれば 

A(2)=M1P1A(1) (4.2) 

となる．ここで，P1は第 1 列のピボット行を選
択するための置換行列であり，M1は置換された
行列の第 1 列の対角要素以下を消去するための
行列である． 
同様に，第 k 段階目の消去過程は，(4.3) で表現
される． 

A(k+1)=MkPkA(k) (4.3) 
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ここで， 

































−

−
−

=

+

+

1
...0...

0
1

1
...

01
1

2

1

nk

kk

kk
k

m

m
m

M  (4.4) 

( ) ( ) ( ) ( )( )k
ij

kk
kk

k
ikik a,aam == A　　  

最終段階まで進めば， 

A(n)=Mn-1Pn-1A(n - 1) 
     =Mn-1Pn-1...M1P1A(1) (4.5) 

となり，行列 A (=A(1)) は，上三角行列 A(n)ヘ
変換される．ここで， 

U=A(n) (4.6) 
L=(Mn-1Pn-1...M1P1)−1 (4.7) 

とおくと，(4.5) は， 

A=LU (4.8) 

と表せる． 
ところで， 
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 (4.9) 

であるから, (4.7) で表せる行列Lは下三角行列で
あることが分かる． 
よって，行列 A は単位下三角行列 L と上三角行
列 U の積に分解される． 

b. 本サブルーチンにおける手順 
本サブルーチンでは，第 k 段階目 (k=1,...,n − 1) の
消去過程において，L の k 番目の列，U の k 番目
の行 (k=1, 2, ...,n) の各要素を (4.10) 及び(4.11) に
より求めている． 

( )

( ) ,..,2,1, ++== kki
a
a

m k
kk

k
ik

ik ( )nhk ,min 1+
 (4.10)

 

( ) ,..,1,, +== kkiau k
ikkj ( )nhhk ,min 21 ++  

(4.11)
 

一方，第 (k+1) 段階目の消去の対象となる行列
A(k+1) は (4.12) のとおりになる． 

( ) ( )
jlkj

k
kl

k
kl umaa −=+1  

 ( )nhjjjk ,min,...,2,1 1+++=  
 ( )nhhjjjl ,min,...,2,1 21 ++++=  (4.12) 

ただし， A(k)=(aij
(k)), L=(mij), U=(uij) である． 

 
なお，この消去過程に先だって，計算誤差を少
なくするために，(4.10) におけるピボット要素
akk

(k) を次のように選択する．すなわち，スケー
リングファクターVl を考慮した (4.13) の中より
最大となるような値を選び，その時の要素alk

(k) を
ピボット要素とする． 

( ) ( )nhkkklaV k
lkl ,min,...,1,, 1++=  (4.13) 

ただし，Vlは行列 A の第 l 行絶対値最大要素の
逆数である． 
そして，第 l 行と第 k 行を入れ換える． 
選択されたピボット要素 akk

(k) が 

( ) uaa ij
k

kk 16max ⋅≤  

ここで，A=(aij)，u は丸め誤差の単位である． 
であるならば，行列 A(1) は数値的に非正則であ
ると見なし，ICON=20000として処理を打ち切る． 

 
なお，参考文献として [1], [3], [4] 及び [8] を参照

すること． 
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A52-21-0302  BMDMX, DBMDMX 

MDMT分解された実対称バンド行列の連立 1 次方程式 
CALL BMDMX(B,FA,N,NH,MH,IP,IVW,ICON) 

 
(1) 機能 

MDMT分解された実対称バンド行列を係数に持つ連
立 1次方程式 

P-1MDMTP-Tx=b (1.1) 

を解く．ただし，M は n × n，バンド幅
~h の単位下バ

ンド行列，D は高々次数 2 の対称なブロックから成る
対称ブロック対角行列，P は置換行列 (係数行列を
MDMT 分解するときのピボッティングによる行の入
換えを行う),  b は n 次元の実定数ベクトル,  x は n 次
元の解ベクトルである．ここで，dk+1,k≠0 なら mk+1,k=0
である．ただし，M=(mij), D=(dij)． 

n> ~h ≥0 であること． 
 
(2) パラメタ 
B ············· 入力．定数ベクトル b． 

出力．解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

FA ··········· 入力．行列 M と行列 D． 
M をバンド幅 hmの行列とみなし，M と D
を対称バンド行列用圧縮モードで与える．
図 BMDMX-1 参照． 
大きさ n(hm+1)−hm(hm+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列 M，行列 D，定数ベクトル b 及
び解ベクトル x の次数 n． 

NH ·········· 入力．行列 M のバンド幅
~h ． 

（使用上の注意②参照） 
MH ········· 入力．行列 M の最大許容バンド幅 hm  

(N>MH≥NH)．（使用上の注意②参照） 
IP ············ 入力．ピボッティングによる行の入換えの

履歴を示すトランスポジションベクトル． 
大きさ n の 1 次元配列．（使用上の注意②
参照） 

IVW ········ 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

（表 BMDMX-1 参照） 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... MIN0 

 

d d 1 1 2 1 
0 上三角部分

を除いて 

ブロック対角行列 D 配列FA 

0 

d d 2 1 2 2 

d 3 3 
d 4 4 

0 

0 
m 3 2 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

m 4 3 

対角部分と，
最大許容バン
ド幅のバンド
部分だけ 

下三角部分
だけ 

0 

0 
m d 3 2 3 3 

d 1 1 

d d 1 1 2 1 

m d 4 3 4 4 

d 1 1 

d 2 1 

d 2 2 

0 

m 3 2 

d 3 3 

0 

m 4 3 

d 4 4 

 
[注意] D の各ブロック次数は 2，1 及び 1，M のバンド幅は 1，

最大許容バンド幅は 2 の場合である． 

図 BMDMX-1  行列 M 及び D の格納方法 

表 BMDMX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 係数行列が非正則であった． 処理を打ち切る． 
30000 NH<0, NH>MH, N≥MH 又は IP

に誤りがあった． 
処理を打ち切る． 

 
b. 注意 
① 連立 1 次方程式を解く場合，サブルーチン

SBMDM を呼び出して，係数行列を MDMT分解
させてから，本サブルーチンを呼び出せば方程
式を解くことができる．しかし，通常はサブルー
チン LSBIX を呼び出せば，一度に解が求められ
る． 

② 本サブルーチンの入力パラメタ FA, NH, IP, MH
は，サブルーチンSBMDMの出力パラメタA, NH, 
IP 及び入力パラメタ MH と同じである． 

 
c. 使用例 

n × n，バンド幅 hの実対称バンド行列をサブルー
チン SBMDM で分解させてから，連立 1 次方程
式を解く． 
n≥100， ~h ≤hm≤50 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(3825),B(100),IP(100), 
     *          IVW(100) 
      READ(5,500) N,NH,MH 
      WRITE(6,600) N,NH,MH 
      NT=(N+N-MH)*(MH+1)/2 
      READ(5,510) (A(J),J=1,NT) 
      EPSZ=0.0 
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      CALL SBMDM(A,N,NH,MH,EPSZ,IP,IVW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL BMDMX(B,A,N,NH,MH,IP,IVW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,630) (B(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I4) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/10X,'N=',I3,5X,'NH=',I3, 
     * 5X,'MH=',I3) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF SBMDM=',I6) 
  620 FORMAT(' ',5X,'ICON OF BMDMX=',I6) 
  630 FORMAT(11X,'SOLUTION VECTOR' 
     * /(15X,5E15.6)) 
      END 
 
(4) 手法概要 

MDMT 分解された実対称バンド行列を係数に持つ
連立 1 次方程式 

P-1MDMT(PT)-1x=b (4.1) 

を解くことは，次の四つの方程式を解くことに帰着
される． 

Mx(1)=Pb (4.2) 
Dx(2)=x(1) (4.3) 
MTx(3)=x(2) (4.4) 
(PT)-1x=x(3) (4.5) 

ここで，M は単位下三角行列，D は高々次数 2 の
対称なブロックから成る対称ブロック対角行列，b は
定数ベクトル，x は解ベクトルである．本サブルーチ
ンは，M と D がブロック対角ピボッティング手法に
より分解された行列であることを前提としており，P
はその際の置換行列である．（詳細はサブルーチン
SBMDM の手法概要参照）． 
 
a. Mx(1)=Pb を解く（後退代入） 

1 × 1 ピボットのとき (行列 D のブロックの次数
が 1 であるとき) は，(4.6) なる式で逐次求める. 

( ) ( )x b m xi i ik
k

i

k
1

1

1 1= ′ − ∑
=

−

   ni ,...,1, =  (4.6) 

しかし，i 番目が 2 × 2 ピボットのとき (行列 D
のブロックの次数が 2 であるとき) は，

( )xi
1 に続

けて ( )xi+1
1 を (4.7) で求め，i+2 番目へ進む． 

( ) ( )1
1

1
1

1
1 k

i

k
ikii xmbx ∑

−

=
++ −′=  (4.7) 

ただし ( ) ( ) ( ) ( )( ),,...,, 11
1

1
nij xxxmM

T

==  

(Pb)T=( 1b′ ,..., nb′ ) である． 

b. Dx(2)=x(1)を解く 
1 × 1ピボットの時は，(4.8) なる式で逐次求める． 

( ) ( ) nidxx iiii ,...,1,12 ==  (4.8) 

しかし，i 番目が 2 × 2 ピボットのときは，
( )xi
2  

と
( )xi+1
2 を (4.9) なる式で求め，i+2 番目へ進む． 

( ) ( ) ( )( ) dxddxx iiiiiii
1
1,11,1

12
++++ −⋅=  

( ) ( ) ( )( ) dxddxx iiiiiii
1

,1
1
1

2
1 −⋅= +++  

ここで， ( ) iiiiiiii ddddd ,1,11,1 ++++ −⋅=  (4.9) 

ただし,  ( ) ( ))2()2(
1

)2( ...,,, nij
T

d xxxD == である. 
 
c. MTx(3)=x(2)を解く（前進代入） 

1 × 1 ピボットのときは，(4.10) なる式で逐次求
める． 

( ) ( ) ( )3

1

23
k

n

ik
kiii xmxx ∑

+=

−=    , 1,...,ni =  (4.10) 

しかし，i 番目が 2 × 2 ピボットのときは，
( )xi
3  

に続けて ( )3
1−ix を (4.11) で求め，i-2 番目へ進む． 

( ) ( ) ( )3

1
1,

2
1

3
1 k

n

ik
ikii xmxx ∑

+=
−−− −=  (4.11) 

ただし， ( ))3()3(
1

)3( ...,, nxxx
T

= である． 
 
d. (PT)-1x=x(3)を解く 

ベクトルx(3)に対して置換行列を掛け合わせて解
ベクトル x の要素 xiを求める．しかし，実際に
は，トランスポジションベクトル IP の値を参照
して，ベクトルx(3)の要素の入換えだけで求める． 
 

上の説明は簡単のためにバンド構造を省略して行っ
たが，実際の処理はバンド構造を利用して能率的に
進められる． 
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E32-32-0202  BSCD2, DBSCD2 

B-spline 2 次元平滑化式（節点追加方式） 
CALL BSCD2 (X,NX,Y,NY,FXY,KF,SX,SY,M,XT, 

NXT,YT,NYT,NXL,NYL, RNOT, C, 
KC,RNOR,VW,IVW,ICON) 

 
(1) 機能 

xy 平面上の格子点 (xi,yj); i=1,2,...,nx, j=1,2,...,nyにお

いて，観測値 fi,j=f(xi,yj)，観測誤差σi,j= ixσ ⋅ jyσ ，残差

二乗和の許容値 δt
2，及び x 方向，y 方向の初期節点列 

ξ1,ξ2,..., snξ ; η1,η2,..., sl
η が与えられたとき，これら x

方向，y 方向に適当な節点を段階的に追加し観測値を
最小二乗の意味で近似する場合，残差二乗和が許容
値以下となるような双 m 次の B-spline 平滑化式を求
める．すなわち，x 方向，y 方向の最終的な節点の個
数を nt, lt,  そのときの残差二乗和をδ2

nt+lt
とするとき， 

( ) ( ){ } 2

1 1

2
,2

2 ,1
t

n

j

n

i
jiji

ji
ln

y x

tt
yxSf

yx
δ

σσ
δ ∑∑

= =
+ ≤−

⋅
= (1.1) 

が満足されるような双 m 次の B-spline 平滑化式， 

( ) ( ) ( )∑ ∑
−

+−=

−

+−=
++=

1

1

1

1
1,1,,,

t tl

m

n

m
mm yNxNCyxS

β α
βαβα  (1.2) 

の平滑化係数 Cα,β を求める． 
なお，本サブルーチンは，係数 Cα,β のほか，x 方向

の節点列 ξ1,ξ2,..., tnξ ，y 方向の節点列 η1,η2,..., tl
η ，

節点追加の各段階における残差二乗和 (1.3)，及び統
計量 (1.4), (1.5) を出力する． 

( ) ( ){ }∑∑
= =

+ −
⋅

=
y x

rr

n

j

n

i
jiji

ji
ln yxSf

yx1 1

2
,2

2 ,1
σσ

δ  (1.3) 

（ただし， ( )S x y, は ξ1,ξ2,..., rnξ 及び η1,η2,..., rl
η をそ

れぞれ x, y方向の節点列とする双m次のB-spline平滑
化式）． 

( )( ){ },1122 −+−+−⋅= ++ mlmnnn rryxlnln rrrr
δσ  (1.4) 

( )( )AIC n n n m l mr x y nr lr r r= ⋅ + + − + −+log ,δ 2 2 1 1  (1.5) 
nr+lr=ns+ls, ns+ls+1, …, nt+lt 
 

σxi>0, σyj>0, m≥1, ns≥2, ls≥2，及び，初期節点列 ξi, 
i=1,2,...,ns; ηj, j=1,2,...,lsに対して， 

( ) ( )iiii
xminmin ≤ξ , ( ) ( )i

i
i

i
xmaxmax ≥ξ  

( ) ( )jjjj
yminmin ≤η , ( ) ( )j

j
j

j
ymaxmax ≥η  

であること． 
 

(2) パラメタ 
X ·········· 入力．x 方向の離散点 xi． 

大きさ nxの 1 次元配列． 
NX ······· 入力．xiの個数 nx. 
Y ·········· 入力．y 方向の離散点 yj. 

大きさ nyの 1 次元配列． 
NY ······· 入力．yjの個数 ny. 
FXY ····· 入力．観測値 fi,j. 

FXY (KF,NY) なる 2 次元配列． 
KF ········ 入力．配列 FXY の整合寸法 (≥NX)． 
SX  ······· 入力．x 方向の観測誤差 σxi. 

大きさ nxの 1 次元配列． 
SY ········ 入力．y 方向の観測誤差 σyj. 

大きさ nyの 1 次元配列． 
M ········· 入力．B-spline の次数 m （使用上の注意②参

照）． 
XT ······· 入力．x 方向の初期節点 ξi, i=1,2,...,ns. 

（使用上の注意③参照）． 
出力．求められた平滑化式の x 方向の節点列 
ξi, i=1,2,...,nt.  結果は ξ1<ξ2<...< tnξ の順に並べ

られる． 
大きさ NXLの 1 次元配列． 

NXT····· 入力．x 方向の初期節点の個数 ns． 
出力．求められた平滑化式の，x 方向の節点
の個数 nt． 

YT ······· 入力．y 方向の 初期節点 ηj, j=1,2,...,ls． 
（使用上の注意③参照）． 
出力．求められた平滑化式の y 方向の節点 ηj, 
j=1,2,...,lt．結果は，

tlηηη <<< ...21 の順に並

べられる． 
大きさ NYLの 1 次元配列． 

NYT····· 入力．y 方向の初期節点の個数 ls． 
出力．求められた平滑化式の，y 方向の節点
の個数 lt． 

NXL ····· 入力．x 方向の節点の個数の上限 (≥ns)． 
（使用上の注意④参照）． 

NYL ····· 入力．y 方向の節点の個数の上限 (≥ls)． 
（使用上の注意④参照）． 

RNOT ·· 入力．残差二乗和の許容値 δt
2． 

標準値としては，δt
2=nx⋅nyが適当． 

C ·········· 出力.  平滑化係数 Cα,β, α=−m+1,−m+2,...,nt−1, 
β=−m+1,−m+2,...,lt−1，Cα,β は C(α+m, β+m) に
格納される． 
C(KC,NYL+M−1) なる 2 次元配列． 

KC ········ 入力．配列 C の整合寸法 (≥NKL+M-1)． 
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RNOR ····· 出力．節点追加の各段階における (1.3), (1.4), 
(1.5) の値． 
RNOR(3,KR) なる 2 次元配列．ただし， 

KR=(NXL-ns)+(NYL-ls)+1． 

nr+lr=ns+ls, ns+ls+1, ... nt+ltとするとき， 
2

rlrn +δ は RNOR (1,Pr) に 
2

rlrn +σ は RNOR (2,Pr) に 
AICr  は RNOR (3,Pr) に格納される． 
ここで Pr=(nr−ns)+(lr−ls)+1． 
（使用上の注意⑤参照）． 

VW ········· 作業領域． 
大きさ max (s1, s2)なる 1 次元配列． 
ここで， 

( )( )121 +++= mmnns yx  

       ( ){ ,,maxmax mnmn yx +++  

                  ( )( )}1,min2 ++++ mmnmn yx  

( ){ }( ) yxyx nnmnns ++++= 13,min2  
          2NYLNXL +++  

IVW ········ 作業領域． 
大きさ nx+ny+max(NXL,NYL)⋅m なる 1 次元
配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BSCD2-1 参照． 

 
表 BSCD2-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 X 方向の節点の個数が，その
上限に達しても収束判定 (1.1) 
が満たされなかった． 

最後に得られた平
滑化式を出力する. 

11000 y 方向の節点の個数が，その
上限に達しても収束判定 (1.1) 
が満たされなかった． 

 

30000 次のいずれかであった． 
① σxi≤0 のものがある． 
② σyj≤0 のものがある． 
③ M<1 
④ XT(I)=XT(k) 

                   (I≠K) 又は
YT(I)=YT(k) 
                   (I≠K) 

⑤ ns<2 又は ls<2 
⑥ NXL<ns又は NYL<ls 

⑦ ( ) ( )ii x
ii

minmin   >ξ 又は

( ) ( )ii x
ii

maxmax <ξ  

⑧ ( ) ( )ii y
jj

min min >η  又は 

( ) ( )jjjj
ymax max <η  

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UPOB2, UPCA2, UREO1, 

UBAS0, UCDB2 
② FORTRAN 基本関数  ... FLOAT, IFIX, ALOG, 

ABS 
 

b. 注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BSFD1

を呼び出すことにより，B-spline平滑化式 (1.2) に
基づく平滑値，偏微分値あるいは二重積分値を
求めることができる．そのとき，パラメタ M, XT, 
YT, NXT, NYT, C の値はサブルーチン BSFD1 の
入力となる． 

② 次数m (奇数でも偶数でもよい) は 3程度が良く，
5 を超えるのは良くない．これは、平滑化係数

Cα,β を求める際の正規方程式が m が大きくなる
につれ，悪条件になるからである． 

③ x 方向，y 方向の初期節点列 ξi, ηj；i=1,2,...,ns; 
j=1,2,...,lsは，通常， 

n ls s= = 2  

( )ξ 1= min ,
i ix   ( )ξ ns i ix= max  

( )η 1= min ,
j jy   ( )η ls j jy= max ,  

と与えればよい． 
④ x 方向，y 方向の節点の個数の上限 NXL, NYLは

それぞれ，nx/2, ny/2 程度に与えるのがよい（節
点の個数が増えると，正規方程式が悪条件とな
る）．なお，本サブルーチンは，節点の個数が
その上限に達しても (1.1) が満たされないときは，
x 方向，y 方向に応じて ICON=10000 又は 11000
として処理を打ち切る． 

⑤ RNOR に出力される情報は，節点を追加してゆ
く過程での各種評価基準値の履歴である．これ
らの履歴は，得られた平滑化式の良悪しの確認
に使える． すなわち，これら評価基準値は，通
常，節点の追加と共に減少するが，その変化は

徐々に緩やかになる．特に
2

rlrn +σ 及び AICr が殆

んど変化しなくなったときは，平滑化式が良好
になったことの現れである．したがって，利用
者は，RNOR の内容を印刷することにより，得
られた平滑化式の良好さを確めるのがよい．も
し節点の個数が，x 方向，y 方向合わせて nt+ltよ
りも少ない段階で，良好な平滑化式が得られて
いたことが分かれば，その段階での δ2nr+lrを新た
に許容値 δ2

tとして，再度，本サブルーチンを呼
び出せば，その段階での平滑化式を求めること
ができる． 
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c. 使用例 
格子点 (xi,yj): i=1, 2, ...,80,  j=1, 2, ...,60,  観測値 fij，
及び，x 方向，y 方向の観測誤差 σxi, σyjを入力し，
双 3 次の B-spline 平滑化式を求める．初期節点
としては，x 方向，y 方向にそれぞれ(3.1), (3.2) の
ように与え，また，節点の個数の上限はそれぞ
れ 20, 15 とする． 

( ) ( )iimaxiimin xxxx max ,min 21 ==== ξξ  (3.1) 

( ) ( )η η1 2= = = =y y y ymin j j max j jmin , max  (3.2) 

続いて，VXr, VYs を (3.3), (3.4) で表すとき，サ
ブルーチン BSFD1 により，(VXr, VYs) の各点に
おける平滑値，及び，x 方向，y 方向の 1 階偏微
分値を計算する． 

( )
10...,,1,0
10r

=
−+=
r

rxxxVX minmaxmin  (3.3) 

( )
10...,,1,0
10s

=
−+=
s

syyyVY minmaxmin  (3.4) 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(80),Y(60),FXY(80,60), 
     *          SX(80),SY(60),XT(20), 
     *          YT(15),C(22,17), 
     *          RNOR(3,32),VW(670), 
     *          IVW(200),RR(3) 
      NX=80 
      NY=60 
      READ(5,500)(X(I),SX(I),I=1,NX), 
     *           (Y(J),SY(J),J=1,NY) 
      DO 10 I=1,NX 
      DO 10 J=1,NY 
      READ(5,510) FXY(I,J) 
   10 CONTINUE 
      M=3 
      NXT=2 
      NYT=2 
      XMAX=X(1) 
      XMIN=X(1) 
      YMAX=Y(1) 
      YMIN=Y(1) 
      DO 20 I=2,NX 
      IF(X(I).GT.XMAX) XMAX=X(I) 
      IF(X(I).LT.XMIN) XMIN=X(I) 
   20 CONTINUE 
      DO 30 J=2,NY 
      IF(Y(J).GT.YMAX) YMAX=Y(J) 
      IF(Y(J).LT.YMIN) YMIN=Y(J) 
   30 CONTINUE 
      XT(1)=XMIN 
      XT(2)=XMAX 
      YT(1)=YMIN 
      YT(2)=YMAX 
      NXL=20 
      NYL=15 
      RNOT=FLOAT(NX*NY) 
C 
      CALL BSCD2(X,NX,Y,NY,FXY,80,SX,SY, 
     *     M,XT,NXT,YT,NYT,NXL,NYL, 
     *     RNOT,C,22,RNOR,VW,IVW,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,610) 

      NT=NXT+NYT 
      DO 40 I=4,NT 
      IADD=I-3 
      WRITE(6,620) I,(RNOR(J,IADD),J=1,3) 
   40 CONTINUE 
C 
      HX=(XMAX-XMIN)/10.0 
      HY=(YMAX-YMIN)/10.0 
      DO 70 I=1,11 
      VX=XMIN+HX*FLOAT(I-1) 
      WRITE(6,630) VX 
      WRITE(6,640) 
      DO 60 J=1,11 
      VY=YMIN+HY*FLOAT(J-1) 
      DO 50 K=1,3 
      KM1=K-1 
      ISWX=MOD(KM1,2) 
      ISWY=KM1/2 
      CALL BSFD1(M,XT,NXT,YT,NYT,C,22, 
     *     ISWX,VX,IX,ISWY,VY,IY,RR(K), 
     *     VW,ICON) 
   50 CONTINUE 
      WRITE(6,650) VY,(RR(K),K=1,3) 
   60 CONTINUE 
   70 CONTINUE 
      STOP 
  500 FORMAT(2F10.0) 
  510 FORMAT(F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'ICON=',I5//) 
  610 FORMAT(8X,'NO. OF KNOTS',9X, 
     * 'RNOR(1,*)',11X,'RNOR(2,*)',11X, 
     * 'RNOR(3,*)'/) 
  620 FORMAT(10X,I2,8X,3(5X,E15.8)) 
  630 FORMAT(//5X,'VX=',E15.8) 
  640 FORMAT(16X,'VY',13X, 
     * 'SMOOTHED VALUE',8X,'DS(X,Y)/DX', 
     * 10X,'DS(X,Y)/DY') 
  650 FORMAT(5X,4(5X,E15.8)) 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは，節点を適応的に追加して残差
二乗和が，与えられた許容値δt

2 以下となるような双
m 次の，B-spline 平滑化式を求める． 

いま，x 方向の節点列 
rnξξξ ,...,, 21 ，y 方向の節点列 

rlηηη ,...,, 21 が既に決定されていて， 

rnξξξ <<< ...21  

rlηηη <<< ...21  

を満たしているとする．ただし，初期の段階では, nr=ns, 
lr=lsである．このとき，これらを x 方向，y 方向の節
点とする双 m 次の spline 関数 

( ) ( ) ( )∑ ∑
− −

+−= +−=
++=

1 1

1 1
1,1,,,

r rl

m

n

m
mm yNxNCyxS

β α
βαβα  (4.1) 

の係数 Cα,βを，残差二乗和 

( ){ }2
,

1 1
22 ,1

jiji

n

j

n

i ji
yxSf

yx

y x

−
⋅∑∑

= = σσ
 (4.2) 

が最小になるように決める．そのような Cα,βは，(4.2) 
を Cα,β で偏微分して，それを零と置いて得られる連
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立 1 次方程式（正規方程式）を解いて得られる．得ら

れた Cα,β に対する (4.2) の値をδ2
nr+lr

とする. 
もし δ2

nr+lr
 ≤ δ2

tならば (4.1) を求めるべき双 m 次の

B-spline 平滑化式とする．δ2
nr+lr

 >δ2
tならば，以下の手

順により追加すべき新たな節点をきめる．まず，各

点における残差εi,j=fi,j − ( )S x yi j,   i=1,2,...nx, j=1,2,...,ny

を計算する．次にこれを使って， 

{ }

{ }

u
x n y

v
y n x

i
r y

r s

s
s

ny

r i xr i

j
s x

r s

r
r

nx

s j ys j

=
⋅

∑








∑

=
⋅

∑








∑

=≤ < +

=≤ < +

1

1

2
1

2

1

2
1

2

1

σ
ε
σ

σ
ε
σ

ξ ξ

η η

,

,

 (4.4) 

を計算する．{ ui|1 ≤ i ≤ nr−1}, { vj|1 ≤ j ≤ lr−1}の最大
値を uiまたは vjとする．uiが最大のときは， 

ξ=(ξi+ξi+1)/2 を追加すべき新たな節点とし，nrを 1
だけ増す．反対に，vj が最大のときは，η=(ηj+ηj+1)/2
を追加すべき新たな節点とし，lrを 1 だけ増す．x 方
向または y 方向の更新された節点列を，小さい順に並
べ替えて，上記過程を繰り返す． 

このように節点列を更新しながら次第に節点の個
数を増加させ，残差二乗和が許容値δ2

t 以下になるま
で反復する． 
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B21-21-0502  BSCT1, DBSCT1 

実対称 3 重対角行列の固有値 (バイセクション法) 
CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の固有値をバイセク
ション法により，大きい方から，若しくは小さい方
から m 個求める．ただし 1 ≤ m ≤ n であること． 

 
(2) パラメタ 
D ············· 入力．3 重対角行列 T の主対角要素． 

大きさ n の 1 次元配列． 
SD ··········· 入力．3 重対角行列 T の副対角要素． 

大きさ n の 1 次元配列． 
ただし SD(2), …, SD(N) に格納しておくこ
と． 

N ············· 入力．3 重対角行列 T の次数 n． 
M ············ 入力．求めたい固有値の個数 m． 

M=+m のときは大きい方から求める． 
M=−m のときは小さい方から求める． 

EPST ······ 入力．固有値の収束判定に使われる絶対誤
差の上限 （手法概要の (4.9) 式参照）. ただ
し，負の値を入れると標準値が設定される． 

E ············· 出力．m 個の固有値． 
M が正の場合大きい順に，M が負の場合小
さい順に並ぶ． 
大きさ m の 1 次元配列． 

VW ········· 作業領域．大きさ n+2m の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BSCT1-1 参照． 
 

表 BSCT1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N=1 であった． E(1)=D(1) とする． 
30000 N<|M| 又は M=0 であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS,ABS, AMAX1 
 
b. 注意 
① 通常，実対称行列の固有値を求める場合は，サ

ブルーチン TRID1 により 3 重対角化し，本サブ
ルーチン又はサブルーチン TRQL で固有値を求
めること． 

② n/4 個以上の固有値を求める場合は，サブルーチ
ン TRQL を用いた方が，一般的に処理速度が速
い． 

③ 零を固有値として持つことが考えられる場合，
EPST は，手法概要中の〔収束判定法と EPST の
与え方〕の項を参照して与えること． 

c. 使用例 
n次の実対称行列を，サブルーチンTRID1によっ
て 3 重対角行列へ変換した後，m 個の固有値を
計算する． 
n≤100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),D(100),SD(100), 
     *          E(100),VW(300) 
   10 READ(5,500) N,M,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,M 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+1 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      MM=IABS(M) 
      WRITE(6,640) (I,E(I),I=1,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5,E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX'/ 
     *11X,'** ORDER =',I5,10X,'** M =',I3/) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/(11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =',I5/) 
  630 FORMAT('0'/11X,'** EIGENVALUES') 
  640 FORMAT(5X,'E(',I3,')=',E15.7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

n 次の実対称 3 重対角行列を T とし，その固有値を
バイセクション法により大きい方から，若しくは小
さい方から m 個求める． 

図 BSCT1-1 に示す実対称 3 重対角行列を T は，副
対角要素に零があれば，そこでより小さな小行列に
直和分解できる．T が直和分解できるときは，各々の
小行列の固有値を求めれば T の固有値を求めたこと
と等しくなる．したがって，各小行列ごとにバイセ
クション法を適用するので，以下の説明の T は，直
和分解されていない，すなわち bi≠0 としておく． 
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図 BSCT1-1  実対称 3 重対角行列 T 
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図 BSCT1-1  行列 [T−λI ] 

図 BSCT1-2 に示す行列 (T−λI) において 

det(T−λI)=0 (4.1) 

を満足するλが，T の固有値である．行列 (T−λI) の左
上からの主小行列式の値を Pi(λ) とすれば，(4.2) のよ
うな漸化関係が成り立つ． 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ni
PbPcP

cPP

iiiii

...,,3,2                    
,

,1

2
2

1

110

=
−−=

−==

−− λλλλ

λλλ
 (4.2) 

(4.2) の多項式列 P0(λ), P1(λ), ..., Pn(λ) はスツルム列
をなす．したがって，P0(λ) から Pn(λ) までの，隣り
合う項の符号が一致する回数を L(λ) とすれば，この
L(λ) は，λより大きい固有値の個数と一致する． 

ただし，Pi(λ)=0 ならば，Pi-1(λ) の符号を採用する． 
実際は，(4.2) をそのまま用いずに，(4.3) に示す多

項式列 qi(λ) に置き換える． 

( ) ( ) ( ) niPPq iii ,...,2,1,1 == − λλλ  (4.3) 

そうすると L(λ) は，qi(λ) の多項式列が正又は零の
値をとった時の回数となるので判定しやすい． 

(4.2), (4.3) から，qi(λ) は次のようになる． 

( )
( ) ( ) ( ) 




=−−=

−=

− niqbcq
cq

iiii ,...,3,2 ,1
2

11

λλλ

λλ
 (4.4) 

もし qi-1(λ)=0 となったならば， 

( ) ( )q c b ui i iλ λ= − −  (4.5) 

とする．ただし，u は丸め誤差の単位である．この方
法により，オーバフロー，アンダフローの発生を防
ぐことができ，bi=0 であったとしても L(λ) は,正しく
計算される． 
大きい方からk番目の固有値を求める場合を考えてみ
る．ただし，固有値は，(4.6) の関係を持っているも
のとする． 

λ1≥λ2≥.....≥λk≥.....≥λn (4.6) 

① ゲルシュゴリンの定理を用いて，n 個のすべての
固有値を含む区間 [l0,r0] を求める． 

( ){ }
( ){ }

r c b b

l c b b
i n i i i

i n i i i

0 1 1

0 1 1

= + +

= − +

≤ ≤ +

≤ ≤ +

max

min
 (4.7) 

ただし，b1=0, bn+1=0 とする． 
 

② (4.8) の反復を行い λkが存在する区間 [lj,rj] を十
分縮めて，λkをその区間の中点で近似する. 

( )

( )
( ) 














==≥

==<

+=
=

++

++

jjjjj

jjjjj

jjj

rrhlkhL

hrllkhL

rlh
j

11

11

,

,

2
,......2,1,0

ならば

ならば

 (4.8) 

(4.8) の 1 回の反復により，区間 [lj,rj] は半分に縮
小される． 
本サブルーチンでは，①, ②の操作によって，全
体の行列の大きい方から m 番目までの固有値の
存在範囲を求めておいて，その区間で小行列ご
とに固有値を求め，求まった固有値の合計が m
となったならば処理を終了する． 

 
収束判定法とEPSTの与え方 

本サブルーチンの収束判定は，(4.9) により行う. 

( ) EPST2 ++≤− jjjj rlulr  (4.9) 

ただし，EPST は求める固有値の絶対誤差の上限
として指定された値である．(4.9) を満足したな
らば,  (lj+rj)/2 を固有値とする．もし EPST=0.0
として与えると，(4.9) は (4.10) となる． 

( )jjjj rlulr +≤− 2  (4.10) 
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このとき，ljと rjの最下位の桁が，ほぼ一致する
まで 2 分割して行くことになる．したがって時
間もかかる． 
このとき EPST には，必要な精度までの打ち切
りを指定する値としての役割があり，また固有
値が零となる場合に，(4.10) が満足されなくなる
の防ぐ意味もある． 
EPST が負で与えられると，小行列毎に標準値と
して 

( )EPST = maxu l r⋅ 0 0,  (4.11) 

が採用される．ここで，l0, r0 は，ゲルシュゴリ
ンの定理より求めた小行列ごとの固有値を含む
範囲の下限と上限である． 
 

なお，詳細については，参考文献 [12] の pp.299-302, 
[13] の pp.249-256 及び  [15] を参照すること．
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E32-31-0102 BSC1, DBSC1 

B-spline 平滑化式（固定節点） 
CALL BSC1 (X, Y, W, N, M, XT, NT, C, R, RNOR, 

VW, IVW, ICON) 
 
(1) 機能 

離散点 x1, x2, ..., xnに対して y1,  y2,  ...,  yn，重み関数
値wi=w(xi),  i=1, 2, ..., n及び spline関数の節点 ξ1, ξ2, ..., 

tnξ が与えられたとき，これに対する最小二乗近似の

意味の B-spline 平滑化式を求める．すなわち，求める
べき m (奇数でも偶数でもよい) 次の B-spline 平滑化
式を， 

 

( ) ( )xNcxS mjj

n

mj

t

1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (1.1) 

 
とし，このとき重み付き残差の 2 乗和， 

( ){ }∑
=

−=
n

i
iiim xSyw

1

22δ  (1.2) 

を最小にするような平滑化係数 cjを求める． 
ここで,  節点列{ξi}の張る区間

)](max),(min[ j
j

jj
I ξξξ =  は，n 個の離散点のすべてを含

む必要はない．例えば，図 BSC1-1 のように，Iξ を離
散点の張る区間 )](max),(min[ i

i
iix xxI =  の部分区間と

して指定することができる．この場合は，(1.1) の ( )S x
は Iξ に含まれる離散点 (個数を neとする) だけを対象
とする平滑化式となり，(1.2) の和をとる際も Iξ に含
まれる離散点だけが対象となる． 

wi≥0, m≥1, nt≥3, ξj≠ξk (j≠k), ne≥nt+m-1 であること． 
 

 

図 BSC1-1 平滑化式を求める区間 Iξ の例 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．観測値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
W ············ 入力．重み関数値． 

大きさ n の 1 次元配列． 

N ············· 入力．離散点の個数 n． 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意②参照）． 
XT ·········· 入力．節点ξ j （使用上の注意③参照）． 

大きさ ntの 1 次元配列． 
出力．もし入力時に XT(1)<XT(2)<...<XT(nt) 
が満たされていなかったときは，出力時に
このように並べ換える． 

NT ·········· 入力．節点の個数 nt． 
C ············· 出力．平滑化係数 cj． 

大きさ nt+m-1 の 1 次元配列． 
R ············· 出力．残差 ( )y S xi i− , i=1,2,...,n． 

大きさ n の 1 次元配列． 
RNOR ····· 出力．重み付き残差の 2 乗和δm

2． 
VW ········· 作業領域． 

大きさ (nt+m)(m+1) の 1 次元配列． 
IVW ········ 作業領域． 

大きさ n の整数型 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BSC1-1 参照． 
 

表 BSC1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 次のいずれかであった． 
① wiに負のものがある． 
② M<1 
③ XT(I)=XT(K)  

(I≠K) 
④ NT<3 
⑤ ne<NT+M-1 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UREO1, UNCA1, UCDB1, 

UCAO1, UBAR1 
② FORTRAN 基本関数 ... DSQRT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BSF1

を呼び出すことにより，B-spline平滑化式 (1.1) に
基づく平滑値あるいは微分値あるいは積分値を
求めることができる．そのとき，パラメタ M, XT, 
NT, C の値はサブルーチン BSF1 の入力となる． 

② 次数mは3程度が良く，5を超えるのは良くない．
これは，平滑化係数 cj を求める際の正規方程式 
（手法概要参照） が，m が大きくなるにつれ，
悪条件になるからである． 
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③ 節点 ξj の採り方（位置決め）は観測値の挙動に
応じて決めることが大切である．一般的に言え
ば，観測値がピークになる点あるいは急激に変
化する点には必ず節点を採るべきである.逆に滑
らかに変化している領域には節点を採るべきで
はない（図 BSC1-2 参照）． 

 

x
ξ6ξ5ξ4ξ3ξ2ξ1  

図 BSC1-2  節点ξiの例 

c. 使用例 
サブルーチン BSF1 の使用例参照． 

 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは，m 次の B-spline 平滑化式を， 
 

( ) ( )xNcxS mjj

n

mj

t

1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (4.1) 

 
として，重み付き残差の 2 乗和， 

( ){ }∑
=

−=
n

i
iiim xSyw

1

22δ  (4.2) 

を最小にするような平滑化係数 cjを求める． ( )S x  の
定義域は，利用者の与える節点列{ξj}の張る区間 

)](max),(min[ j
j

jj
I ξξξ = である．以下，説明を簡単にす

るため，節点列{ξj}は，ξj < ξj+1 (j=1,2,...,nt-1) を満たし，

また n 個の離散点 xiはすべて区間 [ξl, tnξ ] に含まれ

ているとする． 
まず，B-spline Nj,m+1(x) の節点列{tj}は，{ξj}を基に

して次のように採る （図 BSC1-3 参照）． 

t j j

nt

ξ
ξ
ξ

1 ,
,
,









− + ≤ ≤m j1 0
1 ≤ ≤j nt

n j n mt t+ ≤ ≤ +1
 (4.3)

 
 

 
図 BSC1-3  節点列{tj} 

さて,  (4.1) で表される Spline 関数の中で,  (4.2) を
最小にするものを求めるには，いわゆる cj に関する
正規方程式を解くことによりなされる．すなわち, (4.2) 
のδm

2を，各 cjについて偏微分したものを 0 とおくこ
とにより cjに関する正規方程式 (4.4) を得る. 

 

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
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+−=
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==
++ =











1

1
1,

11
1,1,

tn

mj
imk

n

i
iij

n

i
imjimki xNywcxNxNw  

k=-m+1, -m+2, ....., nt-1 (4.4) 
 

これは (nt+m-1) 元連立 1 次方程式であり，係数行
列は対数バンド行列となる．一例として m=3, nt=5 の
場合を図 BSC1-4 に示す． 

 
* * * *
* * * * *
* * * * * *
* * * * * * *

* * * * * *
* * * * *

* * * *

0

0





























 

 
図 BSC1-4  係数行列 (m=3, nt=5 の場合) 

したがって (4.4) を解けばcjを求めることができる．
本サブルーチンはこの連立1次方程式をコレスキー法 
(LTL 分解法) で解いている（スレーブサブルーチン
UNCA1, UCDB1 使用）． 
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E32-31-0202 BSC2, DBSC2 

B-spline 平滑化式（節点追加方式） 
CALL BSC2 (X, Y, S, N, M, XT, NT, NL, RNOT, C, 

RNOR, VW, IVW, ICON) 
 

(1) 機能 
離散点 x1, x2, ..., xnにおいて観測値 y1, y2, ..., yn，観

測誤差σ1, σ2, ..., σn，残差二乗和の許容値δ t
2 ，初期節

点列ξ1, ξ2, ...,ξnsが与えられたとき，この節点列に適当

な節点を段階的に追加して観測値を最小二乗の意味
で近似する場合，残差二乗和が許容値以下となるよ
うな m 次の B-spline 平滑化式を求める．すなわち，
最終的な節点の個数を nt，それに対応する残差二乗和

をδnt
2 とするとき， 

( ){ } 22

1
2

2 1
tii

n

i i
n xSy

t
δ

σ
δ ≤−= ∑

=

 (1.1) 

が満足されるような m 次の B-spline 平滑化式 

( ) ( )xNcxS mjj

n

mj

t

1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (1.2) 

の平滑化係数 cjを求める． 
なお，本サブルーチンは，係数 cj のほか，最終的

な節点列ξ1, ξ2, ..., tnξ ，節点追加の各段階における残

差二乗和 (1.3)，及び統計量 (1.4), (1.5) も出力する． 

( ){ }2

1
2

2 1
ii

n

i i
n xSy

r
−= ∑

= σ
δ  (1.3) 

（ただし ( )S x はξ1, ξ2, ..., rnξ を節点列とする m 次

の B-spline 平滑化式．） 

( ){ }122
−+−= mnn rnn

rr δσ  (1.4) 

( )
tssr
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mnnr
r

,......,1,

12logAIC 2

+=

−++= δ
 (1.5) 

σi>0, m≥1, ns≥2,  及び初期節点列ξjに対して， 
( ) ( ) ( ) ( )min min , max max

j j i i j j i ix xξ ξ≤ ≥ であること． 

 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．観測値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 

S ·············· 入力．観測誤差σi.  （使用上の注意④参照）. 
大きさ n の 1 次元配列． 

N ············ 入力．離散点の個数 n． 
M ··········· 入力．B-spline の次数 m（使用上の注意②参

照）． 
XT ········· 入力．初期節点ξj, j=1,2,...,ns． 

（使用上の注意③参照）． 
出力．求められた平滑化式の節点ξj, j=1, 2, ..., 
nt．結果はξ1<ξ2<...< tnξ の順に並べられる． 
大きさ NLの 1 次元配列． 

NT ········· 入力．初期節点の個数 ns． 
出力．求められた平滑化式の節点の個数 nt. 

NL ·········· 入力．節点の個数の上限． 
（使用上の注意⑤参照）． 

RNOT ···· 入力．残差二乗和の許容値 2
tδ ． 

標準値としては 2
tδ =n が適当． 

C ············ 出力．平滑化係数 Cj, j=-m+1, -m+2, ..., nt-1. 
cjは C (j+m) に格納される． 
大きさ (NL+M-1) の 1 次元配列． 

RNOR ···· 出力．節点追加の各段階における (1.3), (1.4), 
(1.5) の値． 
RNOR (3,NL-ns+1) なる 2 次元配列． 
nr=ns,ns+1,...,ntとするとき， 
δnr

2 は RNOR(1,nr-ns+1) に， 

σ nr
2 は RNOR(2,nr-ns+1) に， 

AICr は RNOR(3,nr-ns+1) に格納される． 
（使用上の注意⑥参照）． 

VW ········ 作業領域． 
大きさ (M+1) + (M+2) (NL+M) の 1 次元配
列． 

IVW ······· 作業領域． 
大きさ (N+NL+M) の 1 次元配列． 

ICON ····· 出力．コンディションコード． 
表 BSC2-1 参照． 

 
表 BSC2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 節点の個数がその上限に達し
ても収束判定 (1.1) が満たされ
なかった． 

最後に得られた平
滑化式を出力する． 

30000 次のいずれかであった． 
①  σi≤0のものがある． 
②  M<1 
③  XT(I)=XT(K)  
                I≠K 
④  ns<2 
⑤  NL<ns 
⑥  ( ) ( )

( ) ( )iijj

iijj

x

x

maxmax

  minmin

<

>

ξ

ξ 又は， 

処理を打ち切る． 
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(3)  使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, MGSSL, UPOB1, UPCA1, 

UREO1, UBAS0, UCDB2 
② FORTRAN 基本関数 ... SQRT, IFIX, ABS, 

FLOAT, ALOG 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンに続けて，サブルーチン BSF1

を呼び出すことにより，B-spline平滑化式 (1.2) に
基づく平滑値，微分値あるいは積分値を求める
ことができる．そのとき,  パラメタ M, XT, NT, C
の値はサブルーチン BSF1 の入力となる. 

② 次数m (奇数でも偶数でもよい) は 3程度が良く，
5 を超えるのは良くない．これは，平滑化係数
Cj を求める際の正規方程式が，m が大きくなる
につれ，悪条件になるからである． 

③ 初期節点列ξj, j=1,2,...,nsは通常， 

( ) ( )i
i

ni
i

s

xx
n

s max ,min

2

1 ==
=

ξξ  

と与えればよい． 
④ 観測誤差σi は，観測値 yi が持つ誤差の見積りで

ある．例えば，yiの値が，di桁有効であるならば，

σiは i
id y−10 と与えればよい． 

σiは，サブルーチン内で， ( )S x をどの程度 yiに

近づけるかを示す量として使われる．σi が大き
いと yiヘ近づける程度は小さい． 

⑤ 節点列の個数の上限 NLは，n/2 程度に与えるの
がよい (節点の個数が増えると，正規方程式が悪
条件となる)．なお，本サブルーチンは，節点の
個数がその上限に達しても (1.1) が満足されない
ときは，ICON=10000 として処理を打ち切る． 

⑥ RNOR に出力される情報は，節点を追加してゆ
く過程での各種評価基準値の履歴である．これ
らの履歴は，得られた平滑化式の良悪しの確認
に使える．すなわち，これら評価基準値は，通
常，節点の追加と共に減少するが，その変化は

徐々に緩やかになる．特に 2
rnσ 及び AICr が殆ん

ど変化しなくなったときは，平滑化式が良好に
なったことの現れである．したがって，利用者
は，RNOR の内容を印刷することにより得られ
た平滑化式の良好さを確かめるのがよい．もし，
節点の個数が nt よりも少ない段階で，良好な平
滑化式が得られていたことが分かれば，その段

階での 2
rnσ を新たに許容値 2

tδ として，再度，本

サブルーチンを呼び出せば，その段階での平滑
化式を求めることができる． 

c. 使用例 
離散点 xi，観測値 yi，及び観測誤差σiをそれぞれ
100 個入力し，これに対する 3 次の B-spline 平滑
化式を求める．初期節点としては， 

( ) ( )ξ ξ1 2= = = =x x x x
i

i
i

imin maxmin , max  

の 2 点を与え，節点の個数の上限は 20 とする． 
続いて，サブルーチンBSF1を用いることにより， 

( )
50,...,1,0

50/minmax1

=

⋅−+=

j
jxxv j ξ

 

の各点における平滑値，及び 1 階から 3 階まで
の微分値を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(100),Y(100),S(100), 
     *          XT(20),C(25),RNOR(3,20), 
     *          VW(120),IVW(125),RR(4) 
      N=100 
      READ(5,500) (X(I),Y(I),S(I),I=1,N) 
      M=3 
      NT=2 
      XMAX=X(1) 
      XMIN=X(1) 
      DO 10 I=2,N 
      IF(X(I).GT.XMAX) XMAX=X(I) 
      IF(X(I).LT.XMIN) XMIN=X(I) 
   10 CONTINUE 
      XT(1)=XMIN 
      XT(2)=XMAX 
      NL=20 
      RNOT=FLOAT(N) 
C 
      CALL BSC2(X,Y,S,N,M,XT,NT,NL,RNOT, 
     *          C,RNOR,VW,IVW,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,610) 
      DO 20 I=2,NT 
      IADD=I-1 
      WRITE(6,620) I,(RNOR(J,IADD),J=1,3) 
   20 CONTINUE 
C 
      H=(XMAX-XMIN)/50.0 
      WRITE(6,630) 
      DO 40 J=1,51 
      V=XT(1)+H*FLOAT(J-1) 
      DO 30 L=1,4 
      ISW=L-1 
      CALL BSF1(M,XT,NT,C,ISW,V,I, 
     *          RR(L),VW,ICON) 
   30 CONTINUE 
      WRITE(6,640) V,(RR(L),L=1,4) 
   40 CONTINUE 
      STOP 
C 
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  500 FORMAT(3F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'ICON=',I5//) 
  610 FORMAT(8X,'NO. OF KNOTS',9X, 
     *'RNOR(1,*)',11X,'RNOR(2,*)',11X, 
     *'RNOR(3,*)'/) 
  620 FORMAT(10X,I2,8X,3(5X,E15.8)) 
  630 FORMAT(//14X,'ARGUMENT',9X, 
     *'SMOOTHED VALUE',8X,'1ST DERIV.', 
     *10X,'2ND DERIV.',10X, 
     *'3RD DERIV.'/) 
  640 FORMAT(10X,E15.8,4(5X,E15.8)) 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは，節点を適応的に追加して残差

二乗和が，与えられた許容値δ t
2 以下となるような m

次の B-spline 平滑化式を求める． 
いま,  節点列ξ1, ξ2, ..., rnξ が既に決定されていて,  

ξ1<ξ2<.....< rnξ  
を満たしているとする.  ただし,  初期の段階ではnr=ns

である．これらを節点とする m 次の spline 関数 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

rn

mj
mjj xNcxS  (4.1) 

の係数 cjを残差二乗和， 

( ){ }2

1
2

1
ii

n

i i
xSy −∑

= σ
 (4.2) 

が最小になるようにきめる (詳細は BSC1 の手法概要

参照）．求まった cjに対する (4.2) の値を
2

rnδ とする．

もし，
22

trn δδ ≤ ならば，(4.1) を求めるべき m 次の

B-spline 平滑化式とする．
22

trn δδ ≤ ならば，節点列が

張る部分区間 [ξj,ξj+1] における残差二乗部分和， 

( ) ( ){ }2
2

2 1,
1

ii
ix

r xSynj
jij

−= ∑
+<≤ σ

δ
ξξ

 (4.3) 

を各 j について計算し，その中でδ2(j,nr) が最大となる
区間の中点ξ=(ξj+ξj+1)/2 を新たな節点として節点列に
追加する．更新された節点列を，小さい順に並べ替

え，それをξ1, ξ2, ..., 2
1+rnξ として，上記過程を繰り返

す． 
このように節点列を更新しながら次第に節点の個

数を増加させ，残差二乗和が許容値δ t
2 以下になるま

で反復する． 
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B51-21-0201 BSEG, DBSEG 

実対称バンド行列の固有値及び固有ベクトル（ルティ
スハウザー・シュワルツ法，バイセクション法，逆
反復法） 
CALL BSEG (A, N, NH, M, NV, EPST, E, EV, K, VW, 

ICON) 
 

(1) 機能 
次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A の，大

きい方から又は小さい方からの m 個の固有値を，ル
ティスハウザー・シュワルツ法及びバイセクション
法により求め，これに対応する nν 個の固有ベクトル

を逆反復法により求める．固有ベクトルは，x
2

1= と

なるように正規化する．1≤m≤n, 0≤nν≤m, 0≤h<<n であ
ること． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称バンド行列 A． 

対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n(h+1)-h(h+1)/2 の 1 次元配列． 
nν≠0 のとき，演算後内容は保存される． 
nν=0 のとき，演算後内容は保存されない. 

N ············· 入力．行列 A の次数 n． 
NH ·········· 入力．バンド幅 h． 
M ············ 入力．求める固有値の個数 m． 

M=+m のときは大きい方から求める． 
M=-m のときは小さい方から求める． 

NV ·········· 入力．求める固有ベクトルの個数 nν． 
NV=-nνのときは NV=+nν とする． 
nν=0 のときは固有ベクトルを計算しない. 

EPST ······ 入力．固有値の収束判定に使われる絶対誤
差の上限（サブルーチン BSCT1 の手法概要
参照）．ただし，負の値を入れると標準値
が設定される． 

E ············· 出力．固有値．大きさ m の 1 次元配列． 
EV ·········· 出力．固有ベクトル． 

固有ベクトルは列方向に格納される． 
EV(K,NV) なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 EV の整合寸法． 
nν=0 のときは任意の変数でよい． 

VW ········· 作業領域．大きさ max(3n+2m,2n(h+1)) の 1
次元配列．ただし，nν=0 のときは大きさ
3n+2m で済む． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BSEG-1 参照． 

 

表 BSEG-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 NH=0 であった． 正常に実行される. 
15000 固有ベクトルのすべてを求め

ることはできなかった． 
求められなかった
固有ベクトルを 0
ベクトルとする． 

20000 固有ベクトルが一つも求めら
れなかった． 

すべての固有ベク
トルを0ベクトルと
する． 

30000 NH<0, NH≥N, N>K, M=0, 
NMNVM >< 又は であった. 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... BTRID, BSCT1, BSVEC, AMACH, 

MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは実対称バンド行列用である.行

列の次数 n とバンド幅 h の比 h /n が，1/6 以下程
度の行列の固有値を，大きい方からあるいは小
さい方から少数個求める場合に適する. 

② 求めた固有値に対応する固有ベクトルも同時に
計算できるが，本サブルーチンで用いている逆
反復法は，実対称 3 重対角行列ではなく，入力
されたバンド行列に対して直接処理せざるをえ
ないために比較的非能率である．したがって，
不必要な固有ベクトルはなるべく計算しない方
がよい． 
例えば NV=0 とすれば固有ベクトルを求めない
で済む． 

③ 高次数の実対称バンド行列の固有値を，絶対値
の大きい方から，あるいは小さい方から極めて
少数個求め，これに対する固有ベクトルをも同
時に計算したい場合には，ジェニングスの同時
反復法を比較検討し，より有利な方法を採用す
ることが望ましい． 

 
c. 使用例 

次数 n．バンド幅 h の実対称バンド行列 A の大
きい方から又は小さい方から m 個の固有値と，
これらに対応するnv個の固有ベクトルを求める． 
n≤100, h≤10, m≤10 の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1100),E(10),EV(100,10) 
     *         ,VW(2100) 
   10 READ(5,500) N,NH,M,NV,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=(NH+1)*(N+N-NH)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,NH,M,NV 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=MIN0(NH+1,I)+NE 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      CALL BSEG(A,N,NH,M,NV,EPST,E,EV,100, 
     *          VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      MM=IABS(M) 
      NNV=IABS(NV) 
      IF(NNV.EQ.MM) GO TO 40 
      NNV1=NNV+1 
      DO 30 J=NNV1,MM 
      DO 30 I=1,N 
   30 EV(I,J)=0.0 
   40 CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(4I5,E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX'/ 
     *       11X,'** ORDER =',I5,10X,'NH=', 
     *       I3,10X,'M=',I3,10X,'NV=',I3/) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/(11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =',I5/) 
      END 

 
なお，サブルーチン SEPRT についてはサブルーチ

ン SEIG1 の「使用例」参照のこと． 
 

(4) 手法概要 
次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A の固有

値を大きい方から又は小さい方から m 個求め，対応
する固有ベクトルを nν個計算する． 

まず A をルティスハウザー・シュワルツ法により
3 重対角行列 T に変換する.  この操作を (4.1) で示す. 

T Q AQS
T

S=  (4.1) 

ここに Qsは直交行列で，図 BSEG-1 に示す直交行
列の積として実現される．この操作は，サブルーチ
ン BTRID を用いて行う． 

次にバイセクション法により T の m 個の固有値を
求める．この操作は，サブル－チン BSCT1 を用いて
行う． 

次に逆反復法により，対応する A の固有ベクトル
x を求める．逆反復法は A の固有値の近似解µが与え
られたとき， 

( ) ,...2,1,1 ==− − rxx rrIA µ  (4.2) 

を反復的に解いて固有ベクトルを求める方法である．
ただし，µはバイセクション法により求めた固有値，
x0は適当な初期ベクトルである．この操作は，サブルー

チン BSVEC を用いて行う．固有値は, x
2

1= の意味

で正規化されている． 
 

なお，詳細については，サブルーチンBTRID, BSCT1
及び BSVEC の手法概要ならびに，文献 [12], [13] を
参照のこと． 
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図 BSEG-1  ルティスハウザー・シュワルツ法による 
直交相似変換行列の一般形 
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B51-21-1001 BSEGJ, DBSEGJ 

実対称バンド行列の固有値及び固有ベクトル(ジェニ
ングス法) 
CALL BSEGJ (A, N, NH, M, EPST, LM, E, EV, K, IT, 

VW, ICON) 
 

(1) 機能 
次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A の固有

値を絶対値の大きい方 (又は小さい方) から m 個，及
びそれらに対応する固有ベクトルを，m 個の与えられ
た初期ベクトルをもとにして，ジェニングスの加速
を伴うジェニングスの同時反復法により求める．た
だし，絶対値の小さい方から求めるときは, A は正値

行列でなければならない．なお固有ベクトルは x
2

1=

のように正規化されている．1≤m<<n, 0≤h<<n である
こと． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称バンド行列 A． 

絶対値の小さい方から求めるときには，演
算後，その内容は保存されない． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n(h+1)-h(h+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列 A の次数 n． 
NH ·········· 入力．行列 A のバンド幅 h． 
M ············ 入力．求める固有値及び固有ベクトルの個

数 m． 
M=+m のときは絶対値の大きい方から求め
る． 
M=-m のときは絶対値の小さい方から求め
る． 

EPST ······ 入力．固有ベクトルの収束判定に用いられ
る定数 ε．零又は負のときは標準値が設定
される．（使用上の注意②参照） 

LM ·········· 入力．反復回数の上限．反復回数がこれを
超えると処理を中断する．（使用上の注意
③参照） 

E ············· 出力．固有値．指定された順序に格納され
る． 
大きさ m の 1 次元配列． 

EV ·········· 入力．列方向に格納された m 個の初期ベク
トル．（使用上の注意①参照） 
出力．固有ベクトル．列方向に格納される
大きさ EV (K,m+2) なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．EV の整合寸法． 
IT ············ 出力．固有値固有ベクトルが求まるまでの

反復回数． 
VW ········· 作業領域．大きさ max(n,2m)+m(3m+1)/2 以

上の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BSEGJ-1 参照． 
 

表 BSEGJ-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 反復回数が上限 LMを超えた． 処理を終了する． 
EとEVにはそのと
きまでに得られた
固有値と固有ベク
トルの近似値が
入っている． 

28000 反復ごとの固有ベクトルの直
交化処理が不可能となった． 

処理を打ち切る． 

29000 行列 A が正値行列でない． 
又は非正則の可能性が強い． 

処理を打ち切る． 

30000 NH<0, NH≥N, N>K, M=0 又は 
|M|>N であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MSBV, SBDL, BDLX, TRID1, 

TEIG1, TRBK, UCHLS, USERT, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... MAX0, AMAX1, ABS, 

IABS, FLOAT, SQRT 
 
b. 注意 
① 初期固有ベクトルは，求めようとする固有値に

対応する固有ベクトルの良い近似であることが
望ましい．しかしそのような近似ベクトルがわ
からないときには，単位行列 I の初めの m 個の
列ベクトルを初期ベクトルとして採用するのが
標準的である．固有値及び固有ベクトルの個数
m は，n に比べて小さく，例えば m/n<1/10 程度
にとるのがよい．固有値を絶対値の大きい方か
ら，あるいは小さい方から番号をつけて，λ1, λ2, ..., 
λn とするとき，もし可能ならば λ λm m+1  <<1 又

はλm+1/λm>>1 となるように m を選ぶのが，収束
を速める上で望ましい． 

② EPST は x
2

1= の意味で正規化された固有ベク

トルの各成分の収束を判定するために用いられ
る．固有ベクトルが判定定数 ε に対して収束し

たとき，固有値は少なくとも A ⋅ ε の精度で，そ

して多くの場合 A ⋅ ε よりも高い精度で収束して

いる．このことを考慮して幾分大きめに EPST
の値を選ぶのがよい．丸め誤差の単位を u とす
るとき，標準値はε=16u としている．しかし，固
有値が密集した問題では，収束が得られないこ
とがあり，この場合はε≥100u にとるのが安全で
ある． 

③ 反復回数の上限 LM は，何らかの理由で収束が
達成されないとき，強制的に反復を中断するた
めのものである．要求精度や固有値の密集の度
合などを考慮して定められるべきものであるが，
500～1000 あたりが妥当な標準値である． 
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④ SSL II には，実対称バンド行列の固有値と固有
ベクトルを直接法によって求めるためのサブルー
チン BSEG が用意されている．同じ問題を解く
場合には，概して直接法の方が速いが，固有ベ
クトルの計算に余分の記憶容量を必要とする難
点がある．問題の規模，要求精度，記憶容量，
計算機の速度などを考慮して適当なサブルーチ
ンを採用すべきである．  

 
c. 使用例 

次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A の固
有値及び固有ベクトルを求める． 
n≤100, h≤10, m≤10 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1100),E(10),EV(100,12) 
     *         ,VW(300) 
   10 READ(5,500) N,NH,M,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      MM=IABS(M) 
      NN=(NH+1)*(N+N-NH)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN), 
     *            ((EV(I,J),I=1,N),J=1,MM) 
      WRITE(6,600) N,NH,M 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=MIN0(NH+1,I)+NE 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      CALL BSEGJ(A,N,NH,M,EPST,500,E,EV, 
     *           100,IT,VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON,IT 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(3I5,E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',20X,'ORIGINAL MATRIX', 
     *       5X,'N=',I3,5X,'NH=',I3,5X, 
     *       'M=',I3/) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/(11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5,5X,'IT=', 
     *       I5) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称行
列の固有値及び固有ベクトルを出力するサブルー
チンである．その詳細については，サブルーチ
ン SEIG1 の使用例を参照のこと． 

 
(4) 手法概要 
a. ジェニングスの同時反復法 

同時反復法について説明する． 
n 次の実対称行列 A の固有値を，絶対値の大き
い方から番号をつけて， 

nλλλ ,...,, 21  

とし，これらに対応する正規直交化された固有
ベクトルを， 

nvvv ,...,, 21  

とする．対角行列Λと，直交行列 V を 

( )
( )n

n

vvv ,...,,
,...,,diag

21

21

=
=

V
λλλΛ

 

で定義すれば， 

AV V= Λ  (4.1) 

が成り立つ． 
 さて，同時反復法はべき乗法の拡張であり，

適当な n 行 m 列行列 X1から出発して 

,......2,11 ==+ iii AXX  (4.2) 

を反復し，Xiを絶対値の最も大きい m 個の固有
値に対応する固有ベクトルに，すなわち V の最
初の m 列に同時に収束させようという目的を持
つ．しかしながら，単に (4.2) を反復するだけで
は Xiの各列はすべて V の第 1 列ν1に比例するベ
クトルに収束してしまって，目的は達成されな
い．そのために，同時反復法では何等かの手段
により，反復行列 Xiを常に正規直交化している．
これは，固有値と固有ベクトルの次のような基
本的性質に基づいている． 

 いま，固有値λ1,...,λk-1と対応する固有ベクトル
v1,...,vk-1が得られているとする． 
単位ベクトル v を，制約条件 

1,...,1,0 −== kivv i
T  

を満たしながら AvvT が v=vkのときに最大値を

とるものとすると， 

k
T
kk vAv=λ  

は k 番目に大きい絶対値を持つ固有値であり，
vkは対応する固有ベクトルである． 
 
ジェニングスの同時反復法の手順を示そう．簡
単のために，反復行列の添字を省略する． 
 

① X の左から A を乗じて Y とする． 

Y=AX (4.3) 

② Y の左から XTを乗じて，m 次の対称行列 B を作
る． 

B=XTY (4.4) 
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③ B の固有値µi, i=1,2,...,m と対応する固有ベク
トル pi, i=1,2,...,m を求める． 

B=PMPT (4.5) 

ただし,  M は対角行列,  P は直交行列である． 

( )
( )m

mm

pppP
M

,...,,
...,,...,,diag

21

121

=

≥≥= µµµµµ  

④ Y の右から P を乗じて，Z を作る． 

Z=YP (4.6) 

⑤ Z の左から ZTを乗じて，m 次の正値対称行列
を作り，これをコレスキー分解 (LLT分解) する． 

ZTZ=LLT (4.7) 

⑥ 方程式 X*LT=Z を解いて X* を作る． 

X*=ZL-T (4.8) 

この X* は，(4.7) により正規直交行列である． 

X*TX*=Im (4.9) 

ただし，Imは m 次の単位行列である． 
 
⑦ X*に対して，収束判定を行う．必要に応じて，

適当に加速を施し，X*を改めて X として手順①
に戻る． 

 
以上の操作を，反復行列 X を固有ベクトル V で
展開したときの係数行列を通じて見直してみよ
う．X の各列を固有ベクトルで展開して 

mjvc
n

i
iijj ,...,1,

1
== ∑

=

x  (4.10) 

とする．(4.10) は n 行 m 列の係数行列 C=(cij) に
よって， 

X=VC (4.11) 

と書くことができる．X の正規直交性 

XTX=Im 

と，V の直交性から C の直交性 

CTC=Im (4.12) 

がでる．C を最初の m 行と残りの n-m 行に分割
して 

C
C
C

=






1

2

 (4.13) 

と表し，これに対応してΛをブロックに分割して 

Λ
Λ Ο
Ο Λ

=






1

2

 (4.14) 

と表す．以上の準備の下に①…, ⑦の手順を C の
立場から調べてみよう． 
 
①’ (4.3) に (4.11) を代入し，(4.1) を考慮すると 

Y=AX=AVC=VΛC (4.15) 

となる．すなわち，係数行列の第 i 行はλi 倍
される．これは，(4.15) において絶対値の大
きい固有値に対応する固有ベクトルの成分が
強調され，濃縮されることを示している． 
 

②’ (4.4) に (4.11) と (4.15) を代入し，V の直交性
を考慮すると 

B=XTY=CTΛC (4.16) 

となる．(4.13) と (4.14) の分割を考えると 

B C C C C= +1 1 1 1 2 2
T TΛ Λ  (4.17) 

と書くことができる． 
 

③’ この手順については，C に何等かの仮定を設
けなければ，新しい見解は得られない． 
今，(4.13) において，C2=0 と仮定しよう．こ
れは，X が V の最初のｍ個のベクトルで完全
に表されることを意味する．このときには，
(4.17) は 

B C C= 1 1 1
T Λ  (4.18) 

となり，C1は (4.12) から m 次の直交行列とな
る．(4.5) と (4.18) は，同じ m 次行列 B に対
する直交相似変換であるから，V を適当に取
る（固有ベクトル viの符号を変えたり，重複
固有値に対しては対応する固有ベクトルを適
当に選ぶ）ことにより， 

C P I1 = m  (4.19) 
M = Λ1  (4.20) 

とすることができる． 
④’ (4.6) と (4.15) から， 

CPVYPZ Λ==  (4.21) 

である．C2=0 のときには， 
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Z V
O

=








Λ1  (4.22) 

となる． 
 

⑤’ (4.21) と V の直交性から， 
TTTT LLCPCPZZ == 2Λ  

となる．C2=0 ならば， 

Z Z LLT T= =Λ1
2  

より， 

( )mλλΛ ,...,diag 11 ==L  (4.23) 

となる． 
 

⑥’ (4.8) と (4.21) により， 

X V CPL* = −Λ T  (4.24) 

である．特に C2=0 ならば， 

X V* =  (4.25) 

となる．すなわち，C2=0 ならば 1 回の反復で，
固有値と固有ベクトルが完全に求められる． 
なお，C が， 

      Im + E1
C =
         E2

 (4.26) 
の形であり，E1と E2の成分が 1 次の微小量
である場合には，2 次の微小量を省略すれば 
(4.19) と，(4.20) が成り立ち， 

           Im 
X* = V･ 
       Λ2C2Λ1

-1 
 (4.27) 

となることが分かる．これは，1 回の反復ご
とに X の中の xi (i≤m) に含まれる，固有ベク
トル vj (j>m) の成分が， 

λj/λi 

の比で，減少して行くことを示している．こ
のことは，C の C2部分が微小な値となってい
くことである． 

以上の観察から，次のように言うことができる． 
①の操作は，絶対値の大きい固有値に対応する
固有ベクトルの成分を濃縮する手段である． 
②，③，④の操作は，固有値を求めると共に，
固有ベクトルを純化する手段である． 
⑤，⑥の操作は，固有ベクトルを正規直交化す
る手段である． 

 
b. 本サブルーチンにおける計算手順 

本サブルーチンでは，次数 n，バンド幅 h の実対
称行列Aの，絶対値の大きい方 (又は小さい方) か
ら数えて m 個の固有値と対応する固有ベクトル
を，m 個の与えられた初期ベクトルをもとにし
て，ジェニングスの同時反復法により求めてい
る．手順の大要は上に示した通りであるから，
以下には具体的な詳細のみを記述する． 
 
(a) 絶対値の小さい方から求める場合には，①

の (4.3) の代りに， 

Y A X= −1  (4.28) 

とする． 
まず，AをサブルーチンSBDLを用いてLDLT

分解する．このとき A が正値行列でなけれ
ば，あるいは非正則の可能性が強ければ，
ICON=29000 として処理を打ち切る． 
 

(b) ②の B を作る操作は，領域を節約するため
に，実際は次のように①の操作と組合せて
行われる．すなわち，Y の列ベクトル yi を 
(4.29) で計算する． 

mi
vv

v

ii

i

,...,1

1

=
==

=
−AyAy

x
又は  (4.29) 

(4.29) はサブルーチン MSBV 又は BDLX に
より行う．B は m 次の実対称行列であるか
ら，その対角部分と下三角部分に対して 

mijb
vb

i
T
jji

i
T

ii

,...,.1, +==

=

yx
y

 

と計算する．このようにして，X の列ごと
にxiを取り出してyi, bjiを求めることにより，
Y はそのまま X の領域に作られる． 
 

(c) ③の操作を順次サブルーチン TRID1, 
TEIG1, TRBK によって行う．次に固有値と
対応する固有ベクトルを，絶対値の大きい
方から整列する．これをサブルーチン
UESRT によって行う． 

(d) ⑤の操作を，サブルーチン UCHLS により
行う．もし，LLT 分解が不可能となれば，
ICON =28000 として処理を打ち切る． 
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(e) ⑦では X と X*の第 m 列 xmと xm

* について， 

ε≤−=
∞mm xxd *  (4.30) 

が成り立つかどうかを調べている． 
収束判定が成立した場合は，③での M の対
角要素を固有値 (絶対値の小さい方から求
める場合には，対角要素の逆数を固有値) と
し，X*の各列を対応する固有ベクトルとす
る． 

 
c. ジェニングスの加速法 

本サブルーチンでは，上に述べた本来のジェニ
ングス法に，ベクトル列に関するジェニングス
の加速法を組み入れている． 

 
(a) 加速法の原理 

ベクトル x に収束するベクトル列 x(k), 
k=1,2,... があり，互いに直交するベクトル
vj, j=1,2,...,n と 1<jp , j=1,2,...,n なる定数に

よって 

( ) ∑
=

+=
n

j
j

k
j

k vpxx
1

  (4.31) 

と表されるものとする．今，三つの相連続
するベクトルx(k), x(k+1), x(k+2) から新しいベク
トル 

( ) ( ) ( )( )122 +++ −+= kkk xxsxx  (4.32) 

を作る．ただし， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )21T1

21T1

2 +++

+++

+−−

−−
=

kkkkk

kkkk

xxxxx

xxxxs  (4.33) 

である．(4.31) を (4.33) に代入し， ν j の直

交性を考慮すれば， 

( )∑

∑

=

=

−
= n

j
jj

n

j
jj

zp

zp
s

1

1

1
 (4.34) 

となる．ここに， 

( ) njvppz jj
k

jj ,...,2,1,1
2

2

22 =−=  (4.35) 

である．(4.32) に (4.31) と (4.34) を代入し，
s の代りに 

∑

∑

=

==
+

= n

j
j

n

j
jj

z

zp

s
sp

1

1

1
 (4.36) 

を用いると， 

j
k
j

n

j

j vp
p
pp

xx 1

1 1
+

=

⋅
−

−
+= ∑  (4.37) 

となる．(4.36) より， p は正の重み zj に関

する，pjの平均値である．今 ...21 >> pp と

すれば，十分大きい k に対して 
1 ,   1 >>> jzz j  

となるので，p p≈ 1となり，したがって x x≈
が結論される． 
以上がジェニングスの加速法の原理である． 
    さて，ジェニングス法の反復行列 xkの第

i 列ベクトルを ( )xi
k とすれば，十分大きい k

に対して 

( ) ( ) jji

kn

mj
iji

k
i vcvx ∑

+=

+=
1

λλ  (4.38) 

と表され， λ λj i < 1である．したがって，

ジェニングスの加速法を適用できる． 
 

(b) 加速法の適用手順 
① 加速を行うかどうかの判定定数δの初期

値を 

δ =
1

2 n
 (4.39) 

と定める． 
② 加速に関するもう一つの判定定数ηを 

( )η δ ε= ⋅max 15 ,  (4.40) 

と定める．加速をかけるべきベクトルの
番号 jaを m にセットし，以下の加速サイ
クルに入る． 

③ EV の第 m+1 列と第 m+2 列に，
aj

x の最

も新しい，一つ置きの反復ベクトルを格
納する． 

④ ジェニングスの同時反復を 1 回行う． 
⑤ ja=m のときだけ (4.30) の収束判定を行

う． 
⑥ (4.41) を満足するならば，⑩ヘ行く． 

η≤−
aa jj xx*  (4.41) 
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⑦ (4.42) を満足するならば，③ヘ戻る． 

δ≤−
aa jj xx*  (4.42) 

⑧ 
aj

x の，三つの相連続する，一つ置きの

反復ベクトルを用いて，ジェニングスの
加速を行って， x ja

を求める． 
⑨ x ja

に正規直交化を行い， 

1

,0

2

T

=

≠=⋅

a

a

j

aij

x

jjxx
 (4.43) 

が成り立つようにする． 
⑩ jaを 1 だけ減じて，ja≥1 なら③に戻る． 
⑪ ⑤における収束判定が合格であったなら

ば，反復を終了する．さもなければ，δ を 

( )δ δ η ε= max 1000 10, ,  (4.44) 

によって更新し，②ヘ戻る． 
 

アルゴリズム上の留意点 
ジェニングスの加速を，一つ置きに相連続する
ベクトルに施す理由は次のとおりである． 
ジェニングスの加速の効果は，(4.37) から分るよ
うに，pj の正の重みつき平均 p が p1 に近い時に

発揮される．すべての pj が同符号である場合に
は，このようなことが起り易いが pjの中に p1と
異符号で，絶対値が | p1| に近いものがある時に
は，必ずしも加速の効果は期待できない．相連
続するベクトルの代りに，一つ置きに相連続す

るベクトルを取れば，pj を pj
2 で置き換えたこと

になり，pjの異符号性による困難が除去される． 
固有値問題に即していえば，符号の異なる，絶
対値がほぼ等しい固有値がある場合でも，加速
の効果が期待できる． 

 
なお，ジェニングスの同時反復法については参考

文献 [18] 及び [19] を，加速については [18] を参照す
ること． 
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E-31-32-0101 BSFD1, DBSFD1 

B-Spline 2 次元平滑化式による平滑化，数値微分，数
値積分 
CALL BSFD1 (M, XT, NXT, YT, NYT, C, KC, ISWX, 

VX, IX, ISWY, VY, IY, F, VW, ICON) 
 
(1)  機能 

x y 平面上の格子点 (xi,yj); i=1,2,...,nx, j=1,2,...,nyにお
いて，観測値 fi,j=f(xi,yj)，観測誤差σi,j=σxi⋅σyjが与えら
れたとき，双 m 次の B-Spline 平滑化式に基づいて点
P(vx,vy) における平滑値，偏微分値，あるいは領域 
[ξ1≤x≤vx, η1≤y≤vy] 上の二重積分値を求める． 

ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー
チン BSCD2 により，x 方向の節点列 ξ1, ξ2,..., ξnt

，y
方向の節点列η1, η2,..., ηlt

，更に，双 m 次の B-spline
平滑化式  

∑ ∑
−

+−=

−

+−=
+−=

1

1

1

1
1,1,, )()(),(

t tl

m

n

m
mm yNxNcyxS

β α
βαβα  (1.1) 

における平滑化係数 cα,β が計算されているとする．こ
こで，m≥1, ξ1≤vx<ξnt

, η1≤vy≤ηlt
であること． 

 
(2) パラメタ 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 
XT ·········· 入力．x 方向の節点ξi． 

大きさ ntの 1 次元配列． 
NXT ······· 入力．x 方向の節点ξiの個数 nt． 
YT ·········· 入力．y 方向の節点ηj． 

大きさ ltの 1 次元配列． 
NYT ······· 入力．y 方向の節点ηjの個数 lt． 
C ············· 入力．平滑化係数 cα,β． 

C(KC, lt+m-1) なる 2 次元配列． 
KC ·········· 入力．配列 C の整合寸法 (≥nt+m-1)． 
ISWX······ 入力．x 方向に関する計算の種類を与える． 

-1≤ISWX≤M （パラメタ F の項参照）． 
VX ·········· 入力．点 P(vx,vy) の x 座標． 
IX ··········· 入力．ξi≤vx<ξi+1を満たす i． 

vx=ξnt
のときは，IX=nt-1 とする． 

出力．ξi≤vx<ξi+1を満たす i． 
（使用上の注意②参照）． 

ISWY······ 入力．y 方向に関する計算の種類を与える． 
-1≤ISWY≤M （パラメタ F の項参照）． 

VY ·········· 入力．点 P(vx,vy) の y 座標． 
IY ··········· 入力．ηj≤vy<ηj+1を満たす j． 

vy=ηltのときは，IY=lt-1 とする． 
出力．ηj≤vy<ηj+1を満たす j． 
（使用上の注意②参照）． 

F·············· 出力．平滑値あるいは偏微分値あるいは，
積分値．いま，ISWX=λ, ISWY=µとすると，
λ, µの組合せごとに次の値を出力する． 

 
• 0≤λ,µのとき， 

( )yx vvS
yx

,F µλ

µλ

∂∂
∂ +

=  

平滑値は λ=µ=0 とすることにより得られ
る． 

• λ=-1, 0≤µのとき， 

( )F =











∫

∂
∂

µ

µξ y
S x v dxy

vx ,
1

 

• λ≥0, µ=-1のとき， 

( )F =











∫

∂
∂

λ

λη x
S v y dyx

vy ,
1

 

• λ=µ=-1のとき， 

( )F = ∫ ∫dy S x y dxv vy x

η ξ1 1
,  

VW ········· 作業領域． 
大きさ 5(m+1)+max(nt, lt) の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BSFD1-1 参照． 

 
表 BSFD1-1  コンディションコード 

コー
ド 

意味 処理内容 

0 エラーなし．  
10000 XT(IX)≤VX<XT(IX+1)  

又は  
YT(IY)≤VY<YT(IY+1)  
が満たされていない． 

サブルーチン内で
左記の IX 又は IY
をさがして処理を
続ける． 

30000 次のいずれかであった． 
①  VX<XT(1)又は
VX>XT(NXT) 
②  VY<YT(1)又は
VY>YT(NYT) 
③  ISWX<-1 又は ISWX>M 
④  ISWY<-1 又は ISWY>M 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAR2, UBAS1 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン BSCD2 により

求められた B-spline2 次元平滑化式 (1.1) に基づ
いて，平滑値，偏微分値，あるいは二重積分値
を求めるものである． 
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したがって，本サブルーチンを呼び出す前に，
BSCD2 を呼び出して平滑化式 (1.1) を求め，続
けて本サブルーチンを呼び出すことにより平滑
値などを求めることができる．そのとき，パラ
メタM, XT, NXT, YT, NYT, C, KCの値はBSCD2
のそれらと同一でなければならない． 

② パラメタ IX, IY は,  それぞれ XT(IX)≤ VX< XT 
(IX+1), YT(IY)≤VY<YT(IY+1) を満足しているこ
とが好ましい．もし満足されていないときは，
これらを満足するような IX, IY を探索して処理
を続ける． 

 
c. 使用例 

サブルーチン BSCD2 の使用例参照． 

(4) 手法概要 
サブルーチン BSCD2 により双 m 次の B-spline2 次

元平滑化式， 

( ) ( ) ( )S x y c N x N y
m

lt

m

nt

m m, , , ,= ∑ ∑
− +=

−

− +=

−

+ +
1

1

1

1

1 1
β α

α β α β  (4.1) 

が求まっているとする． 
 

本サブルーチンでは，(4.1) の平滑化式に基づいて，
平滑値，偏微値，あるいは積分値などを計算する．
その手法については，第 I 部 7.1 の「(5) 2 変数 Spline
関数の定義，表現及び計算法」を参照されたい． 



BSF1 

 205 

E31-31-0101  BSF1, DBSF1 

B-spline 平滑化式による平滑化，数値微分，数値積分 
CALL BSF1(M,XT,NT,C,ISW,V,I,F,VW,ICON) 
 

(1) 機能 
離散点 x1, x2, ..., xnに対して観測値 y1, y2, ..., yn, 重み

関数値 wi=w(xi), i=1,2,...,n 及び Spline 関数の節点ξ1, 
ξ2, ...,ξnt

 (ξ1<ξ2<...<ξnt
) が与えられたとき，B-spline 平

滑化式に基づいて [ ]
tnx ξξν ,1∈= における平滑値あるい

は微分値あるいはξ1から v までの積分値を求める． 
ただし，本サブルーチンを利用する前に，サブルー

チン BSC1 又は BSC2 により，B-spline 平滑化式， 

( ) ( )xNcxS mjj

n

mj

t

1,

1

1
+

−

+−=
∑=  (1.1) 

における平滑化係数 cj, j=-m+1, -m+2, ..., nt-1 が計算さ
れているとする．ここで m は B-spline Nj,m+1(x) の次数
である． 

ξ1≤v≤ξnt
, m≥1, nt≥3 であること． 

 
(2) パラメタ 
M ············ 入力．B-spline の次数 m． 

（使用上の注意①参照）． 
XT ·········· 入力．節点ξj ． 

大きさ ntの 1 次元配列． 
NT ·········· 入力．節点ξjの個数 nt ． 
C ············· 入力．平滑化係数 cj  （BSC1 又は BSC2 の

出力)． 
大きさ nt+m-1 の 1 次元配列． 

ISW ········ 入力．計算の種類を与える． 
ISW=0 のとき平滑値 ( )F = S v , 

ISW= ( )l l m1 ≤ ≤ のとき， 

l 階微分値 )(F )( vS l= , 

ISW=-1 のとき積分値 ( )F S= ∫ x dxv
ξ1

 

を求める． 
V ············· 入力．平滑値などを求めたい点ν． 
I ·············· 入力．ξi≤v<ξi+1を満たす i． 

ν = ξnt
のときは I=nt-1 とする． 

出力．ξi ≤ ν < ξi+1を満たす i． 
（使用上の注意②参照）． 

F ············· 出力．平滑値あるいは l 階微分値あるいは
積分値 (ISW の項参照）． 

VW ········· 作業領域．大きさ m+1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BSF1-1 参照． 

表 BSF1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 XT(I) ≤V<XT(I+1) が満たされ
ていない． 

サブルーチン内で
左記の Iをさがし
て処理を続ける． 

30000 次のいずれかであった． 
①  V<XT(1) 又は V>XT(NT) 
②  ISW<-1 又は ISW>M 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UCAR1, UBAS1 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチンBSC1又はBSC2

により求められた B-spline 平滑化式 (1.1) に基づ
いて平滑値あるいは微分値あるいは積分値を求
めるものである．したがって，本サブルーチン
を呼び出す前に，BSC1 又は BSC2 を呼び出して
平滑化式 (1.1) を求め，続けて本サブルーチンを
呼び出すことにより平滑値などを求めることが
できる．そのとき，パラメタM, XT, NT, CはBSC1
又は BSC2 のそれらと同一でなければならない． 

② パラメタ I は XT(I)≤V<XT(I+1) を満足している
ことが好ましい．もし満足されていないときは，
XT(I)≤V<XT(I+1) を満足するような Iを探索して
処理を続ける． 

 
c. 使用例 

離散点 xi, 観測値 yi, i=1,2,...,n, 節点ξj,  j=1,2,...,nt

及び次数 m を入力し，  

( ) ( )
5,...,1,0

,1...,,2,1,51

=

−=×−+= +

j
nijv tiiiij ξξξ

 

における，ξ1からの積分値，平滑値，1 階から m
階までの微分値を求める．ただし，各観測値に
対する重み関数値wi, i=1,2,...,nはすべて1.0とし，
更 に min(ξj)≤xi≤max(ξj), i=1,2,...,n と す る ． 
n≤101, ni≤10, m≤5 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(101),Y(101),W(101), 
     *XT(10),C(14),R(101),VW(66),IVW(101), 
     *RR(6) 
      READ(5,500) N,M 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      READ(5,500) NT 
      READ(5,520) (XT(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N,M,(I,X(I),Y(I),I=1,N) 
      WRITE(6,610) NT,(I,XT(I),I=1,NT) 
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      DO 10 I=1,N 
   10 W(I)=1.0 
      CALL BSC1 (X,Y,W,N,M,XT,NT,C,R, 
     *RNOR,VW,IVW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 20 
      WRITE(6,620) 
      STOP 
   20 WRITE(6,630) RNOR 
      N1=NT-1 
      M2=M+2 
      DO 50 L2=1,M2 
      ISW=L2-2 
      WRITE(6,640) ISW 
      DO 40 I=1,N1 
      H=(XT(I-1)-XT(I))/5.0 
      XI=X(I) 
      DO 30 J=1,6 
      V=XI+H*FLOAT(J-1) 
      II=I 
      CALL BSF1(M,XT,NT,C,ISW,V, 
     *II,F,VW,ICON) 
      RR(J)=F 
   30 CONTINUE 
      WRITE(6,650) II,(RR(J),J=1,6) 
   40 CONTINUE 
   50 CONTINUE 
      STOP 
  500 FORMAT(2I6) 
  510 FORMAT(2F12.0) 
  520 FORMAT(F12.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA',3X, 
     *'N=',I3,3X,'M=',I2//20X,'NO.',10X, 
     *'X',17X,'Y'//(20X,I3,2E18.7)) 
  610 FORMAT(/10X,'INPUT KNOTS',3X, 
     *'NT=',I3/20X,'NO.',10X,'XT'// 
     *(20X,I3,E18.7)) 
  620 FORMAT('0',10X,'ERROR') 
  630 FORMAT(10X,'SQUARE SUM OF',1X, 
     *'RESIDUALS=',E18.7) 
  640 FORMAT('1'//10X,'L=',I2/) 
  650 FORMAT(6X,I3,6E18.7) 
      END 

 

(4) 手法概要 
サブルーチン BSC1 又は BSC2 により m 次の

B-spline 平滑化式， 

( ) ( )S x c N xj j m
j m

nt
= ∑ +

=− +

−

, 1
1

1

 (4.1) 

が求まっているとする． 
本サブルーチンは (4.1) の平滑化式に基づいて，平

滑値，l階微分値あるいは積分値をそれぞれ (4.2), (4.3), 
(4.4) より求める． 

( ) ( )∑
−

+−=
+=

1

1
1,

tn

mj
mjj vNcvS  (4.2) 

( )( ) ( ) ( )∑
−

+−=
+

=
1

1
1,

t

mj

n

mj

l
j

l vNcvS  (4.3) 

( )dxxI
v

∫=
1
S

ξ
 (4.4) 

これら三つの計算法については，7 章 7.1 の「(4) 
Spline 関数の計算法」で一般的に述べたので，そこを
参照されたい． 

本サブルーチンでは，Nj,m+1(x),  及びその微分，積
分の計算はスレーブサブルーチンUBAS1で行ってい
る． 



BSVEC 

 207 

B51-21-0402 BSVEC, DBSVEC 

実対称バンド行列の固有ベクトル（逆反復法） 
CALL BSVEC(A,N,NH,NV,E,EV,K,VW,ICON) 
 

(1) 機能 
次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A におい

て，nv個の固有値が与えられたとき，それらに対応す
る固有ベクトルを，逆反復法によって求める． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称バンド行列 A. 

対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n(h+1)−h(h+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列 A の次数 n． 
NH ·········· 入力．バンド幅 h． 
NV ·········· 入力．求める固有ベクトルの数 nv. 

NV=−nv のときは NV=+nvとする． 
E ············· 入力．固有値． 

少なくとも大きさ nvの 1 次元配列． 
EV ·········· 出力．固有ベクトル． 

固有ベクトルは列方向に格納される． 
EV (K, nv) なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 EV の整合寸法． 
VW ········· 作業領域．大きさ 2n(h+1) の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BSVEC-1 参照． 
 

表 BSVEC-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 NH=0 であった． 正常に実行され

る． 
15000 固有ベクトルのすべてを求め

ることはできなかった． 
求められなかった
固有ベクトルを 0
ベクトルとする． 

20000 固有ベクトルが一つも求めら
れなかった． 

すべての固有ベク
トルを 0 ベクトル
とする． 

30000 NH<0, NH≥N, N>K,NV=0 又は 
|NV|>N であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN基本関数 ... MAX0, MIN0, ABS, SIGN, 

SQRT 

b. 注意 
① 本サブルーチンは実対称バンド行列用である．

実対称行列の固有値及び固有ベクトルを求める
場合は，サブルーチン SEIG1 又は SEIG2 を用い
る．また，実対称 3 重対角行列の固有値及び固
有ベクトルを求める場合は，サブルーチンTEIG1
又は TEIG2 を用いること． 

② 固有値がある狭い範囲に密集しているときには，
対応する固有ベクトルを求めるための逆反復法
が収束しないことがある．このような場合には
ICONは15000又は20000となり，求められなかっ
た固有ベクトルは 0 ベクトルになっている． 

 
c. 使用例 

次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A と，
その nv個の固有値が与えられたとき，対応する
固有ベクトルを逆反復法で求める．ただしn≤100, 
h≤10, nv≤10 とする． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1100),E(10),EV(100,10), 
     *          VW(2100) 
   10 READ(5,500) N,NH,NV 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=(NH+1)*(N+N-NH)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,NH,NV 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=MIN0(NH+1,I)+NE 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      NNV=IABS(NV) 
      READ(5,510) (E(I),I=1,NNV) 
      CALL BSVEC(A,N,NH,NV,E,EV,100,VW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,NNV) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX'/ 
     *       11X,'** ORDER =',I5,'NH=',I3, 
     *       10X,'NV=',I3/) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/(11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =',I5/) 
      END 
 

なお，サブルーチン SEPRT についてはサブルーチ
ン SEIG1 の「使用例」参照のこと． 
 
(4) 手法概要 

次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A とその
nv個の固有値が与えられているとき，対応する固有ベ
クトルを逆反復法で求める． 

今，真の固有値は 

λ1>λ2>...>λn (4.1) 
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となっているとする．λj の近似値として µj が与えら
れたとき，逆反復法では，x0を適当な初期ベクトルと
して 

( ) ,...2,11 ==− − rrrj xxIA µ  (4.2) 

を反復的に解いて行き，収束条件を満足したときの
xrを固有ベクトルとする． 

まず，A−µjI を単位下三角行列 L と上三角行列 U
によって 

( ) LUIAP =− jµ  (4.3) 

と分解し 

1−= rr PxLUx  (4.4) 

として解く．ただし P は部分的ピボッティングのた
めの行交換を行う置換行列である．(4.4) を解くには， 

11 −− = rr PxLy  (前進代入) (4.5) 

1−= rr yUx  (後退代入) (4.6) 

という二つの連立方程式を解けばよい． 
以上が本来の逆反復法であるが，これをそのまま

実対称バンド行列に適用すると，(4.3) での行交換に
よってバンド幅が拡大し，LU 分解された行列の記憶
容量が，もとの行列 A のそれに較べ，大きく増加す
ることになる．この増加を軽減するために本サブルー
チンでは L 成分を捨て，U 成分だけを残し， 

1−= rr xUx  (4.7) 

を反復的に解くことにしている． 
適当な初期固有ベクトル x0は，真の固有値に対応

する真の固有ベクトル u1,u2,...,unによって， 

( )
i

n

i
i ux ∑

=

=
1

0
0 α  (4.8) 

と表すことができるから，(4.7) より 

0
1

1 xUx −=  (4.9) 

として，(4.3) と (4.8) を (4.9) へ代入すると， 

( ) ( )

( ) ( )

∑

∑

∑

=

=

−

=

−

=

−=

−=

n

k
kiki

T

n

i
i

T
ij

n

i
ii

T
j

1

1

01

1

01
1

,, と置くとここで uLuP

LuPIA

uLPIAx

β

αµ

αµ

 

( ) ( )

( ) ( )∑ ∑

∑ ∑

= =

−

= =

−











−=











−=

n

k
kik

n

i
ij

n

i

n

k
kikijx

1 1

01

1 1

01
1

 uIA

uIA

βαµ

βαµ

 

この ( )
ik

n

i
i βα∑

=1

0 をあらためて ( )1
kα とすると， 

( ) ( )∑
=

−−=
n

i
iij

1

11
1 uIAx αµ  

となる．同様にして ( )
ik

n

i

r
i βα∑

=

−

1

1 を ( )r
kα と置くと， 

( ) ( ) ,...2,1
1

=−= ∑
=

− r
n

i
i

r
i

r
jr uIAx αµ  (4.10) 

から，xrは 

r
jj

n

ji
i

i
r

ij
r

jr
jj

r )(
)(

1

1

)()({ µλαα
µλ

−+
−

= ∑
≠
=

uux  

})( r
ji µλ −  (4.11) 

で与えられる．定数 r
jj )(1 µλ − は，反復ごとに xr

を調整することにより省略することができる．した
がって， 

( ) ( ) ( ) ( )r
ji

r
jj

n

ji
i

i
r

ij
r
jr µλµλαα −−+= ∑

≠
=1

uux

 (4.12) 

となる．一般に ( ) ( ) 1〈〈−− jijj µλµλ であるから，

(4.12) は， ( ) 0≠r
jα であれば r が大きくなる程 xrは固

有ベクトル ( )
j

r
j uα に接近することを示している． 

 
① 初 期 ベ ク ト ル と 収 束 判 定 に つ い て 

本サブルーチンでは，各段階で，xr-1を 

Ax unr
23

11 =−  (4.13) 

となるように調整し，xrが 

11 ≥rx  (4.14) 

を満たしたとき，xr を固有ベクトルとして採用

する．ただし u は丸めの誤差単位であり， A と

しては 1A に近く，計算が容易な 

∑
≥

=
ji

ija
n
2A  (4.15) 
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を用いている．その理由は次のとおりである．
(4.3) と (4.7) から， 

( ) 111 rr
T

rrj xLxPxxIA −=− µ  (4.16) 

となる．(4.16) の右辺は， x xr r 1
を固有ベクト

ルとしたときの残差ベクトルである．L は対角
要素が 1 で，非対角要素の絶対値が 1 より小さ
い下三角行列であり，P は置換行列であるから，
1次変換PTLによってベクトルのノルムは増大し

ないと考えられる．したがって， 11 ≥rx とな

れば，(4.16) の右辺のノルムは非常に小さいので，
xrを固有ベクトルとみなしても差支えない． 
初期ベクトル x0としては，統計的な擬似乱数で
はないが、漸近的に [0,1] 区間で一様分布する乱
数 

[ ] ,...2,1=−= iiiRi φφ  (4.17) 

の連続する n 個の値を成分とするベクトルを用
いる． 
ただし 

( )φ = −5 1 2  (4.18) 

である．このようにすることにより，重複固有
値の場合に初期ベクトルの取り方を変更したり，
あるいは固有値に摂動を与えたりする必要がな
くなり，算法が簡単となる．本サブルーチンで
は計算値の再現性を確保するために引用の度ご
とに乱数を R1=φ に初期化している． 

(4.7) の反復を 5 回行っても収束判定 (4.14) が成

立しない場合は，(4.13) の A の係数 10n3/2u とし

て判定基準を緩和し，更に 5 回の反復を試みる．
それでも収束が達成できない場合には非収束と
してみなして ICON を 15000 にセットし，対応
する EV の列をすべて零とする． 

② 固有ベクトルの直交化について 
実対称行列の固有ベクトルはすべて直交するは
ずであるが，固有値が互いに接近すると，直交
性がくずれる傾向がある． 
そこで，本サブルーチンでは，固有ベクトルの
直交性を確保するために次のように対処してい
る． 
まず，対応する固有ベクトルを求めようとする
固有値µiと直前の固有値µi−1が 

A3
1 10−

− ≤− ii µµ  (4.19) 

を満足するかどうかを調べる．もしそうであれ
ば，µiに対する固有ベクトル xiをµi−1に対する固
有ベクトル xi−1に対して 

( ) 0, 1 =−ii xx  (4.20) 

を満足するように修正する． 
 

同様の考え方により，連続して (4.19) の関係を満
足する固有値を一つのグループとし，対応する固有
ベクトルの最直交化を行っている． 
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B51-21-0302 BTRID, DBTRID 

実対称バンド行列の実対称三重対角行列への変換(ル
ティスハウザー・シュワルツ法) 
CALL BTRID(A,N,NH,D,SD,ICON) 
 

(1) 機能 
次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A を，ル

ティスハウザー・シュワルツの直交相似変換により，

実対称 3 重対角行列 T に変換する．T Q AQ= S
T

S ．た

だし Qsは直交行列である．0≤h<<n であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称バンド行列 A．演算後，内容

は保存されない． 対称バンド行列用圧縮モー
ド． 
大きさ n(h+1)-h(h+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列 A の次数 n． 
NH ·········· 入力．バンド幅 h． 
D ············· 出力．3 重対角行列の主対角要素． 

大きさ n の 1 次元配列． 
SD ··········· 出力．3 重対角行列 T の副対角要素．大き

さ n の 1 次元配列．ただし SD(2) ～SD(N) を
使用し，SD(1) には零がセットされる． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 BTRID-1 参照． 

 
表 BTRID-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 NH=0 又は NH=1 であった． 変換しない． 
30000 NH<0 又は NH≥N であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... MIN0, ABS, SQRT 
 
b. 注意 
① 実対称 3 重対角行列への変換法であるハウスホ

ルダー法と比較すると，バンド幅と次数の比r=h/n
が小さいときは，記憶容量の点でも計算量の点
でも本サブルーチンのルティスハウザー法がま
さるが，r が 1/6 程度を超えると，少なくとも計
算量と精度に関してはハウスホルダー法がまさ
る． 

 
c. 使用例 

次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列を 3 重対
角行列に変換した後，サブルーチン BSCT1 によ
り，固有値を計算する．ただし n≤100, h≤10 とす
る． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1100),D(100),SD(100), 
     *          E(100),VW(300) 
   10 READ(5,500) N,NH,M,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=(NH+1)*(N+N-NH)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,NH,IABS(M) 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=MIN0(NH+1,I)+NE 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      CALL BTRID(A,N,NH,D,SD,ICON) 
      WRITE(6,620) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) (I,D(I),SD(I),I=1,N) 
      CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) 
      WRITE(6,650) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      MM=IABS(M) 
      WRITE(6,660) (I,E(I),I=1,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(3I5,E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX'/ 
     *       11X,'** ORDER =',I5,10X,'NH=', 
     *       I3,'M=',I3/) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/(11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('0'/11X,'** TRIDIAGONAL ', 
     *       'MATRIX') 
  630 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =',I5/) 
  640 FORMAT(5X,I5,2E16.7) 
  650 FORMAT('0'/11X,'** EIGENVALUES') 
  660 FORMAT(5X,'E(',I3,')=',E15.7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

実対称行列の 3 重対角行列への変換法としては，
ハウスホルダー法 (サブルーチンTRID1の「手法概要」
参照） が有名であるが，これをバンド行列に適用す
ると，変換の途中では非零要素が行列全体に広がっ
てしまうので，バンド部分の枠内で処理することが
できない．これに対して，ルティスハウザー・シュ
ワルツ法では，バンド行列 A (次数 n,  バンド幅 h,  要
素 aij) のおおかたバンド部分だけの処理によって，副
対角線を外側から1本ずつ消去して行くことができる． 

今，対称性を利用して A の対角線を含む下バンド
部分だけを考えよう． 

まず ah+11, を消去するために，A の第 h 行と第 h+1
行に関する直交行列 
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により, A R AR1 1 1= T とする．ただし tanθ1 1,1= +a ah h ,1  
である．この操作により ah+1,1は 0 となるが，新しい
非零要素 a2h+1,h が発生する.これを消去するために第
2h 行と第 2h+1 行に関する直交行列 

12
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sincos

01
...

1
122

22

22
2 +
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h
h
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hh

θθ
θθ

　　

 

により A1=R2A1R2
Tとする．ただし tanθ2 2 1, 2= +a ah h h h,  

である．この操作により a2h+1,hは 0 となるが，新しい
非零要素 a3h+1,2hが発生する．このようにして新しく
発生する非零要素を消去するために，適当な直交行
列による相似変換 (直交相似変換) を施して行くこと
により，ah+1,1だけを完全に消去することができる．
次に，ah+2,2を消去するために適当な直交相似変換を
行い，付随的に発生する非零要素を，また直交相似
変換で消去する．これを繰り返せば，ah+2,2を完全に
消去することができる．以上の操作を繰り返せば，
ついに最も外側の副対角線全体を消去することがで
きてバンド幅は h-1 となる． 

この新しい行列に対して初めの行列と同様の処理
を行えば，更にバンド幅を 1 だけ小さくすることがで
きる．このような操作を繰り返せば，ついにバンド
幅は 1 にまで減少し，3 重対角行列に変換することが
できる．図 BTRID-1 に， n=10, h=2 のときの ah+1,1,  す
なわち a31 （図中の*印) を消去するときに，順次発生
する非零要素 （図中×印) 及びこれらを消去するため
の直交相似変換の影響線を示す． 

バンド幅 h の行列の最外部の副対角線を消去する
のに必要な乗算数はおおよそ 4n2であり，したがって
3 重対角化に必要な乗算数はほぼ 4hn2である．(参考
文献 [12] pp.567-569 参照）．これに対して n 次の実
対称行列をハウスホルダー法で3重対角化するのに必
要な乗算数は約 2n3/3 である．したがって，r=h/n<1/6
の場合，乗算数に関してルティスハウザー法が有利
になる． 

もとのバンド行列 A を 3 重対角行列 T に変換する
ための直交行列 Qs (QsAQs

T=T) は，R1, R2のような直
交行列の積として Qs=Rs...R2R1として表されるが，こ
の Qsを n × n 行列として作るのは，記憶容量と計算量
の点から見て得策ではないので，本サブルーチンで
は行わない． 

 

A =

× × ×

× − × × ×

− × − × × ×

× − × − × × ×
↓ ↓
× − × − × − × × ×

× − × − × × ×
↓ ↓
× − × − × − × × ×

× − × − × × ×
↓ ↓
× − × − × − × ×

↓ ↓
× × ×
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図 BTRID-1  ルティスハウザー・シュワルツ法による 
要素の消去 
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I11-81-1101 BYN, DBYN 

第 2 種整数次ベッセル関数 Yn(x) 
CALL BYN(X,N,BY,ICON) 
 

(1) 機能 
第 2 種整数次ベッセル関数 Yn(x) の値 

( ) ( ) ( ){ }[ ]

( ) ( ) ( )
( )

( )






















+⋅

+
−

−
−−

−

+=

∑∑

∑∑
+

==

+

∞

=

−

=

−

kn

m

k

m

nk

k

kn

k

nk

nn

mmx

knk
xkn

xxJxY

11

2

0

1

0

2

112

!!
112

k!
!11

2log2

ππ

γ
π

 

を漸化式を用いて計算する．ただし x>0 であること．

ただし,  Jn(x) : 第 1 種整数次ベッセル関数， 1 0
1

0
m

m=
∑ = , 

γ : オイラー定数． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
N ············· 入力．Yn(x) の次数 n． 
BY ·········· 出力．関数値 Yn(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BYN-1 参照． 
ただし，N=0 又は N=1 のときはそれぞれ
BY0, BY1 の ICON に準ずる． 

 
表 BYN-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X≥tmaxであった． BY = 0.0とする． 
30000 X≤0 であった． BY = 0.0とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... BY0, BY1, UBJ0, UBJ1, MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数  ... IABS, FLOAT, DSIN, 

DCOS, DLOG, DSQRT 

b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

0<X<tmax 
であること． 
X が大きくなると，初期値 Y0(x), Y1(x) の近似式
における sin(x-π/4), cos(x-π/4) の値が正確に計算
できなくなる． 
これを本サブルーチン内で前もって防ぐためで
ある．（BY0, BY1 手法概要 (4.4) 参照） 

② ( ) )(  1 xYxYo 及び を計算するには，本サブルーチ

ンよりもそれぞれ，BY0, BY1 を直接用いた方が
よい． 

 
c. 使用例 

Yn(x) の値を x が 1 から 10，N が 20 から 30 まで
1 おきに計算し数表を作る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 20 N=20,30 
      DO 10 K=1,10 
      X=K 
      CALL BYN(X,N,BY,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,N,BY 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,N,BY, 
     *                           ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',5X,'N',8X, 
     *'YN(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,I5,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'N=',I5,5X,'BY=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

ベッセル関数Yn(x) を次の漸化式関係を用いて計算
する． 

( ) ( ) ( ) 1,...,2,1,2
11 −=−= −+ nkxYxY

x
kxY kkk  (4.1) 

ただし，Y0(x), Y1(x) は，それぞれ BY0, BY1 を利用
している． 
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I11-83-0201 BYR, DBYR 

第 2 種実数次ベッセル関数 Yν(x) 
CALL BYR(X,V,BY,ICON) 
 

(1) 機能 
x>0 かつν≥0 に対して，第 2 種実数次ベッセル関数

Yν(x) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )νπ

νπ νν
ν sin

cos xJxJxY −−
=  

の値を，級数展開の変形による方法及びτ 法を用いて

計算する．上式において，Jν(x) は第 1 種ベッセル関
数である． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
V ············· 入力．Yν(x) の次数ν． 
BY ·········· 出力．関数値 Yν(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BYR-1 参照． 
 

表 BYR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000  X=0.0であった．又は，BY
がオーバフローするほど大
きな値となった． 

 X≥tmaxであった． 

BY は浮動小数点
数の負の最大値
を出力する． 
BY = 0.0 とする． 

30000 X<0.0 又は V<0.0 であった． BY = 0.0 とする． 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, AFMAX, MGSSL, ULMAX, 

UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... FLOAT, ALOG, AMAX1, 

ALGAMA, ABS, GAMMA, SQRT, SIN, 
COS 

 
b. 注意 
① X>0.0 及び V≥0.0 であること． 
② Y0(x) あるいは Y1(x) を計算するときは，本サブ

ルーチンよりも，それぞれ，BY0, BY1 を直接用
いた方が効率が良い． 

③ Yν(x), Yν+1(x), Yν+2(x), ... Yν+M(x) の値をいっせいに
必要とするときには，本サブルーチンにより，
Yν(x) と Yν+1(x) を求め，漸化式 （手法概要の (4.2)) 
を反復適用して，Yν+2(x), Yν+3(x), ..., Yν+M(x) と次
数の高いものへと順次求めていくとよい． 

④ x が大きいところでは，続けて同じν の値で，本
サブルーチンが呼ばれたときには，計算の共通
部分を通過し，能率良く Yν(x) の値を計算できる
ようにしてある． 

c. 使用例 
Yν(x) の値を，ν を 0.5 から 0.8 まで 0.01 おきに，
x を 1 から 10 まで 1 きざみで計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DO 20 NV=50,80 
      V=FLOAT(NV)/100.0 
      DO 10 K=1,10 
      X=FLOAT(K) 
      CALL BYR(X,V,BY,ICON) 
      WRITE(6,600) V,X,BY,ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',F8.3,F8.2,E17.7,I7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

ν 次の第 2 種ベッセル関数 Yν(x) は，第 1 種ベッセ
ル関数 Jν(x) と J-ν(x) を用いて， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )νπ

νπ νν
ν sin

cos xJxJxY −−
=  (4.1) 

として定義される．ただし，次数ν が整数 n のときに
は，ν → n の極限として与えられる． 

本計算法は，0≤ν≤2.5 では，直接に Yν(x) の値を計
算する．ν>2.5 では，v の小数部分をµ とすると，µ≤0.5
ならばYµ+1(x) とYµ+2(x) を，µ >0.5ならばYµ(x) とYµ+1(x) 
を直接求め，漸化式 

( ) ( ) ( )xYxY
x

xY 11
2

−+ −= ννν
ν  (4.2) 

により Yν(x) の値を計算する． 
以下に，0≤ν≤2.5 での Yν(x) の計算法について説明

する．この Yν(x) の計算は x により，方法が異なる． 

x≤3.66 (4.3) 

では，x が小さい場合の計算法， 

x>3.66 (4.4) 

では，x が大きい場合の計算法を用いる． 
 
a. x が小さい場合の計算法 

本方法は，次式で与えられる Jν(x) 及び J-ν(x) の
級数展開を利用する． 
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以下で用いるφ1(ν,x) 及びφ2(ν,x) を次のように定
義する． 
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 (4.7) 

ν の区間，0≤ν≤0.5, 0.5<ν≤1.5, 1.5<ν≤2.5 によっ
て計算式が異なる．ここでは，0≤ν≤0.5 での計算
法を説明する． 
(4.5), (4.6) 及び (4.7) から，次式が得られる． 

( ) ( ) ( ) { ( )∑
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( )}xB ,νk+  (4.8) 
ただし， 
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 (4.9) 

である．上式の Ak(ν,x) 及び Bk(ν,x) は，そのまま，
式のとおりに計算を行うと，ν ≈ 0 で桁落ちが生
ずる．桁落ちを避けるために，以下で述べる工
夫を行う． 

 まず，Bk(ν,x) において，φ1(ν,x) とφ2(ν,x) は同
符号であるので，その加算では桁落ちは無い．
しかし，(4.7) で定義されているφ1(ν,x) 及びφ2(ν,x) 
は，(x/2)νが 1 に近いとき，その右辺のとおりに
計算すると桁落ちを生ずる．2 進丸め誤差程度で
φ1(ν,x) 及びφ2(ν,x) を求めるためには，関数 

( ) ......
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 (4.10) 

について，-log2≤t≤log2 において所要の相対精度
を有する最良近似式があればよい．なぜならば，
その最良近似式により，φ1(ν,x) 及び φ2(ν,x) を 
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として精度良く計算できるからである．本サブ
ルーチンでは，f(t) に対して，次の形の最良近似
式を用いてる． 
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(4.9) の Ak(ν,x) においても，(1/Γ(k+1-ν)- cos(νπ) 
/Γ(k+1+ν))/(k!ν) の値を桁落ち無しに計算するた
めには，それに対して所要の精度を有する最良
近似式があればよい．ただし，(4.9) の Ak(ν,x) の
{  }の部分を ( )νkA~ と表わしたとき， ( )νkA~ に対し

て 
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 (4.13) 

なる関係が成り立つので，0≤ν≤0.5における ( )~A0 ν

の近似式があればよい．本サブルーチンでは， 

( ) ( )∑
=

−≈
M

k

k
kpA

0
00

~
νννν  (4.14) 

の形の最良近似式によって計算を行っている． 
 このようにして，Ak(ν,x) 及び Bk(ν,x) は桁落ち

無しに求めることができるが，これらのものは，
すべては，同符号ではない．したがって，(4.8) の
加算において，桁落ちの可能性がある．しかし，
いま，求めようとしている Yν(x) は，v を固定し
たとき，x に対して振動的な関数であり，かつ，
零点を有する．したがって，このような関数に
対しては，相対精度でその間数値を求めること
は，原理的に不可能である．絶対精度でもって
議論しなければならない (x が小さく，Yν(x) の値
が負の大きな場合を除いて)．原理的に可能な絶
対精度で Yν(x) を計算できる x の範囲を調べた結
果として， 
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x≤3.66 (4.15) 

なる範囲で，本方法を用いることができること
がわかった．(4.8) の和を構成している項は，k
が大きくなるにつれて十分に小さくなるので，
所要精度内に収束するまでに取る頃は少なくて
済む．  
したがって， 

( ) ( )
g ν

νπ
ν

=
sin

 (4.16) 

なる関数に対する次の形の最良近似式 

( )g P
k

M

k
kν ν≈ ∑

=0

2  (4.17) 

を用いれば，Yν(x) の値は 
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 (4.18) 

により計算することができる． 
ν = 0 のときには，(4.18) により Y(x) を計算する
よりは，むしろ，(4.1) のν → 0の極限として得ら

れる． 
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により特別に計算すると能率がよい．ただし，γ 

はオイラーの定数，Φ0=1, ( )Φk
m

k

m
k= ≥∑

=

1 1
0

であ

る． 
以上において，0≤ν≤0.5 での計算法を述べた．
0.5<ν≤1.5 及び 1.5<ν≤2.5 の場合の計算について
は省略するが，同様な方法を考えることができ
る． 
 

b. x が大きい場合の計算法 
第 2 種ベッセル関数 Yν(x) は，第 1 種ハンケル関

数 ( ) ( )H xν
1  

( ) ( ) ( ) ( )H x J x iY xν ν ν
1 = +  (4.20) 

の虚部として与えられる．ただし，i は虚数の単

位 ( )i = − 1 , ( )J xν は第 1 種ベッセル関数であ

る．ここで， f
xν

1




を次式にて定義する． 

( ) ( )f
x

x e H x
i x

ν

νπ π

ν

π1
2

1
2 1

2
1
4 1





= 





− − −



  (4.21) 









x
fv

1
は複素関数であり，その実部を 








x
P 1,ν ，

虚部をQ
x

ν , 1




とすると f

xν

1




は， 

f
x

P
x

iQ
xν ν ν1 1 1





= 





+ 





, ,  (4.22) 

と表される．(4.20), (4.21) 及び (4.22) を用いて，
Yν(x) は 

( )Y x
x

P
x

Q
x

ν π
ν νπ π

ν νπ π

= 











−









+ 





−









2 1 1
4

1 1
4

1
2

,

,

sin x - 1
2

cos x - 1
2

 (4.23) 

と表すことができる． 

以下では，(4.21) の f
xν

1




の近似式を求めること

にする．この近次式が得られれば，(4.22) により，

その実部，虚部として，それぞれ，P
x

ν , 1




及び

Q
x

ν , 1




の値が求められ，(4.23) により，Yν(x) の

値が求められる． 
第 1 種ハンケル関数 ( ) ( )H xν

1 は，次の微分方程式 

( )x d w
dx

x dw
dx

x w2
2

2
2 2 0+ + − =ν  (4.24) 

を満足する．以下，t
x

=
1
とする．(4.21) の ( ) ( )H xν

1

を (4.24) に代入することにより， f
xν

1




すなわ

ち ( )f tν は次の微分方程式を満足することが分か

る． 

( ) ( ) ( ) ( )t f t t i f t f t2 22
1
4

0′′ + − + −





=ν νν  (4.25) 

上の微分方程式にτ 法を適用して，t が小さいと

きの， fν(t) の近似式を求めることにする．そこ
で，上式の右辺に，直交区間 [0,η] のずらし超球
多項式 (shifted Ultraspherical Polynomial) をτ倍し
たものを付加した次式の形の微分方程式を考え
る． 

( ) ( ) ( ) ( )

( )








=







 −+′−+′′

η
τ
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α

ννν

tC

tftfittft

m

mmm

*

22

4
12

 (4.26) 

上式は，次の形の m 次の多項式を特解としても
つ． 
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a
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m ak
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ただし， 

( )( ) ( )( )
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l
l

l l
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a

8!
124......3414

1
222222

0

ννν   

 (4.28) 

であり， ( )a
mkC * は， ( )Cm

a* (t) のk次の係数である．(4.26) 
の右辺のτ が十分に小さいならば，この fνm(t) は，

(4.25) の fν(t) に対する近似多項式と考えることが
できるであろう．初期条件 fνm(0)=1(t →0 のとき，
fν(t) → 1) から，τ を決めると ( τ は m を増すと

小さくなる)，0≤t≤ηにおける fν(t) に対する近似
多項式 fνm(t) として， 
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 (4.29) 

が得られる． 
上式の fνm(t) の精度に関する数値実験の結果か
ら，a=1 と置くことにする． 

P
x

ν , 1




及びQ

x
ν , 1




は，それぞれ， f

xν

1




の実

部及び虚部であるので，(4.29) を用いると，次式
のように表される． 
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上式を変形すれば，P
x

ν , 1




及びQ

x
ν , 1




に対す

る能率的な計算として， 
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が得られる．ただし， 
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であり，dl及び上式の enは， 
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 (4.34) 

である． 
最初のところで述べたように，本方法は，x>3.66
で用いるので，η=1/3.66 と置き，m を所要の精
度を得るための最小の値に選べば，計算式を決
定できる．ただし，η が小さければ小さいほど，
所要の精度を得るための最小の m の値は小さく
なるので，xが大きいときの効率の改善のために，
次のように，x の区間によって，η及び m を変え
るとよい．結果として，単精度の場合には， 
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 (4.35) 

とし，倍精度の場合には， 
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では
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 (4.36) 

とすると，P
x

ν , 1




及びQ

x
ν , 1




を能率的に計算

できることが分かっている．本サブルーチン内
では，定数 dl及び enは，あらかじめ計算されて
いるものをデータ文により表としてもっている． 
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I11-81-0401 BY0, DBY0 

第 2 種 0 次ベッセル関数 Y0(x) 
CALL BY0(X,BY,ICON) 
 

(1) 機能 
第 2 種 0 次ベッセル関数 Y0(x) の値 

( ) ( ) ( ){ }[
( ) ( )

( )

Y x J x

x

k
m

k k

k m

k

0 0

2

2
1 1

2

1 2
1

= +

−
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∑ ⋅ ∑




=

∞

=

π
γlog x 2

!

 

（ただし，J0(x): 第 1 種 0 次ベッセル関数，γ : オイ
ラー定数）を有理式及び，漸近形式の近似式を用い
て計算する．ただし，x>0 であること． 

 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
BY ·········· 出力．関数値 Y0(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BY0-1 参照． 
 

表 BY0-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X≥tmaxであった． BY = 0.0 とする． 
30000 X≤0 であった． BY = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意  
a. 使用する副プログラム 
① SSL II...UBJ0,MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数...DSIN, DCOS, DLOG,  

DSQRT 
 

b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

0<X<tmax 
であること． 
X が大きくなると sin(x-π/4), cos(x-π/4) の値が不
正確になるためである （手法概要 (4.4) 参照）． 

 
c. 使用例 

Y0(x) の値を x が 1 から 100 まで，1 おきに計算
し数表を作る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      X=K 
      CALL BY0(X,BY,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BY 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BY,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
 

  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'Y0(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BY=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

ベッセル関数 Y0(x) の計算は，x=8 を境にして，近
似式の形が異なる． 

 
a. 0<x≤8 の場合 

Y0(x) のべき級数展開 

( ) ( ) ( ){ }[
( ) ( )

( )

Y x J x
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k
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π
γlog x 2

!

 (4.1) 

（ただし，J0(x): 第 1 種 0 次ベッセル関数，γ : オ
イラー定数）を次の有理近似式を用いて計算す
る． 
 
単精度 : 

( ) ( ) ( )Y x a x b x J x xk
k

k
k

k

k
0

2

0

5
2

0

5

0

2
= ∑ ∑ +

= = π
log  (4.2) 

理論精度 8.14 桁 
倍精度 : 

( ) ( ) ( )Y x a x b x J x xk
k

k
k

k

k
0

2

0

8
2

0

8

0

2
= ∑ ∑ +

= = π
log  (4.3) 

理論精度 18.78 桁 
 

b. x>8 の場合 Y0(x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ){
( ) ( )}

Y x
x

P x x

Q x x

0 0

0

2 4

4

= −

+ −

π
π

π

sin

cos
 (4.4) 

より計算する．ただし，P0(x), Q0(x) は次の近似
式を用いる． 
 
単精度 : 

( )P x a z b z z xk
k

k
k

k

k
0

2

0

2
2

0

2

8= ∑ ∑ =
= =

,  (4.5) 

理論精度 10.66 桁 

( ) xzzdzcxQ
k

k
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k
k 8,
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2
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+  (4.6) 

理論精度 9.58 桁 
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倍精度 : 

( ) xzzbzaxP
k

k
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k
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2
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 (4.7) 

理論精度 18.16 桁 
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k
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0

2
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0
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==

+  (4.8) 

理論精度 18.33 桁 

なお，詳細は参考文献 [78] の pp.141 – 149 を参照
のこと． 
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I11-81-0501 BY1, DBY1 

第 2 種 1 次ベッセル関数 Y1(x) 
CALL BY1(X,BY,ICON) 
 

(1) 機能 
第 2 種 1 次ベッセル関数 Y1(x) の値 

( ) ( ) ( )( ){ }
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（ただしJ1(x): 第1種1次ベッセル関数，γ : オイラー
定数）を有理式，及び漸近形式の近似式を用いて計
算する． 

ただし x>0 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
BY ·········· 出力．関数値 Y1(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 BY1-1 参照． 
 

表 BY1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X≥tmaxであった． BY=0.0 とする． 
30000 X≤0 であった． BY=0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意  
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... UBJ1, MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... DSIN, DCOS, DLOG, 

DSQRT 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

0<X<tmax 

であること． 
X が大きくなると sin(x-3π/4), cos(x-3π/4) の値が
不正確になるためである（手法概要 (4.4) 参照）． 

 
c. 使用例 

Y1(x) の値を x が 1 から 100 まで，1 おきに計算し
数表を作る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      X=K 
      CALL BY1(X,BY,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,BY 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,BY,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF BESSEL ', 
     *'FUNCTION'///6X,'X',9X,'Y1(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2, E17.7) 

  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'BY=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 
(4) 手法概要 

ベッセル関数 Y1(x) の計算は，x=8 を境にして，近
似式の形が異なる． 

 
a. 0<x≤8 の場合 

Y1(x) のべき級数展開 
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 (4.1) 

（ただし J1(x): 第 1 種 1 次ベッセル関数，γ : オイ
ラー定数）を次の有理近似式を用いて計算する． 
 
単精度 : 
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理論精度 8.96 桁 

倍精度 : 
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理論精度 18.24 桁 
 

b. x>8 の場合 
Y1(x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ){

( ) ( )}4/3cos

4/3sin2

1

11

π

π
π
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xxQ

xxP
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より計算する．ただし，P1(x), Q1(x) は次の近似
式を用いる． 
 
単精度 : 

( ) xzzbzaxP
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k
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理論精度 10.58 桁 
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理論精度 9.48 桁 
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倍精度 : 
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 (4.7) 

理論精度 18.11 桁 
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+  (4.8) 

理論精度 18.28 桁 

なお，詳細は参考文献 [78] の pp.141 – 149 を参照
のこと． 
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I11-82-1101 CBIN, DCBIN 

複素変数第1種整数次変形ベッセル関数In(z) 
CALL CBIN(Z,N,ZBI,ICON) 
 

(1) 機能 
複素変数ｚの第1種整数次変形ベッセル関数In(z) 

( ) ( )∑
∞

= +















=
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k

k
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n knk

z
zzI  

の値をべき級数展開式（上式）及び漸化式による方
法を用いて計算する． 
 
(2) パラメタ 
Z ············· 入力．独立変数z．複素数型変数． 
N ············· 入力．In(z) の次数n ． 
ZBI ········· 出力．関数値In(z)．複素数型変数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CBIN-1参照． 
 

表CBIN-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 |Re(z)| > log(flmax) 又は， 
|Im(z)| > log(flmax) であった． 

ZBI=(0.0,0.0)とす
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MASSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数  ... REAL, AIMAG, 

ABS, IABS, FLOAT, CEXP, MAX0 
 

b. 注意 
① |Re(z)| ≤ log(flmax) 及び |Im(z)| ≤ log(flmax) 

であること． 
② In(z)， In+1(z)， In+2(z)，...，In+M(z) の値を

いっせいに必要とするときには，本サブ
ルーチンにより In+M(z) と In+M-1(z) を求め，
漸化式を反復適用して， In+M-2(z)， In+M-

3(z)，...，In(z) と次数の低いものを求めてい
くとよい．逆に，本サブルーチンにより，
In(z) と In+1(z) を求め，漸化式により In+2(z) , 
In+3(z), ..., In+M(z) と次数の高いものを求めて
いくことは安定でないので避けなければな
らない． 

 
c. 使用例 

In(z) の値を，z=10+5i について，n を 1 と 2
について計算する． 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX Z,ZBI 
      Z=(10.0,5.0) 
      DO 10 N=1,2 
      CALL CBIN(Z,N,ZBI,ICON) 
      WRITE(6,600) Z,N,ZBI,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',2F8.2,I6,5X,2E17.7,I7) 
      END 

 
(4) 手法概要 

求められるべきIn(z) について，その絶対値がアン
ダフローする値になることがあらかじめ分かった場
合には，以下の計算は行わず，結果を (0.0,0.0) とす
る． 

In(z) の計算は，zにより方法が異なる． 
① ( ) ( )Re Imz z+ ≤ 1  の場合， 

べき級数展開 

( ) ( )∑
∞

= +
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! !
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k

k

n

n knk

z
zzI  (4.1) 

により，第 k 項目が初項に比べ丸め誤差の
単位以下になるまで計算する． 

② ( ) ( )Re Imz z+ > 1  かつ ( ) ( )Re logz flmax≤  かつ

( ) ( )Im logz flmax≤ の場合，漸化式による方法

を用いて計算する． 
mを適当に大きな整数 ( z ，n及び要求精度に
よって決まる) ，δ を適当に小さな定数(10-38) と
する． 
初期値を， 

Gm+1(z)=0, Gm(z)=δ 

として，漸化式， 

( ) ( ) ( )G z k
z

G z G zk k k− += +1 1

2  (4.2) 

を，k=m,m-1,...,1 に対して反復適用する． 
このとき，In(z) は 

( ) ( ) ( )








≈ ∑

=

m

k
kkn

z
n zGzGezI

0
ε  (4.3) 

として求められる．ここで， 
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( )
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≥
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=
1 2
0 1

k
k

kε  

である．上式は，Re(z)≧0 で用いることが
できる．Re(z)<0 では，上式は桁落ちを生ず
るので，関係式 In(-z)=(-1)n In(z)を用いて
Re(z)≧0 の場合に帰着させる． 

なお，mの決め方及びその他詳細については，参
考文献 [81] ，[83]を参照のこと． 
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I11-82-1301 CBJN, DCBJN 

複素変数第1種整数次ベッセル関数Jn(z) 
CALL CBJN(Z,N,ZBJ,ICON) 

 
(1) 機能 

複素変数 z の第1種整数次ベッセル関数Jn(z) 

( ) ( )∑
∞

= +







−







=
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1

k

k

n

n knk

z
zzJ  

の値をべき級数展開式（上式）及び漸化式による方
法を用いて計算する． 

 
(2) パラメタ 
Z ············· 入力．独立変数z．複素数型変数. 
N ············· 入力．Jn(z) の次数n. 
ZBJ ········· 出力．関数値Jn(z)．複素数型変数. 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CBJN-1参照. 
 

表CBJN-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 |Re(z)| > log(flmax) 又は， 
|Im(z)| > log(flmax) であった． 

ZBJ=(0.0,0.0)とす
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... REAL, AIMAG, 

ABS, IABS, MOD, FLOAT, CEXP, 
CONJG, MAX0, CMPLX 

 
b. 注意 
① ( ) ( )Re logz fl≤ max ，及び ( ) ( )Im logz fl≤ max であ

ること. 
② Jn(z), Jn+1(z), Jn+2(z), ..., Jn+M(z) の値をいっ

せいに必要とするときには，本サブルーチ
ンにより Jn+M(z) と Jn+M-1(z) を求め，漸化式
を反復適用して Jn+M-2(z), Jn+M-3(z), ..., Jn(z) 
と次数の低いものを求めていくとよい．逆
に，本サブルーチンにより，Jn(z) と Jn+1(z) 
を求め，漸化式により，Jn+2(z), Jn+3(z), ..., 
Jn+M(z) と次数の高いものを求めていくこと
は不安定が生ずるので避けなければならな
い． 

 
c. 使用例 

Jn(z) の値を，z=10+5iについて，nを1と2につい
て計算する． 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX Z,ZBJ 
      Z=(10.0,5.0) 
      DO 10 N=1,2 
      CALL CBJN(Z,N,ZBJ,ICON) 
      WRITE(6,600) Z,N,ZBJ,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',2F8.2,I6,5X,2E17.7,I7) 
      END 
 

(4) 手法概要 
求められるべきJn(z) について，その絶対値がアン

ダフローした値になることがあらかじめ分った場合
には，以下の計算は行わず，結果を (0.0,0.0) とす
る． 

Jn(z) の計算は，z により方法が異なる． 
① ( ) ( )Re Imz z+ ≤ 1  の場合 

べき級数展開 

( ) ( )∑
∞

= +







−







=

0

2

!!
4
1

2
1

k

k

n

n knk

z
zzJ  (4.1) 

により，第 k 項目が初項に比べ丸め誤差の
単位以下になるまで計算する． 

② ( ) ( )Re Imz z+ > 1  かつ ( ) ( )Re logz flmax≤  かつ

( ) ( )Im logz flmax≤ の場合 
漸化式による方法を用いて計算する． 
m を適当に大きな整数（z，n 及び要求精度
によって決まる），δを適当に小さな定数
（10-38）とする． 
初期値を 

Fm+1(z)=0, Fm(z)=δ 

として，漸化式 

( ) ( ) ( )zFzF
z
kzF kkk 11

2
+− −=  (4.2) 

を，k=m, m-1,...,1 に対して反復適用する．
このとき，Jn(z) は 

( ) ( ) ( )








≈ ∑
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−
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k
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k
kn

iz
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0
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として求められる．ここで， 
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である．上式は 0≤arg z≤πで用いることがで
きる． -π<arg z<0 では，上式は桁落ちを生

ずるので，関係式  ( ) )( zJzJ nn = を用いて

0≤arg z≤π の場合に帰着させる． 

なお，m の決め方及びその他詳細について
は，参考文献［81］,［83］を参照のこと． 
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I11-84-0101 CBJR, DCBJR 

複素変数第1種実数次ベッセル関数Jν (z) 
CALL CBJR(Z,V,ZBJ,ICON) 
 

(1) 機能 
複素変数zの第1種実数次ベッセル関数Jν(z) 

( ) ( )∑
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v kvk
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zzJ
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の値をべき級数展開式（上式）及び漸化式による方
法を用いて計算する． 

上式において，(1/2⋅z)υ の値は，その主値を採用す

る． ( ) ( )1 2 2⋅ ≡z ev v zlog  の主値は，log(z/2) の主値の選

び方に依存するが，本サブルーチンではFORTRAN
基本関数CLOGによって求められるものとなる．通

常は，log(z/2)の主値 zrgaiz += 2log , -π<arg z ≤π 

である． 
 

(2) パラメタ 
Z ············· 入力．独立変数z（複素変数）. 
V ············· 入力．Jν(z) の次数v(ν≥0). 
ZBJ ········· 出力．関数値Jν(z) （複素変数）. 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 
 表CBJR-1  参照． 

 
表CBJR-1  コンディションコード 

コー
ド 

意味 処理内容 

 0 エラーなし．  
 20000 |Re(z)| > log(flmax) 又は， 

|Im(z)| > log(flmax) であった． 
ZBJ=(0.0,0.0)とす
る． 

 30000 V<0であった． ZBJ=(0.0,0.0)とす
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, AMACH, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... REAL, AIMAG, 

ABS, FLOAT, CEXP, CLOG, 
GAMMA, CONJG, AMAX1, 
CMPLX 

b. 注意 
① |Re(z)| ≤ log(flmax)，|Im(z)| ≤ log(flmax) お

よび V≥0 であること． 
② Jν(z), Jν+1(x), Jν+2(z), ..., Jν+M(z) の値をいっ

せいに必要とするときには，本サブルーチ
ンにより Jν+M(z) と Jn+M-1(z)を求め，漸化式
を反復適用して Jν+M-2(z), Jν+M-3(z), ..., Jν(z)
と次数の低いものを求めていくとよい．逆
に，本サブルーチンにより Jν(z) と Jν+1(z)を
求め，漸化式により Jν+2(z), Jν+3(z), ..., 
Jν+M(z)と次数の高いものを求めていくこと
は不安定が生ずるので避けなければならな
い． 
 

c. 使用例 
Jν(z) の値を，z=10+5i について，v を 0.1 か
ら 10 まで 0.1 刻みで計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX Z,ZBJ 
      Z=(10.0,5.0) 
      DO 10 NV=1,100 
      V=FLOAT(NV)/10.0 
      CALL CBJR(Z,V,ZBJ,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,600) Z,V,ZBJ 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',2F8.2,F10.3,5X,2E17.7) 
      END 
 

(4) 手法概要 
求められるべき Jυ (z)について，その絶対値がア

ンダフローする値になることがあらかじめ分かった
場合には，以下の計算は行わず，結果を（0.0，
0.0）とする． 

Jν(z) の計算は，zにより方法が異なる． 
① ( ) ( )Re Imz z+ ≤ 1の場合 

べき級数展開 
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 (4.1) 

により，第 k 項目が初項に比べ丸め誤差の
単位以下になるまで計算する． 

② ( ) ( )Re Imz z+ > 1  かつ ( ) ( )Re log maxz fl≤  かつ 

( ) ( )Im log maxz fl≤ の場合 
漸化式による方法を用いて計算する． 
m を適当に大きな整数（z，v 及び要求精度
によって決まる），δ を適当に小さな定数  
(10-38)とする． 
n 及びα を次式のように決める． 
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( )1<0,: αα ≤+= 整数nnv  

初期値を 

( ) ( )F z F zm mα α δ+ + += =1 0,  

として，k=m,m-1,...,1 に対して漸化式 

( ) ( ) ( ) ( )zFzF
z

kzF kkk 11
2

+++−+ −
+

= ααα
α  (4.2) 

を反復適用する．このとき, Jν(z) は 
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 (4.3) 

として求められる．ただし，上式は 0≤arg 
z≤π で用いることができる．-π≤arg z<0 で
は，上式は桁落ちを生ずるので，関係式

( ) ( )J z J zv v= を用いて 0≤arg z≤π の場合に帰

着させる． 
 

なお，mの決め方及びその他詳細については，参
考文献 [81] , [83] を参照のこと. 
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I11-82-1201 CBKN, DCBKN 

複素変数第2種整数次変形ベッセル関数Kn(z)  
CALL CBKN(Z,N,ZBK,ICON) 
 

(1) 機能 
複素変数zの第2種整数次変形ベッセル関数Kn(z) 
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の値を漸化式による方法及びτ-methodを用いて計算
する．ただし,上式において，n=0のとき，最後の項
は0であり，γ はオイラーの定数，In(z) は第1種変形
ベッセル関数，また， 
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=
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k
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k
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である． 
 
(2) パラメタ 
Z ············· 入力．独立変数z．複素数型変数． 
N ············· 入力．Kn(z)の次数n . 
ZBK ········ 出力．関数値Kn(z)．複素数型変数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CBKN-1参照． 
 

表CBKN-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 次のいずれかであった． 

・ |Re(z)| > log(flmax) 
・ Re(z) < 0 かつ 

|Im(z)| ≥ log(flmax) 
・ Re(z) ≥ 0 かつ 

|Im(z)| ≥ tmax 

ZBK=(0.0,0.0)と
する． 

 30000 |z| = 0.0 であった． ZBK=(0.0,0.0)と
する． 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ....AMACH, CBIN, MGSSL, ULMAX, 

UTLIM 
② FORTRAN 基本関数  ... REAL, AIMAG, 

ABS, IABS, MOD, CSQRT, CEXP, 
CLOG, FLOAT, CMPLX 

 
b. 注意 
① z ≠ 0であること． 

② ( ) ( )maxlogRe flz ≤ であること． 
③ Re(z) ≥ 0 の場合には， ( )Im maxz t< であるこ

とが必要であるが，これは，計算式中の
exp(-z) の値が正確に計算できなくなるため
である． 
Re(z)<0 の場合には、 ( ) ( )Im maxz fl≤ log であ

ることが必要である． 
④ Re(z)≥0 の場合において，Kn(z), Kn+1(z), 

Kn+2(z), ..., Kn+M(z) の値をいっせいに必要と
するときには，本サブルーチンにより，
Kn(z) と Kn+1(z) を求め，漸化式（手法概要
の  (4.1) ） を 反 復 適 用 し て ， Kn+2(z), 
Kn+3(z), ..., Kn+M(z) と次数の高いものへと順
次求めていくとよい．Re(z)<0 の場合には，
上記のことは安定ではないので，必要とす
る次数について本サブルーチンを呼ばなけ
ればならない． 

 
c. 使用例 

K1(1+2i) の値を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX Z,ZBK 
      Z=(1.0,2.0) 
      N=1 
      CALL CBKN(Z,N,ZBK,ICON) 
      WRITE(6,600) Z,N,ZBK,ICON 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',2F8.2,I6,5X,2E17.7,I7) 
      END 
 

(4) 手法概要 
関係式 

K-n(z)=Kn(z) 

が成り立つので，n<0の場合は，n≥0の場合に帰着さ
せる． 

Kn(z) の計算は，Re(z)≥0あるいはRe(z)<0により方
法が異なる． 



CBKN 

228 

a. ( )Re z ≥ 0の場合 
この場合には，Kn(z) は，K0(z) 及び K1(z) 
から，漸化式 

( ) ( ) ( )

1,...,2,1

2
11

−=

+= −+

nk

zKzK
z
kzK kkn  (4.1) 

により計算できる．K0(z) 及び K1(z) の計算
は，領域によって計算法が異なる． 

① 単精度： ( ) 25.2Im −<z  ( ) 5.4Re +z   
倍精度： ( ) 4Im −<z  ( ) 8Re +z  
次式により，K0(z) 及び K1(z)を計算する． 
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 (4.3) 

ただし，Ik(z) は漸化式による方法で求める． 
② 単精度： ( ) ( ) 5.4Re25.2Im +−≥ zz   

倍精度： ( ) ( ) 8Re4Im +−≥ zz  
τ-method を用いて計算する(参考文献 [84] 
参照)．この方法では，Kn(z) を 

( ) 
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z
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z
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z
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の形として，fn(1/z) についての近似式を求
めている．以下，t=1/z とする．fn(t) は， 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
4
112 22 =






 −−′++′′ tfntfttft nnn  (4.5) 

を満足する．上式の右辺に，直行区間 [0,η] 
のずらし超球（shifted Ultraspherical）多
項式をτ倍したものを付加すると， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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となる．ここで， 

( )( ) ( )∑
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i
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** αα  (4.7) 

は，ずらし超球多項式である（α=0 のとき，
ずらしチェビシェフ多項式，α=0.5 のとき，
ずらしルジャンドル多項式に相当する）.
（4.6）は次の形の m 次の多項式の解をもつ． 
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ただし， 
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 (k ≥ 1) (4.9) 

である．初期条件 fnm(0)=1 ( t → 0 のとき，
fn(t) → 1) からτを決めると， 
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が得られる．上式は，未知数として，α 及
び η を含んでいるが，α=0.5 (ずらしルジャ
ンドル多項式の場合)，η=t と選んだときに
最も精度が高いことが既に分っている (参考
文献 [84] 参照)．そのように選べば， 
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となる．ただし，P*mk は，ずらしルジャン
ドル多項式， 

( ) ∑
=

=
m

i

i
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の係数である.（4.11）の分母，分子に tm を
乗じ，t のべきでまとめれば， 
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となる．ただし， 
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である.（4.4）及び（4.13）より，Kn(z)の
計算式として， 

のときには， 

のときには， 
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が得られる．ただし， 

( ) ( ) ( )nmGnmGnmG mii ,,,~
=  (4.17) 

( ) ( ) ( )~ , , ,H m n H m n G m ni i m=
2
π

 (4.18) 

である．m，n を決めれば， ( )nmGi ,~
及び

( )nmHi ,~
は定数となる．本サブルーチンでは，

n=0 及び 1 について，単精度の場合には

z ≥ 17 のとき，m=3,それ以外のとき，m=7，
倍 精 度 の 場 合 に は ，
(Re(z))2+0.425(Im(z))2≥152 のとき，m=10，
それ以外のとき，m=19 として，あらかじめ 

( )nmGi ,~
及び ( )nmHi ,~

の値をデータ文により

表としてもっている． 

b. Re(z)<0 の場合 
Kn(z) の切断線（cut）を負の実軸に選ぶこ
とにする． 
そのために，Im(z)≥0 の場合には，関係式 

Kn(z)=(-1)nKn(-z)-πiIn(-z) (4.19) 

を Im(z)<0 の場合には，関係式 

Kn(z)=(-1)nKn(-z)+πiIn(-z) (4.20) 

を利用する．ここで，Kn(-z) の値は，①で
述べた Re(z)≥0 での計算法により求め，In(-
z) の値は，サブルーチン CBIN により求め
る．このように，Re(z)<0 の場合には，
Re(z)≥0 の場合と異なり，In(-z) の計算が余
分に必要である． 
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B21-15-0202  CBLNC, DCBLNC 

複素行列の平衡化 
CALL CBLNC (ZA, K, N, DV, ICON) 

 
(1) 機能 

n次の複素行列Aを（1.1）の対角相似変換によ
り，平衡化する． 

ADD=A 1~ -  (1.1) 

ここで，平衡化するとは，変換後の複素行列 A~ に
ついて第i行 (i = 1, ..., n) 要素のノルムの和と，第i列
要素のノルムの和をほぼ等しくすることである．ま
た，要素のノルムとは，複素数z = x + i⋅yに対して，
||z||1=|x|+|y| を考える．Dは実対角行列である．n ≥ 1な
ること． 

 
(2) パラメタ 
ZA ··········· 入力．複素行列A. 

出力．平衡化後の複素行列
~
A . 

ZA (K,N) なる2次元配列． 
K ············· 入力．配列ZAの整合寸法． 
N ············· 入力．複素行列A及び

~
A の次数n． 

DV ·········· 出力．スケーリングファクタ（Dの対角要
素）． 
大きさnの1次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表CBLNC- 1参照. 

 
表CBLNC-1  コンディションコード 

コー
ド 

意味 処理内容 

0 エラーなし．  
10000 N = 1であった． 平衡化は行わない． 
30000 N < 1又はK < Nであった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... IRADIX, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数  ... REAL, AIMAG, 

ABS  
 
b. 注意 
① 行列の各要素のノルムが不揃いな場合，この行

列の固有値及び固有ベクトルの計算値の精度が
悪くなりやすい．本サブルーチンは，これを防
ぐためのものである． 

② 行列の各要素の大きさがほぼ揃っているときに
は，本サブルーチンにより何等の変換も行われ
ないので，本サブルーチンの実行を省略した方
がよい． 

③ 本サブルーチンは行列の平衡化にあたり，行又
は列の要素が，対角要素を除いてすべて零とな
るような行（又は列）がある場合，その行（又
は列）と対応する列（又は行）については平衡
化を省略する． 

④ 行列 A の固有ベクトル x を求めるときは，

本サブルーチンにより平衡化した行列
~
A の

固有ベクトル ~x に対して,（3.1）の逆変換を
行う必要がある. 
x x= D~  (3.1)  

(3.1) の逆変換はサブルーチン CHBK2 によ
り実行できる．(CNBK2 参照のこと)． 

 
c. 使用例 

n 次の複素行列 A を平衡化した後，サブ
ルーチン CHES2 により複素ヘッセンベル
グ行列に変換し，固有値をサブルーチン
CHSQR で求める． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX ZA(100,100),ZE(100) 
      DIMENSION DV(100),IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N), 
     *            J=1,N) 
      WRITE (6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610)(I,J,ZA(I,J),J=1,N) 
      CALL CBLNC(ZA,100,N,DV,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      CALL CHES2(ZA,100,N,IP,ICON) 
      CALL CHSQR(ZA,100,N,ZE,M,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,630) (ZE(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX', 
     *       5X,'N=',I3/) 
  610 FORMAT(/2(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     *       2E15.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
  630 FORMAT('0',5X,'EIGENVALUE'/'0', 
     *       20X,'REAL',16X,'IMAG'/ 
     *       ('0',15X,2(E15.7, 5X))) 
      END 

 
(4) 手法概要 

n次の複素行列Aを，(4.1) の対角相似変換を反復
的に行うことにより平衡化する． 

sss s DAD=A 1
1

−
−  s = 1, 2, … (4.1) 

ここに，A0 = Aであり，Dsは (4.2) で表される実対
角行列， sは反復回数である． 
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(4.1) の平衡化は，Asの第i行（ i =1,2,…,n）要素か
ら対角要素を除いたもののノルムの和と，第i列要素
から対角要素を除いたもののノルムの和がほぼ等し
くなるように行う． 
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を満足するようにする． 
いまDsiを 

( ) id

i

s
isi
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 (4.4) 

と定義すれば，(4.2) のDsは， 

snsss DDDD .........21=  (4.5) 

と表される． 
(4.5) より，(4.1) の変換は，(4.6) で示す変換を， 

i = l, 2, ..., n と次々に行うことにより実行できること
が分かる． 

sisisisi = DADA 1
1

−
−  (4.6) 

ただし， ssnss = AA,AA =−10 である． 

ここでDsiの対角要素 ( )s
id は，変換後のi行とi列が,  

(4.3)を満足するように定め，変換前に，既にi行とi
列が(4.3)を満足していれば， ( )di

s = 1すなわちDsi = I
とする． 

(4.1) の反復は，すべての行と列に対して，(4.3) 
が満足されたとき終了する． 

本サブルーチンでは，この操作を以下に示す手順
で実行する． 
① 第 i 行と第 i 列の各要素のノルムの和を，対

角要素を除いて計算する． 

∑
≠
=

=
n

ik
k

kiaC
1

1  (4.7)  

∑
≠
=

=
n

ik
k

ikaR
1

1  (4.8) 

② ( )di
s を次のように定める． 

( ) ks
id ρ=  (4.9) 

ここに，




=
進法の計算機のとき，　

進法の計算機のとき，　

1616
22

ρ  

なる定数である． 
k は，次の条件を満足するように定める． 

ρρρ RCR k ≥⋅>⋅ 2  (4.10) 

(4.10)より k は，C < R/ρ のとき，k > 0 で
あ り ， 
C ≥ R/ρ のとき， k ≤ 0 である． 

③ (4.11) の条件により変換の要不要を判定する． 

( ) ( )RCRC kk +<+⋅ 95.02 ρρ  (4.11) 

(4.11) が満足されれば， ( ) ks
id ρ= として変換

を行い，満足されなければ変換を省略する． 
④ すべての行と列について，全く変換が行われな

くなったとき，平衡化の処理を終了する． 
このとき，配列 DV には， 

sDDDD ...21=  (4.12) 

で与えられる D の対角要素がスケーリング
ファクタとして格納されている． 
 

なお，詳細については，参考文献 [13] pp.315 – 
326を参照すること． 
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I11-82-1401 CBYN, DCBYN  

複素変数第2種整数次ベッセル関数Yn(z) 
CALL CBYN (Z, N, ZBY, ICON)  

 
(1) 機能 

複素変数zの第2種整数次ベッセル関数Yn(z) 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
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の値を漸化式による方法及び τ-methodを用いて計
算する．ただし，上式において，n = 0のとき，最後
の項は0であり，γ はオイラーの定数，Jn(z) は第1種
ベッセル関数，また， 

( )11

0

1

0

≥=

=

∑
=

k
m

k

m
kΦ

Φ
 

である． 
 
(2) パラメタ 
Z ············· 入力．独立変数z．複素数型変数． 
N ············· 入力．Yn(z) の次数n. 
ZBY ········ 出力．関数値Yn(z). 複素数型変数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CBYN-1参照． 
 

表CBYN-1コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 |Re(z)| > log(flmax) 又は， 

|Im(z)| > log(flmax) であった． 
ZBY = (0.0, 0.0)と
する． 

 30000 |z| = 0.0であった． ZBY = (0.0, 0.0)と
する． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, CBIN, CBKN, MGSSL, 

ULMAX, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数  ... REAL, AIMAG, 

IABS, CONJG, CMPLX, MOD 
 
b. 注意 
① |z|≠0 であること． 

② ( ) ( )Re logz flmax≤  及び  ( ) ( )Im logz flmax≤ であ

ること． 
③ Yn(z), Yn+1(z), Yn+2(z), …, Yn+M(z) の値を

いっせいに必要とするときには，手法概要
で述べる方法を用いるとよい．本サブルー
チンにより，Yn(z) 及び Yn+1(z) を求め，漸
化式を反復適用して次数の高いものを求め
ていくことは，ｚが正の実数の場合を除い
て不安定を生ずるので避けなければならな
い． 

 
c. 使用例 

Y1(1+2i) の値を計算する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX Z,ZBY 
      Z=(1.0,2.0) 
      N=1 
      CALL CBYN(Z,N,ZBY,ICON) 
      WRITE(6,600)Z,N,ZBY,ICON 
      STOP 
  600 FORMAT(' ',2F8.2,I6,5X,2E17.7,I7) 
      END 
 

(4) 手法概要 

( ) ( ) ( )zYzY n
n

n 1−=−  (4.1)  

であるので，n < 0の場合は，n ≥ 0の場合に帰着させ
る．また， 

( ) ( )zYzY nn =  (4.2)  

であるので，Im (z) < 0の場合は，Im (z) ≥ 0の場合に
帰着させる． 

関係式 

( ) ( ) ( ) ( )izKiizIizY n
nn

n
n

n −−−−= + 121

π
 (4.3) 

                             , i = −1  

を利用してYn(z) の値を計算する．ここで，In(−iz) の
値は，漸化式による方法で計算を行っているサブ
ルーチンCBINを用いて計算し，Kn (− iz) の値は，漸
化式による方法及び τ-methodで計算を行っているサ
ブルーチンCBINを用いて計算する． 

なお，Yn(z), Yn+1(z), Yn+2(z), …, Yn+M(z) の値をいっ
せいに必要とするとき，これらの値を能率的に求め
るには以下のようにすればよい．CBINにより，In+M 
(− iz) 及びIn+M-1 (− iz) の値を求め，漸化式を反復適用
して次数の低いものへと，In (− iz) まで順次求める．
ま た ， CBIN に よ り ， Kn (− iz) 及 び Kn+1 

 (− iz) の値を求め，漸化式を反復適用して次数の高
いものへと，Kn+M(z) まで順次求めて，(4.3) により，
必要とするものを計算する． 
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B21-15-0101  CEIG2, DCEIG2 

複素行列の固有値固有ベクトル (QR 法) 
CALL CEIG2 (ZA, K, N, MODE, ZE, ZEV, VW,  

IVW, ICON) 
 

(1) 機能 
n次の複素行列Aの固有値及び対応する固有ベクト

ルを求める．固有ベクトルは ||x||2=1となるように正
規化される．n ≥ 1であること． 

 
(2) パラメタ 
ZA ·········· 入力．複素行列A. 

ZA (K, N) なる複素数型2次元配列． 
演算後，内容は保存されない． 

K ············· 入力．配列ZA及びZEVの整合寸法 (≥ n). 
N ············· 入力．複素行列Aの次数n. 
MODE ···· 入力．平衡化の省略の指定． 

MODE = 1のときは，平衡化を省略する. 
MODE ≠ 1のときは，平衡化を行う． 

ZE ··········· 出力．固有値． 
大きさnの複素数型1次元配列． 

ZEV ········ 出力．固有ベクトル． 
固有ベクトルは，固有値と対応する列に格
納される． 
ZEV (K, N) なる複素数型2次元配列． 

VW ········· 作業領域．大きさnの1次元配列． 
IVW ········ 作業領域．大きさnの1次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CEIG2-1参照． 
 

表CEIG2-1  コンディションコード 

コー
ド 

意味 処理内容 

0 エラーなし．  
10000 N = 1であった． ZE (1) = ZA (1,1)  

ZEV (1) = (1.0, 0.0)
とする． 

20000 三角行列に変換できず，固有
値・固有ベクトルは求められ
なかった． 

処理を打ち切る． 

30000 N < 1又はK < Nであった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, CBLNC, CHES2, CNRML, 

IRADIX, MGSSL 
② FORTRAN 基 本 関 数 ... ABS, REAL, 

AIMAG, AMAX1, CSQRT, SIGN, 
SQRT, CONJG 

 

b. 注意 
① 平衡化について 

複素行列の各要素の大きさが，大きく異
なっているような場合には，一般に行列の
平衡化によって結果の精度を上げることが
できる．このため，本サブルーチンでは，
サブルーチン CBLNC により平衡化を行う
ようにしている．他方，もし行列の各要素
の大きさがほぼそろっているような場合に
は，行列の平衡化による効果を期待できな
い．このような場合には，MODE=1 とする
ことにより，平衡化を省略できる． 

② 本サブルーチンは，複素行列の固有値及び固有
ベクトルを全体として求めるためのものであ
る． 
固有値だけが必要な場合には，サブルーチ
ン CBLNC, CHES2, CHSQR により求める
こと. 
また，固有ベクトルの一部だけが必要な場合に
は，サブルーチンCBLNC, CHES2, CHSQR, 
CHVEC, CHBK2, CNRMLにより求めること． 
 

c. 使用例 
n 次の複素行列 A の固有値及び固有ベクト
ルを求める．n ≤ 100 の場合 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX ZA(100,100),ZE(100), 
     *        ZEV(100,100) 
      DIMENSION IND(100),VW(100), 
     *          IVW(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N), 
     *            J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,ZA(I,J),J=1,N) 
      CALL CEIG2(ZA,100,N,0,ZE,ZEV,VW, 
     *           IVW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      DO 30 I=1,N 
   30 IND(I)=1 
      CALL CEPRT(ZE,ZEV,100,N,IND,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I3) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('0',5X,'ORIGINAL MATRIX', 
     *5X,'N=',I3) 
  610 FORMAT(/2(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     *2E15.7)) 
  620 FORMAT('0',5X,'ICON=',I5) 
      END 
 
本使用例中のサブルーチン CEPRT は，複
素行列の固有値及び固有ベクトルを出力す
るためのサブルーチンである．以下にその
内容を示す． 
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      SUBROUTINE CEPRT(ZE,ZEV,K,N,IND,M) 
      COMPLEX ZE(M),ZEV(K,M) 
      DIMENSION IND(M) 
      WRITE(6,600) 
      MM=0 
      DO 20 J=1,M 
      IF(IND(J).EQ.0) GO TO 20 
      MM=MM+1 
      ZE(MM)=ZE(J) 
      DO 10 I=1,N 
      ZEV(I,MM)=ZEV(I,J) 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      IF(MM.EQ.0) GO TO 50 
      DO 40 INT=1,MM,3 
      LST=MIN0(INT+2,MM) 
      WRITE(6,610) (J,J=INT,LST) 
      WRITE(6,620) (ZE(J),J=INT,LST) 
      DO 30 I=1,N 
      WRITE(6,630) (ZEV(I,J),J=INT,LST) 
   30 CONTINUE 
   40 CONTINUE 
   50 RETURN 
  600 FORMAT('1',30X,'**EIGENVECTORS**') 
  610 FORMAT('0',26X,I3,29X,I3,29X,I3) 
  620 FORMAT('0',' EIGENVALUES', 
     *3(2X,2E15.7)) 
  630 FORMAT(12X,3(2X,2E15.7)) 
      END 
 

(4) 手法概要 
n次の複素行列Aの固有値と対応する固有ベクトル

を求める． 
n次の複素行列の固有値は，次の3段階の変換を行

うことにより，上三角行列Rの対角要素として求め
られる． 
① 対角相似変換による複素行列 A の平衡化 

~
A = B AB−1  (4.1)  

ここに，B はスケーリングファクターを要
素とする対角行列である．詳細については，
サブルーチン CBLNC を参照のこと． 

② 安定化基本相似変換による複素行列
~
A の複

素ヘッセンベルグ行列 H への変換， 

H = S AS−1 ~
 (4.2)  

ここに S は，変換行列 S1, S2, …, Sn−2の積 

221 ... −= nSSSS  (4.3)  

で与えられ，各々の Si は置換行列 Pi と消去
行列 Niとによって， 

2,...,2,1,1 −=− niiii NP=S  (4.4)  

で与えられる．詳細については，サブルー
チン CHES2 を参照のこと． 

③ 複素 QR 法による複素ヘッセンベルグ行列
H から複素上三角行列 R への変換， 

R = Q HQR
*

R  (4.5)  

ここに QRは，複素 QR 法で用いる変換行列
Q1, Q2, …, QLの積 

LR QQQQ ...21=  (4.6)  

で与えられるユニタリ行列である． 
詳細は，サブルーチン CHSQR を参照する
こと． 
 

一方，固有ベクトルは，(4.7)の相似変換により上
三角行列Rを対角行列Dに変換する行列Fが存在すれ
ば，(4.8)によって得られる行列Xの列ベクトルとし
て求めることができる． 

D = F RF−1  (4.7) 
X = BSQ FR  (4.8) 

(4.8) で与えられる行列Xの列ベクトルが，行列A
の固有ベクトルとなることは，(4.7) に (4.1)，(4.2) 
及び (4.5) を代入すれば(4.9)が得られることから分か
る． 

D = F Q S B ABSQ F X AX− − − −=1 1 1 1
R
*

R  (4.9) 

ここで，BSQRをQで表せば，(4.3) 及び (4.6) より 

Ln QQQSSBS=Q ...... 21221 −  (4.10) 

となる． 
(4.10)より，Qの計算は，変換の進行につれて逐次

変換行列の積を作ることにより実行できることが分
かる． 

さてFは単位上三角行列として求めることができ
る．すなわち，(4.7)より， 

FD = RF  (4.11) 

ここで，D, R, Fの要素をそれぞれD=diag(λi), 
R=(γij), F=(fij) とすると，fijは (4.11) より，j=n, n-1, 
…, 2に対して(4.12)で求められる． 

( ) 1...,,2,1
1

−−=−= ∑
+=

jjiff
j

ik
ijkjikij λλγ  (4.12)  

ただし， 

( )
( ) 1,0

,0

=>=

=>=

iiij

iiiij

fjif

ji λγγ
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もしも，λi=λjの時は(4.13)で計算するものとする． 

( )∑
+=

∞
=

j

ik
kjikij uff

1
Aγ  (4.13) 

ここにuは丸めの誤差の単位であり，A=(aij) として 
||A||∞ は， 

∑
=

∞
=

n

i
ij

j
a

1
1

maxA  (4.14)  

で定義されるノルムである．ただし複素数z = x + iy
に対するノルム ||z||1は， 

yxz +=1  

とする． 
 

なお，詳細については，参考文献 [12] 及び [13] 
pp.372 – 395を参照すること． 
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I11-11-0101  CELI1, DCELI1  

第1種完全楕円積分    K(x)  
CALL CELIl (X, CELI, ICON)  

 
(1) 機能 

第1種完全楕円積分K(x)の値 

( ) ∫
−

= 2
0 2sin1

π

θ

θ

x

dxK  

を近似式を用いて計算する．ただし，0 ≤ x < 1であ
ること．  

 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数x． 
CELI ······· 出力．関数値K(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CELI1-1参照 
 

表 CELI1-1  コンディションコード 

コー
ド  

意味 処理内容 

0  エラーなし．   
30000  X < 0又はX ≥ 1であった． CELI ＝ 0.0とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... DLOG  
 

b. 使用例 
K(x)の値を x が 0.00 から 0.99 まで 0.01 お
きに計算し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      A=K-1 
      X=A/100.0 
      CALL CELI1(X,CELI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0)WRITE(6,610)X,CELI 
      IF(ICON.NE.0)WRITE(6,620)X,CELI, 
     *             ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF COMPLETE ', 
     *'ELLIPTIC INTEGRAL OF THE FIRST ', 
     *'KIND'///6X,'X',9X,'K(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'CELI=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 

 
(4) 手法概要 

第 1種完全楕円積分K (x) の計算は，定義域 
0 ≤ x < lで次の近似式を用いて計算する． 

単精度： ( ) ( )∑∑
==

−=
4

0

4

0
log

k

k
k

k

k
k tbttaxK  (4.1)  

ただしt = 1 − x  
理論精度7.87桁 

倍精度： ( ) ( )∑∑
==

−=
10

0

10

0
log

k

k
k

k

k
k tbttaxK  (4.2) 

ただしt = 1 − x  
理論精度17.45桁 
 

なお，詳細については，参考文献 [78] のpp.150 ~ 
154を参照のこと． 
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I11-11-0201 CELI2, DCELI2  

第2種完全楕円積分    E(x)  
CALL CELI2 (X, CELI, ICON)  

 
(1) 機能 

第2種完全楕円積分E(x) の値 

( ) ∫ −= 2
0

2sin1
π

θθ dxxE  

を近似値を用いて計算する．ただし，0 ≤ x ≤ 1であ
ること． 

 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数x. 
CELI ······· 出力．関数値E(x). 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CELI2-1参照 
 

表 CELI2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0  エラーなし．  

30000  X < 0又はX > 1であった．  CELI = 0.0とする. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム  
① SSL II ... MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ... DLOG  

 
b. 使用例  

E(x) の値を x が 0.00 から 1.00 まで 0.01 お
きに計算し数表を作る．  

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      A=K-1 
      X=A/100.0 
      CALL CELI2(X,CELI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0)WRITE(6,610)X,CELI 
      IF(ICON.NE.0)WRITE(6,620)X,CELI, 
     *             ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF COMPLETE ', 
     *'ELLIPTIC INTEGRAL OF THE ', 
     *'SECOND KIND'///6X,'X',9X,'E(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'CELI=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 

(4) 手法概要 
第 2 種完全隋円積分 E(x) の計算は，定義域 

0 ≤ x ≤ 1で次の近似式を用いて計算する． 
 
 

単精度： ( ) ( )∑∑
==

−=
4

1

4

0
log

k

k
k

k

k
k tbttaxE  (4.1) 

ただしt = 1 − x  
理論精度7.80桁 

倍精度： ( ) ( )∑∑
==

−=
10

1

10

0
log

k

k
k

k

k
k tbttaxE  (4.2) 

ただしt = 1 − x  
理論精度17.42桁  

 
ただし，x =1 のときは E(x) =1 とする． 

 
なお，詳細については，参考文献 [78] のpp.150-

154を参照のこと． 
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I11-51-0201 CFRI, DCFRI  

余弦フレネル積分    C(x)  
CALL CFRI (X, CF, ICON)  

 
(1) 機能 

余弦フレネル積分C(x) の値 

( ) ( )
∫∫ 






==

x
dttdt

t
txC

x
π π

π

2

0
2

0 2
coscos

2
1  

を多項式及び漸近形式の近似式を用いて計算する． 
ただし，x ≥ 0であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数x． 
CF ··········· 出力．関数値C(x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表CFRI-1参照． 
 

表 CFRI-1  コンディションコード 

コード  意味  処理内容  
0 エラーなし．   

20000  X ≥ tmaxであった． CF = 0.5  
30000  X<0であった． CF = 0.0 
  

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム  
① SSL II ... MGSSL, UTLIM  
② FORTRAN 基本関数 ... SIN, COS, SQRT. 

 
b. 注意  
① 引数 X の範囲は 

0 ≤ X < tmax 

であること． 
Xが大きくなるとsin(x), cos(x) の値が正確に計算
出来なくなることに対する処理である． 
(手法概要 (4.4) 参照)． 

 
c. 使用例 

C(x) の値を x が 0 から 100 まで，1 おきに
計算し数表を作る． 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=K-1 
      CALL CFRI(X,CF,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0)WRITE(6,610)X,CF 
      IF(ICON.NE.0)WRITE(6,620)X,CF,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF FRESNEL ', 
     *'INTEGRAL'///6X,'X',9X,'C(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     *E17.7,5X,'C=',E17.7,5X, 
     *'CONDITION=',I10) 
      END 
 

(4) 手法概要 
余弦フレネル積分C(x) の計算は，x = 4を境にし

て，近似式の形が異なる． 
a. 0 ≤ x < 4 の場合  

C(x) のべき級数展開 

( ) ( )
( ) ( )∑

∞

= +
−

=
0

2

14!2
12

n

n
n

x
nn

xxC
π

 (4.1)  

を次の近似式を用いて計算する． 

単精度 : ( ) 4,
7

0

2 xzzaxxC
k

k
k == ∑

=

 (4.2)  

倍精度 : ( ) ∑
=

=
12

0

2

k

k
k xaxxC  (4.3)  

 
b. x ≥ 4 の場合  

C(x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )C x x P x x Q x= + +
1
2

sin cos  (4.4) 

より計算する．ただし，P(x), Q(x) は次の近
似式を用いる． 

単精度 : ( ) xzza
x

xP
k

k
k 4,2 11

0
== ∑

=

 (4.5) 

( ) xzzb
x

xQ
k

k
k 4,2 10

0

1 == ∑
=

+  (4.6) 

倍精度  : ( ) xzzbza
x

xP
k

k
k

k

k
k 4,1 10

0

10

0
=

−
= ∑∑

==

 

 (4.7) 

( ) xzzdzc
x

xQ
k

k
k

k

k
k 4,1 11

0

10

0

1 == ∑∑
==

+

 (4.8) 
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F12-15-0101  CFT, DCFT  

多次元離散型複素フーリエ変換 
(8, 2基底FFT)  
CALL CFT (A, B, N, M, ISN, ICON)  

 
(1) 機能 

M次元 (各元の項数N l, N 2,…, NM) の複素時系列
データ {xJ1,…,JM} が与えられたとき，離散型複素フー
リエ変換，又はその逆変換を，高速変換手法 (FFT) に
より行う．ただし，N l, N 2,…, NMは各々 2l (l: 0又は正
整数) であること．また，M ≥ 1であること． 
① フーリエ変換  

{xJ1,…,JM}を入力し,  (1.1) で定義する変換を
行い{N1…NMαK1,…,KM} を求める． 

( )

( )NMi

Ni
NMKM

NK

xNMN

M

KMJM
M

NM

JM

KJ
JMJ

N

J
KMK

πω

πω

ω

ωα

2exp,
...

12exp,
1...,,1,0,

...
11...,,1,01,

...

......1

1

.

1

0

1.1
1,...,1

11

01
,...,1

=

=
−=

−=

=

−

−

=

−
−

=
∑∑

 (1.1) 

② フーリエ逆変換  
{αK1,…,KM}を入力し,  (1.2) で定義する変換を
行い{xJ1,…,JM}を求める． 

( )

( )NMi

Ni
NMJM

NJ

x

M

NM

KM

KMJM
M

KJ
KMK

N

K
JMJ

πω

πω

ωωα

2exp,
...

12exp,
1...,,1,0,

...
11...,,1,01,

......

1

1

0

1.1
1,...,1

11

01
,...,1

=

=
−=

−=

= ∑∑
−

=

⋅
−

=

･

 (1.2) 

 
(2)  パラメタ 
A ············· 入力．{xJ1,…,JM}又は{αK1,…,KM}の実部． 

出力．{N1…NMαK1,…,KM}又は，{xJ1,…,JM}の
実部．M次元配列． 
(使用上の注意②参照) 

B ············· 入力．{xJ1,…,JM}又は，{αK1,…,KM}の虚部． 
出力．{N1…NMαK1,…,KM}又は，{xJ1,…,JM}の
虚部．M次元配列． 
(使用上の注意②参照) 

N ············· 入力．M次元変換の項数を，N (1) = N1, 
N(2) = N2, … N(M) = NMと与える． 
大きさMの1次元配列． 

M ············ 入力．次元数M． 
ISN ········· 入力．変換か逆変換かを指定する (≠ 0) 

変換     : ISN = +1 
逆変換   : ISN = −1 
(使用上の注意③参照) 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表CFT-1参照． 

 
表 CFT-1  コンディションコード 

コード  意味 処理内容 
0  エラーなし．  

30000 M < 1, ISN = 0又はN1, N2, …, 
NMのいずれかが2l (l : 0又は
正整数) 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム  
① SSL II … CFTN, PNR, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数  … ATAN, ALOG, 

SQRT, SIN, IABS  
 

b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について多次

元離散型複素フーリエ変換及び，逆変換は
一般的に (3.1), (3.2) で定義される． 

∑

∑
−

=

−−

−

=

=

1

0

11
1,...,1

11

01
,...,1

...

...
...1
1

NM

JM

KMJM
M

KJ
JMJ

N

J
KMK

x

NMN

･･ ωω

α
 (3.1) 

∑ ∑
−

=

−

=

⋅⋅=
11

01

1

0

11
1,...,1,...,1 ......

N

K

NM

KM

KMJM
M

KJ
KMKJMJx ωωα  (3.2) 

ここで K1,…,KM,J1,…,JM,ω1,…,ωM の定義
は (1.1), (1.2) に準じる． 
本サブルーチンでは，(3.1), (3.2) の左辺に
対応して{N1…NMαK1,…,KM}又は，{xJ1,…,JM}
を求めるので結果の正規化は必要に応じて
行うこと． 
ちなみに，本サブルーチンにより変換・逆
変換を正規化せずに連続して実行すると，
入力データの各要素は N1…NM 倍されて出
力される． 

② データの格納方法について． 
入力{xJ1,...,JM}の実部は，M 次元配列 A に図
CFT-1 で示されるように格納する．虚部も，
M 次元配列 B に同様に格納する． 
また，入力{αK1,…,kM}も同様に格納する． 
一方，出力{N1…NMαK1,…,KM}, {xJ1,…,JM}も同様
に与えられる． 
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2 次元変換 (M=2) の例． 

図CFT-1  {xJ1,...,JM}格納方法  

一般に M 次元の場合，FORTRAN で扱う
M 次元配列と同様な格納順序を持つならば，
パラメタ A, B は 1 次元配列でもよい． 

③ ISN の与え方について 
ISNでは，変換か逆変換かを指定するが，更に
次のように使い分けることができる． 
すなわち，{xJ1,…,JM}又は{αK1,…,KM}の実部，
虚部が，それぞれ間隔 I で格納されている
場合は，次のように指定する． 

変換     : ISN = +I 
逆変換   : ISN = −I  

この場合，変換結果も間隔 I で格納される． 
 

c. 使用例 
① l 次元変換の場合 

N l項の複素時系列データ{xJ1}を入力して，フー
リエ変換し結果の{N1αK1}を求める． 
Nl ≤ 1024 (= 210) の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024) 
      READ(5,500) N,(A(I),B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,N) 
      CALL CFT(A,B,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,620) (I,A(I),B(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     *(15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5) 
  620 FORMAT(15X,I5,2E20.7) 
      END 
 

② 3 次元変換の場合 
N l, N 2, N 3項の複素時系列データ{xJ1,J2,J3}を入
力し，フーリエ変換し，その結果をフーリエ逆
変換して{xJ1,J2,J3}を求める． 
ここでは，N l = 2, N 2 = 4, N 3 = 4とする． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(2,4,4),B(2,4,4),N(3) 
      DATA N/2,4,4/ 
      READ(5,500)(((A(I,J,K),B(I,J,K), 
     *            I=1,2),J=1,4),K=1,4) 
      WRITE(6,600)N,(((I,J,K, 
     *            A(I,J,K),B(I,J,K), 
     *            I=1,2),J=1,4),K=1,4) 
C     NORMAL TRANSFORM 
      CALL CFT(A,B,N,3,1,ICON) 
      IF(ICON.NE.0)STOP 
C     INVERSE TRANSFORM 
      CALL CFT(A,B,N,3,-1,ICON) 
      IF(ICON.NE.0)STOP 
      NT=N(1)*N(2)*N(3) 
      DO 10 I=1,2 
      DO 10 J=1,4 
      DO 10 K=1,4 
      A(I,J,K)=A(I,J,K)/FLOAT(NT) 
      B(I,J,K)=B(I,J,K)/FLOAT(NT) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,610)(((I,J,K, 
     *            A(I,J,K),B(I,J,K), 
     *            I=1,2),J=1,4),K=1,4) 
      STOP 
  500 FORMAT(8E5.0) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA',5X, 
     *'(',I3,',',I3,',',I3,')'/ 
     *(15X,'(',I3,',',I3,',',I3,')', 
     *2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'OUTPUT DATA'/ 
     *(15X,'(',I3,',',I3,',',I3,')', 
     *2E20.7)) 
      END 

 
(4) 手法概要 

多次元離散型複素フーリエ変換を，8及び2を基底
とする高速変換手法 (高速フーリエ変換・FFT) によ
り行う． 
① 多次元変換 

(3.1) で定義される多次元変換は，共通項を整理
する事により，2次元の場合 (4.1) のように変形
できる． 

∑∑
−

=

−
−

=

−=
12

02

2,2
22,1

11

01

1,1
12,1

N

J

KJ
JJ

N

J

KJ
KK x ωωα ･  (4.1) 

ただし,  (4.1) では,  通常の正規化定数 1/N l⋅ 
N 2 は省略している． 
(4.1) において

J 2
∑は N 2 項の 1 次元変換を

J1 に関して，N1 組行い，その結果に対し
て

J1
∑は N1 項の 1 次元変換を J2 に関して

N2 組行う． 
同様にして，多次元離散型複素フーリエ変
換は，1 次元変換を各元において複数組ずつ
行うことにより達成される．本サブルーチ
ンでは，各元に対する 1 次元変換を行うた
めに，8 及び 2 を基底とする高速複素フーリ
エ変換を適用している．  
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② 高速フーリエ変換の原理 
1次元の離散型複素フーリエ変換を，(4.2) のよ
うに定義する． 

( )ni

nkx
n

j

jk
jK

πω

ωα

2exp,

1...,,1,0,
1

0

=

−== ∑
−

=

−

 (4.2) 

ただし (4.2) では，通常の正規化定数 1/ n は
省略している． 
(4.2) を直接計算する場合，その複素数の乗
算回数は n2 となる．ところで今 n = r･r な
る場合, 指数関数ω−jk の性質を考慮し計算す
ると，乗算回数は 2nr 程度になることが知
られている． 
ところで，(4.2) における k, j は (4.3) のよう
に表現できる． 
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 (4.3) 

(4.3)を(4.2)に代入すると(4.4)となる． 
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(4.4)の右辺を j0 及び j1 に関して整理し，共
通項をまとめると(4.5)となる． 
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(4.5)の計算で
j1
∑及び

j 0
∑の項は，部分的な r

項のフーリエ変換を r 組行っていることが

わかる．また 





− 2

002exp
r

kji ･π は
j1
∑の結果に対

する回転因子である．したがって (4.5) の計
算での乗算回数 Cn は (4.6) となり，n が大
きい場合にその計算量が減少することがわ
かる． 

( ) ( ) ( )( )
( )2

22

12

11

−+=

−−++=

rnr

rrrrrrCn ･･
 (4.6) 

更に r が因数分解されるなら，より効率よ
く計算することができる． 
 

なお，具体例がCFTNに示されているので参照す
ること．また，詳細については，参考文献 [55], [56] 
及び，[57] を参照すること． 
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F12-11-0101  CFTM, DCFTM 

多次元離散型複素フーリエ変換 (混合基底FFT) 
CALL CFTM (A, B, N, M, ISN, ICON) 

 
(1) 機能 

M次元 (各元の項数N1, N2, …, NM) の複素時系列
データ{xJ1,…,JM}が与えられたとき，離散型複素フー
リエ変換，又はその逆変換を，高速変換手法 (FFT) 
により行う．ただし，各元の項数は1若しくは，次
の条件を満たす数であること． 
• 素因数 p (p∈{4, 3, 5, 7,11,13,17,19,23,2})の

積 (同一素因数が重複してもよい) で表せるこ
と． 

• 素因数の個数は，最大 11 個であること． 
• 2 乗因数で除した残りの因数 (square free 

factors) の積は，最大 210 であること． 
また，M ≥ 1であること． 
① フーリエ変換 

{xJ1,…,JM}を入力し，(1.2) で定義する変換を行い
{N1…NMαK1,…,KM}を求める． 
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 (1.2) 
 

② フーリエ逆変換 
{αK1,…,KM}を入力し，(1.3) で定義する変換を
行い{xJ1,…,JM}を求める． 
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 (1.3) 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．{xJ1,…,JM}又は，{αK1,…,KM}の実部． 

出力．{N1…NMαK1,…,KM}又は，{xJ1,…,JM}の
実部．M次元配列． 
(使用上の注意③参照) 

B ············· 入力．{xJ1,…,JM}又は，{αK1,…,KM}の虚部． 
出力．{N1…NMαK1,…,KM}又は，{xJ1,…,JM}の
虚部．M次元配列． 
(使用上の注意③参照) 

N ············· 入力．M次元変換の項数を，N(1) = N1, 
N(2) = N2 …, N(M) = NMと与える． 
大きさMの1次元配列． 

M ············ 入力．次元数M． 
ISN ········· 入力．変換か逆変換かを指定する (≠ 0)． 

変換     : ISN = +1 
逆変換   : ISN = −1 
(使用上の注意④参照) 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CFTM-1参照． 

 
表CFTM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

29100 項数N1,…, 
NMのいずれ
かが，23以上
の素因数rを
持つ． 

かつその項数
N がN (mod r2) 
=0 

処理を打ち切る. 

29200 かつその項数
NがN (mod r) = 
0 

 

29300 素因数の個数が11個以上であ
る. 

 

29400 2乗因数で除した残りの因数の
積が210以上である． 

 

30000 M ≤ 0, ISN = 0 又はいずれかの
項数≤ 0であった． 

 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … MGSSL, UCFTM 
② FORTRAN 基本関数 … ATAN, COS, SIN, 

SQRT, MOD, FLOAT 
 

b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

多次元離散型複素フーリエ変換及び，逆変
換は一般的に (3.1), (3.2)で定義される． 
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−∑ ∑= ......
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ωω
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JMJ ax ･･ ...... 11

1

1
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11
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−

=

−

=

=  (3.2) 

こ こ で K1, …,KM, J1, …, JM, 
ω1,…,ωM の定義は (1.2), (1.3) に準じ
る． 

本サブルーチンでは，(3.1), (3.2) の左辺に
対応して{N1…NMαK1,…,KM}又は，{xJ1,…,JM}
を求めるので結果の正規化は必要に応じて
行うこと． 
ちなみに,  本サブルーチンにより変換･逆変
換を正規化せずに連続して実行すると,  入力
データの各要素は N1… NM 倍されて出力
される． 
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② 項数の決定と処理速度について 
各元の項数を決定する場合，｢(1)機能｣ で示さ
れた条件を満たせばよいが，可能な限り，素因
数が5以下 (p ≤ 5) となるように決定することが
望ましい．5以上 (p > 5) の素因数を持つ場合よ
りも，一般的に処理速度が速い．ちなみに,素因
数が5以下で表現できる10000以下の数は ,表 
CFTM-2で示される． 
なお，項数が 2 の巾 (2l, l ≥ 0 なる整数) で表
現できる場合には，サブルーチン CFT の方
が処理速度が速い． 
 

表 CFTM-2  5以下の素因数で表現できる10000以下の数 

2 90 405 1215 2916 6075 
3 96 432 1250 3000 6144 
4 100 450 1280 3072 6250 
5 108 480 1296 3125 6400 
6 120 486 1350 3200 6480 
8 125 500 1440 3240 6561 
9 128 512 1458 3375 6750 

10 135 540 1500 3456 6912 
12 144 576 1536 3600 7200 
15 150 600 1600 3645 7290 
16 160 625 1620 3750 7500 
18 162 640 1728 3840 7680 
20 180 648 1800 3888 7776 
24 192 675 1875 4000 8000 
25 200 720 1920 4050 8100 
27 216 729 1944 4096 8192 
30 225 750 2000 4320 8640 
32 240 768 2025 4374 8748 
36 243 800 2048 4500 9000 
40 250 810 2160 4608 9216 
45 256 864 2187 4800 9375 
48 270 900 2250 4860 9600 
50 288 960 2304 5000 9720 
54 300 972 2400 5120 10000 
60 320 1000 2430 5184  
64 324 1024 2500 5400  
72 360 1080 2560 5625  
75 375 1125 2592 5760  
80 384 1152 2700 5832  
81 400 1200 2880 6000  

 
③ データの格納方法について 

入力{xJ1,…,JM}の実部は，M 次元配列 A に図 
CFTM-1 で示されるように格納する．虚部
も，M 次元配列 B に同様に格納する． 
また，入力{αK1,…,KM}も同様に格納する． 
一方，出力{N1･N2…NMαK1,…,KM}, {xJ1,…,JM}
も同様に与えられる． 

 
図 CFTM-1  {xJ1,…,JM}の格納方法 

一般には M 次元の変換を行う場合，データ
の並びが FORTRAN で扱う M 次元配列と
同様な格納順序を持つならば，パラメタ A, 
B は 1 次元配列でもよい． 

④ ISN の与え方について 
ISNでは，変換か逆変換かを指定するが，さら
に次のように使い分けることができる． 
すなわち，{xJ1,…,JM}又は{αK1,…,KM}の実部，虚部
が配列A, B上に間隔Iで格納されている場合は，
次のように指定する． 

変換     : ISN = +I 
逆変換   : ISN = −I 

この場合，変換結果も間隔 I で格納される． 
 

c. 使用例 
① 1 次元変換の場合 

N1項の複素時系列データ{xj1}を入力して，フー
リ エ 変 換 し 結 果 の {N1αK1} を 求 め る ． 
N1 ≤ 1000の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1000),B(1000) 
      READ(5,500) N,(A(I),B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,N) 
      CALL CFTM(A,B,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,620) (I,A(I),B(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     *      (15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT   ICON=', 
     *       I5) 
  620 FORMAT('0',10X,'OUTPUT DATA'/ 
     *      (15X,I5,2E20.7)) 
      END 

 
② 3 次元変換の場合 

Nl , N2, N3項の複素時系列データ{xJ1,J2,J3}を 入
力し，フーリエ変換し，その結果をフーリエ逆
変換して{xJ1,J2,J3}を求める． 
ここでは，Nl = 5, N2 = 12, N3 = 7とする． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5,12,7),B(5,12,7),N(3) 
      DATA N/5,12,7/ 
      READ(5,500) (((A(I,J,K),B(I,J,K), 
     *             I=1,N(1)),J=1,N(2)), 
     *             K=1,N(3)) 
      WRITE(6,600) N,(((I,J,K,A(I,J,K), 
     *             B(I,J,K),I=1,N(1)), 
     *             J=1,N(2)),K=1,N(3)) 
C     NORMAL TRANSFORM 
      CALL CFTM(A,B,N,3,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0)STOP 
C     INVERSE TRANSFORM 
      CALL CFTM(A,B,N,3,-1,ICON) 
      NT=N(1)*N(2)*N(3) 
      DO 10 K=1,N(3) 
      DO 10 J=1,N(2) 
      DO 10 I=1,N(1) 
      A(I,J,K)=A(I,J,K)/FLOAT(NT) 
      B(I,J,K)=B(I,J,K)/FLOAT(NT) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (((I,J,K,A(I,J,K), 
     *             B(I,J,K),I=1,N(1)), 
     *             J=1,N(2)),K=1,N(3)) 
      STOP 
  500 FORMAT(2E20.7) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA',5X, 
     * '(',I3,',',I3,',',I3,')'/ 
     * (15X,'(',I3,',',I3,',',I3,')', 
     * 2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5) 
  620 FORMAT('0',10X,'OUTPUT DATA'/ 
     * (15X,'(',I3,',',I3,',',I3,')', 
     *  2E20.7)) 
      END 

 
(4) 手法概要 

多次元離散型複素フーリエ変換を，素因数p (2 ≤ p 
≤ 23) を基底とする高速変換手法 (高速フーリエ変
換･FFT) により行う． 
① 多次元変換 

(1.1) で定義される多次元変換は，共通項を整理
することにより，2次元の場合(4.1) のように変
形できる． 
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− ∑∑=  (4.1) 

(4.1) において
J 2
∑は N2 項の 1 次元変換を J1

に関して N1 組行い，その結果に対して
J1
∑は

N1 項の 1 次元変換を J2 に関して N2 組行
う． 
同様にして，多次元離散型複素フーリエ変
換は，1 次元変換を各元において複数組ずつ
行うことにより達成される．本ルーチンで
は，各元に対する 1 次元変換を行うために，
素因数 p を基底とする高速フーリエ変換を
適用している． 

② 混合基底の高速フーリエ変換の原理 
1次元の離散型複素フーリエ変換を，(4.2) のよ
うに定義する． 

( )niexp

nkx
n

j

jk
jk

πω

ωα

2,

1,...,1,0,
1

0

=

−== ∑
−

=

−  (4.2) 

ただし (4.2) では，通常の正規化定数 1/ n は
省略している．(4.2) を直接計算する場合，
その複素数の乗算回数は n2となる． 
ところで n が任意の因数 r, q により, n = r⋅q
と表せる場合は，指数関数ω-jk の性質を考慮
すると，乗算回数は n (r+q) 程度になる． 
今，(4.2) における k, j を (4.3) のように表現
する． 

k = k0 + k1･q，0 ≤ k0 ≤ q - 1，0 ≤ k1 ≤ r - 1 
j = j0 + j1･r，0 ≤ j0 ≤ r - 1，0 ≤ j1 ≤ q - 1 
  (4.3) 

(4.3) を (4.2) に代入すると (4.4) となる． 
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(4.4) の右辺を j0及び j1に関して整理し共通
項をまとめると (4.5) を得る． 
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(4.5) の計算で
j1
∑は q 項のフーリエ変換を j0

に関して r 組，また
j0
∑は r 項のフーリエ変換

を q 組行っていることが分かる．また 
exp{−2πI･k0j0/n}は

j1
∑の結果に対する回転因

子である．したがって (4.5) の計算での乗算
回数 Cnは (4.6) となり, n が大きい場合にそ
の計算量は，(4.6) を直接計算する場合の n2

に比して，減少することが分かる． 
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この変換は，基底 r 及び q の高速フーリエ
変換という．r, q が更に素因数分解されるな
ら，より効率よく計算することができる．
本サブルーチンでは，素因数として最大 23
を基底とする，混合基底の高速フーリエ変
換手法を導入している． 
 

詳細については，参考文献 [57] を参照すること. 
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F12-15-0202  CFTN, DCFTN  

離散型複素フーリエ変換 
(8, 2基底FFT, 逆順出力)  
CALL CFTN (A, B, NT, N, NS, ISN, ICON)  

 
(1) 機能 

1次元 (項数n) の複素時系列データ{xj}が与えられ
たとき，離散型複素フーリエ変換，又はその逆変換
を高速変換手法 (FFT) により行う． 
ただし，nはn=21(l : 0 又は正整数) であること． 
a. フーリエ変換 

 {xi}を入力し，(1.1) で定義する変換を行い，

{ }n k
~α を求める． 

( )ni

nkxn
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 (1.1) 

b. フーリエ逆変換 
{αk}を入力し，(1.2) で定義する変換を行い，

{ }~xk を求める． 
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ここで， { }~α k , { }~x j は，データを入力した領域上で

変換を行うために，変換されたデータの並びが正順
となっていないことを意味する.  すなわち,  (3.1), 
(3.2) で定義されるフーリエ変換，又はその逆変換の

結果{αk}, {xj}の並びを正順としたとき， { }~α k , { }~x j

はビット逆転の意味で逆順となる． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力． {xj}又は，{αk}の実部． 

出力． { }n k
~α 又は， { }~x j の実部． 

大きさNTの1次元配列． 
B ············· 入力． {xj}又は，{αk}の虚部． 

出力． { }n k
~α 又は， { }~x j の虚部． 

大きさNTの1次元配列． 
NT ·········· 入力．変換の対象となる{xj}又は，{αj}が

含まれるデータの総数 (≥ N, NS) 
通常，NT = Nとして指定する． 
(使用上の注意③参照) 

N ············· 入力．変換の項数n． 
NS ··········· 入力，NT個のデータのうち，n 項の変換

の対象となる{xj}又は，{αk}のあい隣り合
うデータの間隔 (≥ 1かつ≤ NT)． 
通常，NS = 1として指定する． 
(使用上の注意③参照) 

ISN ········· 入力．変換か逆変換かを指定する (≠ 0)． 
変換     : ISN = +1  
逆変換   : ISN = −1 
(使用上の注意④参照) 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CFTN-1参照． 

 
表 CFTN-1  コンディションコード 

コード  意味  処理内容  
0  エラーなし．   

30000  ISN = 0, NS < 1, NT < N,  
NT < NS又は，N ≠ 2l 
(l : 0 又は正整数) であった． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL  
② FORTRAN 基本関数...ATAN, ALOG, SQRT, 

SIN 
 
b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

離散型フーリエ変換及び，逆変換は一般的に 
(3.1)，(3.2) で定義される． 

1,...,1,0,1 1

0
−== ∑

−

=

− nkx
n

a
n

j

jk
jk ω  (3.1) 

1,...,1,0,
1

0
−== ∑

−

=

njax
n

k

jk
kj ω  (3.2) 

ここで， ( )ω π= exp 2 i n  

本サブルーチンでは，(3.1), (3.2) の左辺に

対応して,  { }n k
~α 又は { }~x j を求める.  ここで,  

{ }~α k , { }~x j はデータを入力した領域上で変換

を行うために，変換されたデータの並びが
正順となっていないことを意味する.  すなわ

ち， { }n k
~α  は{αk}に対して各要素が n 倍され

ており，かつそのデータの並びがビット逆
転の意味で逆順となっている．一方，{ }jx~ は

{xj}に対してそのデータの並びがビット逆転
の意味で逆順となっている． 
したがって，結果の正規化及びデータの並
べかえは必要に応じて行うこと． 
データの並べかえは，サブルーチン PNR に
より行うことができる． 
使用例①を参照すること． 

② 本サブルーチンの用途について 
通常,  フーリエ変換又は,  フーリエ逆変換を行
う場合はサブルーチンCFTを用いればよいが,  
変換，逆変換を連続処理するような場合は,  本
サブルーチン及びサブルーチンCFTRを併用す
る事により,  効率よく行うことができる． 
すなわち，本サブルーチンによるフーリエ
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変換の結果の { }n k
~α に対して，そのデータの

並びを正順にもどすことなく必要な処理を
行い, その後フーリエ逆変換をサブルーチン
CFTR により行う． 
したがって，通常行われるデータの並べか
えを必要としないために，処理速度が向上
する. 
ちなみに，CFTR では (3.3) (3.4) で定義さ
れるフーリエ変換，又はその逆変換を行う． 

1,...,1,0,~1

0
−== ∑

−

=

− nkxn
n

j

jk
jk ωα  (3.3) 

1,...,1,0,~1

0
−== ∑

−

=

njx
n

k

jk
kj ωα  (3.4) 

使用例②を参照すること． 
③ 多次元変換への応用について 

本サブルーチンは多次元変換への応用が可能で
ある.  多次元変換は2次元の場合，(3.5), (3.6) で
フーリエ変換及びフーリエ逆変換が定義され
る． 

12,...,02,11,...,01,

21
1

22
2

11
1

2

2,1

11

01
2,1

−=−=

=

−−
−

−

=

∑

∑

NKNK

x

NN

KJKJ
1N

=02J
JJ

N

J
KK

ωω

α

･･ ･

･

 (3.5) 

12,...,02,11,...,01,

22
2

11
1

2

2,1

11

01
2,1

−=−=

=

∑

∑
−

−

=

NJ   NJ

x

KJKJ
1N

=02K
KK

N

K
JJ

ωωα ･･ ･  (3,6) 

ここで， ( ) ( )ω π ω π1 2= =exp , exp2 1 2 2i N i N  

(3.5) を変形すると，(3.7) となる． 

∑∑
−

=

−
−

=

−=
12

02

22
22,1

11

01

11
12,1 21

1 N

J

KJ
JJ

N

J

KJ
KK x

NN
･･

･
ωωα (3.7) 

多次元変換 (3.7) は，まず，
J 2
∑により N2 項の 1

次元変換を Jl に関して N1 組行い、その結果に
対して

J1
∑により N1 項の 1 次元変換を J2 に関し

て N2 組行うことにより達成されることがわかる． 
本サブルーチンでは，1 回の呼出しで

J 2
∑による

N2 項の 1 次元変換を N1 組行う．(又は，1 回の
呼出しで

J1
∑による N1 項の 1 次元変換を N2 組行

う．) 
具体的には，以下のように指定し本サブルーチ

ンを呼びだせばよい． 
(a) {xj1,j2,j3}を，2 次元配列 A 及び B に，図 

CFTN-1 で示されるように格納する． 

 
図 CFTN-1  {xj1,j2}の格納方法 

(b) 次のように，本サブルーチンを 2 回呼び
出す． 
   … 
NT=N1*N2 
NS=1 
CALL CFTN(A,B,NT,N1,NS,1,ICON) 
NS=N1 
CALL CFTN(A,B,NT,N2,NS,1,ICON) 
   … 
ただし，これによって得られる結果は

{ }2,1
~21 KKNN α･ であるので，1 次元変換の

場合と同様に，正規化及びデータの並べ
かえは必要に応じて行うこと． 
データの並べかえは，サブルーチン PNR
により行うことができる． 
(3.6) で定義される逆変換の場合も，同様
に処理が可能である． 
また 2 次元以上も可能であり，3 次元の
場合については使用例③を参照すること． 
 

④ ISN の与え方について 
ISNでは，変換か逆変換かを指定するが，更に
次のように使い分けることができる．すなわち
NT個のデータの実部，虚部が，各々NT･Iなる
大きさの領域に，間隔Iで格納されている場合
は，次のように指定する． 

変換 : ISN = +I 
逆変換 : ISN = −I 

この場合，変換結果も間隔 I で格納される． 
 

c. 使用例 
① 1 次元変換の場合 

n項の複素時系列データ{xj}を入力して，フーリ
エ変換する．その結果のデータをサブルーチン
NRにより並べかえ{nαk}を求める． 
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n≤1024 (=210) の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024) 
      READ(5,500) N,(A(I),B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,N) 
      CALL CFTN(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL PNR(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,620) (I,A(I),B(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5 /(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     *      /(15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5) 
  620 FORMAT(15X,I5,2E20.7) 
      END 
 

② 変換･逆変換連続処理の場合 
n項の複素時系列データ{xj}入力して，本サブ

ルーチンによりフーリエ変換し { }n k
~α を求め

る． { }n k
~α に対して，そのデータの並びを正順

にもどすことなく必要な処理を行い (例中 …
部)，その結果に対してサブルーチンCFTRによ
りフーリエ逆変換する． 
n ≤ l024 (= 210) の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024) 
      READ(5,500) N,(A(I),B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,N) 
C     NORMAL TRANSFORM 
      CALL CFTN(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      IF(ICON.NE.0)STOP 
         : 
C     INVERSE TRANSFORM 
      CALL CFTR(A,B,N,N,1,-1,ICON) 
      IF(ICON .NE. 0)STOP 
      DO 10 I=1,N 
      A(I)=A(I)/FLOAT(N) 
      B(I)=B(I)/FLOAT(N) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,610) (I,A(I),B(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     *      /(15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'OUTPUT DATA'/ 
     *      /(15X,I5 ,2E20.7)) 
      END 
 

③ 3 次元変換の場合 
Nl, N2, N3項の複素時系列データ{xJ1,J2,J3}を入力
して，本サブルーチンによりフーリエ変換し 

}~321{ 3,2,1 KKKNNN α･･ を求める． 

}~321{ 3,2,1 KKKNNN α･･ に対して，そのデータの並

びを正順にもどすことなく必要な処理を行い 
(例中…部)，その結果に対してサブルーチン
CFTRによりフーリエ逆変換する． 
Nl･N2･N3 ≤ 1024 (= 210) の場合． 

なおデータは，図 CFTN-2で示されるように，1
次元配列上に格納してもよい． 

 

* 

* 

{xJ1, J2, J3}を格納する A(NT)なる 1 次元配列 

NT 
(=N1×N2×N3) 

x0,0,0

 

 

 

 

 

 

x1,0,0

 

 

 

 

 

 

x2,0,0 

x0,1,0 

x1,1,0 

x2,1,0 

xN1-1,0,0 

xN1-1,1,0 
x0,2,0 

xN1-1,N2-1,0 

x0,0,1 

x1,0,1 
x2,0,1 

xN1-1,N2-1,N3-1 
 

[注意]このように格納した場合のNSの与え方は，3回の 
呼び出し時に順に，1, N1, N1*N2とすればよい． 

図 CFTN-2  {xJ1,J2,J3}の格納方法 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024),N(3) 
      READ(5,500) N 
      NT=N(1)*N(2)*N(3) 
      READ(5,510) (A(I),B(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1, 
     *             NT) 
C     NORMAL TRANSFORM 
      NS=1 
      DO 10 I=1,3 
      CALL CFTN(A,B,NT,N(I),NS,l,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      NS=NS *N(I) 
   10 CONTINUE 
            : 
C     INVERSE TRANSFORM 
      NS=1 
      DO 20 I=1,3 
      CALL CFTR(A,B,NT,N(I),NS,-1,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      NS=NS*N(I) 
   20 CONTINUE 
C     NORMALIZATION 
      DO 30 I=1,NT 
      A(I)=A(I)/FLOAT(NT) 
      B(I)=B(I)/FLOAT(NT) 
   30 CONTINUE 
      WRITE(6,610) (I,A(I),B(I),I=1,NT) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(2E20.7) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=', 
     * 3I5//(15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0,10X,'OUTPUT DATA'/ 
     * /(15X,I5,2E20.7)) 
      END 

 
(4) 手法概要 

離散型複素フーリエ変換を,  8及び2を基底とする
高速変換手法 (高速フーリエ変換･FFT) により行う. 
ただし，変換結果は，ビット逆転の意味で逆順とす
る．高速フーリエ変換の原理については，サブルー
チンCFTの項を参照すること． 
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ここでは，n = 16なる場合の具体例について説明
する．まず，この場合フーリエ変換は (4.1) に表され
る． 

( )162exp

,15,...1,0,
15

0

i

kx jk

j
jk

πω

ωα

=

== −

=
∑

 (4.1) 

ただし (4.1) では通常の正規化定数1/16は省略してい
る．本サブルーチンでは，nを8と2の因数に分解す
る (n =8 × 2)． 
さて，k, j は (4.2) のように表わすことができる． 

70,10,2
10,70,8

1010

1010

≤≤≤≤+=
≤≤≤≤+=

jjjjj
kkkkk

･

･  (4.2) 

(4.2) を (4.1) に代入し,  共通項を整理すると (4.3) と
なる．ただし， ( ) 810 10

8
･

･ kkakk +≡+α と表示する． 

( )

( )2
8

2exp
16

2exp

2
2exp8

10

01
7

0

00
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0
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10

1

0

･･

･
･

･

jjx

kjikji

kjikk

j

j
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−







−=+

∑

∑

=

=

ππ

πα

 (4.3) 

本サブルーチンでは (4.3) を逐次計算する．結果は同
一領域に得るものとする． 
手順は以下のようになるが，図 CFTN-3も参照する
こと． 
a. 手順 l : ( ) ⇐+ 200 ･kjx  

)2(
8

2exp
16

2exp

10

7

0

0100

1

･

　　　

jjx

kjikji
j

+







−






− ∑

=

ππ
 (4.4) 

(4.4)を実行する． 
すなわち，

j1
∑ による 8 項のフーリエ変換を，

まず j0=0 に関して行う．すなわち，x0, x2, 
x4, x6, x8, x10, xl2, xl4 のデータに対して行う． 

次に，j0=1 に関して行う．すなわち，xl, x3, 
x5, x7, x9, x11, xl3, xl5 のデータに対して変換
を行う． 
この結果に対して回転因子  







−

16
2exp 00kjiπ  

を掛けるが j0=0 の場合は 1 であるので実質
的には不要である．  一方 j0=1 の場合は
k0=0 の場合を除いて，次の回転因子を順に
掛け合せる．すなわち，ξ=exp(−2πi/16) と
してξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6, ξ7 である．以上の結
果を x(j0+k0･2) に格納する． 

 
b. 手順 2 : ( ) ⇐+ 201 ･kkx  

( )2
2

2exp 00

1

0

10

0

･kjxkji
j

+





−∑

=

π  (4.5) 

(4.5) を実行する． 
すなわち，手順 1 の結果に対して

j0

∑ による

2 項のフーリエ変換を，まず k0=0 に関して
行う．すなわち x0, xlのデータに対して変換
を行う． 
同様に，k0=1,…,7 に関して各々2 項のフー
リエ変換を行う．この結果に対する回転因
子の掛合せは不要である． 
以上の結果を x(k1+k0･2) に格納する． 
 

これにより得られたx(k1+k0･2) は，求める“16項の
離散型複素フーリエ変換”の結果α(k0+k1･8) に対し

て，データの順位が逆順となり， ( )2~
01 ･kk +α で表

される．本サブルーチンでは，8項フーリエ変換の
結果はビット逆転の意味で逆順となるようにするこ

とにより，最終的な結果 ( )2~
01 ･kk +α は ( )810 ･kk +α

に対して，ビット逆転の意味で逆順となるようにし
ている． 

なお,  詳細については,  参考文献 [55], [56], 及び,  
[57] を参照すること． 
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( )210 ･jjx +  手順1 ( )200 ･kjx +   手順2  ( )2~
01 ･kk +α   
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[注意] ○印内の数字はデータ順位を示す．また，ξ=exp(−2πi/16)，8項フーリ

エ変換の結果は，ビット逆転の意味で逆順となるようにしているの

で， ( )2~
01 ･kk +α も ( )810 ･kk +α に対してビット逆転の意味で逆順と

なっている． 

図 CFTN-3  16項複素フーリエ変換の流れ図 (逆順出力) 
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F12-15-0302  CFTR, DCFTR 

離散型複素フーリエ変換 (8, 2基底FFT, 逆順入力) 
CALL CFTR (A, B, NT, N, NS, ISN, ICON) 

 
(1) 機能 

1次元 (項数n) の複素時系列データ{xj}が，ビット

逆転の意味で逆順であるデータ { }~x j として与えられ

たとき，離散型複素フーリエ変換，又はその逆変換
を高速変換手法 (FFT) により行う． 
ただし，n = 2l (l : 0 又は正整数) であること． 
① フーリエ変換 

{ }jx~ を入力し，(1.1) で定義する変換を行い，

{nαk}を求める． 

( )ni

nkxn
n

j

jk
jk

πω

ωα

2exp,

1,...,1,0,~1

0

=

−== ∑
−

=

−

 (1.1) 

② フーリエ逆変換 
{ }~α k を入力し，(1.2) で定義する変換を行い，

{xj}を求める． 

( )ni

njx
n

k

jk
kj

πω

ωα

2exp

,1,...,1,0,~1

0

=

−== ∑
−

=
 (1.2) 

ここで，変換された{nαk}, {xj}の並び順位は，
正順となる． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力． { }~x j 又は，{ }kα~ の実部． 

出力．{nαk}又は，{xj}の実部． 
大きさNTの1次元配列． 

B ············· 入力． { }~x j 又は，{ }kα~ の虚部． 
出力．{nαk}又は，{xj}の虚部． 
大きさNTの1次元配列． 

NT ·········· 入力．変換の対称となる { }~x j または, { }~α k  
が含まれるデータの総数 ( ≥ N, NS)． 
通常，NT = Nとして指定する． 
(使用上の注意③参照) 

N ············· 入力．変換の項数n． 
NS ··········· 入力．NT個のデータのうちn項の変換の対

象となる { }~x j 又は，{ }kα~ のあい隣り合う

データの間隔 ( ≥ 1かつ ≤ NT)． 
通常，NS = 1として指定する． 
(使用上の注意③参照) 

ISN ········· 入力．変換か逆変換かを指定する (≠ 0)． 
変換 : ISN = +l 
逆変換 : ISN = −l 
(使用上の注意④参照) 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CFTR-1参照． 

 
表 CFTR-1  コンディションコード 

コード  意味  処理内容 
0  エラーなし．   

30000  ISN = 0, NS < 1, NT < N,  
NT < NS又は, N≠2l  
(l : 0 又は正整数) であった． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基 本 関 数  ...ATAN, ALOG, 

SQRT, SIN 
 

b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

離散型複素フーリエ変換及び，逆変換は一般的
に (3.1), (3.2) で定義される． 

∑
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− −==
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( )ni

njx
n

k
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ωα

2exp,

1,...,1,0,
1

0

=

−== ∑
−

=

ここで

 (3.2) 

本サブルーチンでは，(3.1), (3.2) の右辺の { }~x j

又は{αk}に対応して，データの順位がビット逆

転の意味で逆順である { }~x j 又は { }~α k に対する

変換を行う．変換された結果は，(3.1), (3.2) の
左辺{αk}又は{xj}に対応して，{nαk}又は{xj}が
得られる.  すなわち, データの順位は正順とな
り,  かつ{αk}の要素はn倍された値となる. 
結果の正規化は必要に応じて行うこと． 

② 本ルーチンの用途について 
通常，フーリエ変換又は，フーリエ逆変換を行
う場合はサブルーチンCFTを用いればよいが，
変換･逆変換を連続処理するような場合は，サ
ブルーチンCFTN，及び本サブルーチンを併用
することにより，効率よく行うことができる． 
(サブルーチンCFTN「使用上の注意」参照) 

③ 多次元変換への応用について 
本サブルーチンは，多次元変換への応用が可能
である．例えば，2次元変換は，(3.5), (3.6) で
フーリエ変換及び逆変換が定義される． 
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12,...,1,02,11,...,1,01,
21

1 22

2

11

1

11

01

12

02
2,12,1

−=−=

= −−
−

=

−

=
∑ ∑

NKNK

x
NN

KJKJ
N

J

N

j
jjKK ωωα ･･

･
 (3.5) 

12,...,1,02,11,...,1,01,

22

2

11

1

11

01

12

02
2,12,1

−=−=

= ∑ ∑
−

=

−

=

NJNJ

x KJKJ
N

K

N

K
KKJJ ωωα ･･  (3.6) 

こ こ で ， ( ) ( )ω π ω π1 22 1 2 2= =exp , expi N i N  
(3.5) を変形すると (3.7) となる． 

ωωα 22

2

11

01

12

02
2,1

11

12,1 21
1 KJ

N

J

N

J
JJ

KJ
KK x

NN
･･

･

−
−

=

−

=

−∑ ∑=  (3.7) 

2 次元変換 (3.7) は，まず∑
2j
により N2 項の

1 次元変換を J1 に関して N1 組行い，その
結果に対して∑

1j
により N1 項の 1 次元変換

を J2 に関して N2 組行うことにより達成さ
れることが分る． 
本サブルーチンでは，1 回の呼出しで∑

2j
に

よる N2 項の 1 次元変換を N1 組まとめて行
うことが可能である．これにより，N2 項の
1 次元変換を個別に行う場合よりも計算の手
間が少なく，効率よく多次元変換を達成で
きる． 
具体的には，以下のように指定し本サブ
ルーチンを呼び出せばよい． 
(a) { }~xJ J1, 2 を，2 次元配列 A 及び B に，図 

CFTR-1 で示されるように格納する．. 
(b) 次のように，本ルーチンを 2 回呼び出す． 

   … 
NT=N1*N2 
NS=1 
CALL CFTR(A,B,NT,N1,NS,1,ICON) 
NS=N1 
CALL CFTR(A,B,NT,N2,NS,1,ICON) 
   … 

 

 
［注意］配列Aには， { }~x の実部を格納する．虚部は，B (N1, 

N2) なる2次元配列に，同様に格納する． 

図 CFTR-1  { }~xJ J1, 2 の格納方法 

ただし，これによって得られる結果は

{ }2,121 KKNN α･ であるので，1 次元変換の場合

と同様に，正規化は必要に応じて行うこと． 
(3.6) で定義される逆変換の場合も，同様に
処理が可能である． 
また 2 次元以上も可能であり，3 次元の場合
については使用例②を参照すること． 

④ ISN の与え方について 
ISNでは，変換か逆変換かを指定するが，更に
次のように使いわけることができる．すなわち

NT個の { }~x j 又は， { }~α k の実部，虚部が，各々

NT･I なる大きさの領域に間隔I で格納されてい
る場合は，次のように指定する． 

変換 : ISN = +I 
逆変換 : ISN = −I 

この場合，変換結果も間隔 I で格納される． 
  
c. 使用例 
① 1 次元変換の場合 

n項の複素時系列データ{xj}を入力し、サブルー
チンPNRにより，データの順位をビット逆転の

意味で逆順に並べ換える.  その結果の { }~x j に 対
して本サブルーチンによりフーリエ変換し
{nαk}を求める． 
n ≤ 1024 (= 210の場合) 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024) 
      READ(5,500) N,(A(I),B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,N) 
      CALL PNR(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL CFTR(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,620) (I,A(I),B(I),I=1 ,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     *      /(15X,I5 ,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5) 
  620 FORMAT('0',10X,'OUTPUT DATA'// 
     *      (15X,I5 ,2E20.7)) 
      END 

 
② 3 次元変換の場合 

N1, N2, N3項の3次元複素時系列データ 
{xJ1,J2,J3}を入力し，サブルーチンPNR荷より，
データの順位をビット逆転の意味で逆順に並べ
換える． 
その結果の { }~

,xJ J J1, 2 3 に対して本サブルーチンに

よりフーリエ変換し{N1･N2･N3αK1,K2, K3}を求め
る． 
なおデータ{xJ1,J2,J3}は，図 CFTR-2で示されるよ
うに，1次元配列上に格納してもよい． 



CFTR 

 253 

 

* 

* 

を格納するA(NT)なる1次元配列． 

( ) = × × N N N 1 2 3 

{ } ~ 
, , x J J J 1 2 3 

NT 

~ 
, , x 0 0 0 

~ 
, , x 1 0 0 

~ 
, , x 2 0 0 

~ 
, , x N 1 1 0 0 − 

~ 
, , x 1 1 0 

~ 
, , x 0 1 0 

~ 
, , x 2 1 0 

~ 
, , x N 1 1 1 0 − 

~ 
, , x 0 2 0 

~ 
, , x N N 1 1 2 1 0 − − 

~ 
, , x 0 0 1 

~ 
, , x 1 0 1 

~ 
, , x 2 0 1 

~ 
, , x N N N 1 1 2 1 3 1 − − −  

［注意］配列Aには, { }~x の実部を格納する． 虚部はB (NT) な

る1次元配列に，同様に格納する．このように格納し
た場合の NSの与え方は，3回の呼出し時に順に，1,  
N1, N1*N2とすればよい． 

図 CFTR-2  { }~ ,x J J J1, 2 3 の格納方法 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024),N(3) 
      READ(5,500) N 
      NT=N(1)*N(2)*N(3) 
      READ(5,510) (A(I),B(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1, 
     *             NT) 
      NS=1 
      DO 10 I=1,3 
      CALL PNR(A,B,NT,N(I),NS,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL CFTR(A,B,NT,N(I),NS,1,ICON) 
      NS=NS*N(I) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (I,A(I),B(I),I=1,NT) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(2E20.7) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=', 
     * 3I5/ /(15X,I5 ,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5) 
  620 FORMAT('0',10X,'OUTPUT DATA'// 
     * (15X,I5 ,2E20.7)) 
      END 

 
(4) 手法概要 

離散型複素フーリエ変換を 8及び 2を基底とする
高速変換手法 (高速フーリエ変換･FFT) により行う.
ただし入力データはビット逆転の意味で逆順に与え
られるものとする． 

高速複素フーリエ変換の原理については，サブ
ルーチンCFTの項を参照すること． 

ここでは，n = 16なる場合の具体例について説明
する．まず，この場合フーリエ変換は (4,1) で表され
る． 

( )162exp

,15,...,1,0,
15

0

i

kx
j

jk
jk

πω

ωα

=

== ∑
=

−

 (4.1) 

ただし，(4.1) では正規化定数1/16は省略してい
る． 

本ルーチンでは，nを2 と8 の因数に分解する (n = 
2×8)．さて，k, j は (4.2) のように表すことができる. 

70,10,8
10,70,2

1010

1010

≤≤≤≤+=
≤≤≤≤+=

jjjjj
kkkkk

･

･  (4.2) 

(4.2) を (4.1) に代入し，共通項を整理すると (4.3) と
なる．ただし， ( )

10 210 2 kkkk +≡+ ･･ αα と表示する． 

( ) ∑
= 






−=+

7

0

01
10

0
8

2exp2
j

kjjkk πα ･  

 






−

16
2exp 11kjiπ･  (4.3) 

 ( )∑
=

+






−

1

0
10

10

0

8
2

2exp
j

jjxkji ･･ π  

本サブルーチンでは，入力データがビット逆転の意
味で逆順に与えられる．すなわちx( j0･8+j1) の代りに

( )2~
10 ･jjx + で与えられることを考慮して (4.3) を逐

次計算する．結果は同一領域に得るものとする． 
手順は以下のようになるが，図 CFTR-3も参照す

ること． 
a. 手順 l : ( )⇐+ 2~

11 ･jkx  

( )∑
=

+






−

1

0
10

10

0

2~
2

2exp
j

jjxkji ･π  (4.4) 

(4.4) を実行する． 
すなわち, 

j 0
Σ による2項のフーリエ変換を,  まず

j1=0に関して行う．具体的には ~x0 , ~x1 に対して変

換を行う．同様に，j1=1,～, 7に関して2項の
フーリエ変換を行い, ( )2~

11 ･jkx + のように格納

する． 
 

b. 手順 2 : ( ) ⇐+ 2~
01 ･kkx  

( )2~
16

2exp
8

2exp

11

7

0

1101

1

･･ jkx

kjikji
j

+






−







−∑

=

ππ
 (4.5) 

(4.5) を実行する． 
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すなわち，手順1の結果に対して回転因子







−

16
2exp 11kjiπ を掛け Σ

j1
による8項のフーリエ

変換を行う．まず，k1=0の場合，回転因子は1
であるので掛け合せは不要であり， ,~,~,~

420 xxx  
,~,~,~,~

121086 xxxx ~x14 に対して変換を行う．K1=1の 
場合は， ~ , ~ , ~ , ~ , ~ , ~ , ~ , ~x x x x x x x x1 3 5 7 9 11 13 15 に対して回転

因子を掛けた後，変換を行う．回転因子は，

ξ π= −exp( / )2 16i と し た と き ,,,,, 43210 ξξξξξ  
,, 65 ξξ ξ 7 である． 

この2組の8項のフーリエ変換では，各々の入力
データのならびはビット反転の意味で逆順と
なっているため，各々の変換結果は正順にし，

( )2~
01 ･kkx + のように格納する． 

これによって得られた ( )2~
01 ･kkx + は，求める

“16項の離散型複素フーリエ変換”の結果

( )10 2 kk +･α に一致する． 

 
なお，詳細については，参考文献 [55], [56] 及び 

[57] を参照すること． 
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1 0
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−=+ ∑ ∑

= =

πππα  

( )2~
10 ･jjx +  手順1 ( )2~

11 ･jkx +  手順2 ( )120 kk +･α  
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［注意］○印内の数字はデータ順位を示す．また ξ π= −exp{ / }2 16i . 

図 CFTR-3  16項複素フーリエ変換の流れ図 (逆順入力) 
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A11-40-0101  CGSBM, DCGSBM 

行列格納モードの変換 
(一般モード→対称バンド行列用圧縮モード) 
CALL CGSBM (AG, K, N, ASB, NH, ICON) 

 
(1) 機能 

一般モードで格納された n × n，バンド幅hの実対
称バンド行列を，対称バンド行列用圧縮モードに変
換する． 

n > h ≥ 0であること． 
 

(2) パラメタ 
AG ·········· 入力．一般モードで格納された対称バンド

行列．AG (K, N) なる2次元配列． 
(使用上の注意①参照) 

K ············· 入力．配列AGの整合寸法 (≥ N) 
N ············· 入力．行列の次数n． 
ASB ········ 出力．対称バンド行列用圧縮モードで格納

された対称バンド行列． 
大きさn(h+1)−h(h+1)/2の1次元配列． 

NH ·········· 入力．行列のバンド幅 h． 
ICON ········ 出力．コンディションコード． 

表 CGSBM-1参照． 
 

表 CGSBM-1  コンディションコード 

コード  意味  処理内容 
0  エラーなし．  

30000 NH < 0, N ≤ NH 又は K<Nであ
った． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... MAX0 

 
b. 注意 
① 一般モードの対称行列の格納方法 

配列AGには，下バンド部分及び対角部分だけ
を与えればよい．上バンド部分は，サブルーチ
ン内で下バンド部分が複写される． 

② 領域の節約について 
配列AG上の内容を保存する必要のない場合は, 
EQUIVALENCE文によりEQUIVALENCE (AG 
(1,1), ASB (1)) と宣言すれば領域が節約でき
る．使用例参照． 

 
c. 使用例 

n × n，バンド幅 hの正値対称バンド行列が一般
モードで与えられたとき，これを対称バンド行
列用圧縮モードに移してLDLT分解する．サブ
ルーチンSBDLを用いて分解を行い，必要なモ
ード変換を本サブルーチン並びにサブルーチン
CSBGMで行う.  n ≤ 100, h ≤ 20の場合. 

 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION AG(100,100),ASB(1890) 
      EQUIVALENCE(AG(1,1),ASB(1)) 
   10 READ(5,500) N,NH 
      IF(N.EQ.0)STOP 
      K=100 
      READ(5,510) ((AG(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,NH,((I,J,AG(I,J), 
     *             I=1,N),J=1,N) 
      CALL CGSBM(AG,K,N,ASB,NH,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      EPSZ=0.0 
      CALL SBDL(ASB,N,NH,EPSZ,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL CSBGM(ASB,N,NH,AG,K,ICON) 
      WRITE(6,630) N,NH,((I,J,AG(I,J), 
     *             J=1,N),I=1,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(//10X,'** INPUT MATRIX **'/ 
     *10X,'ORDER=',I5,5X,'BANDWIDTH=',I5/ 
     *(2X,4('(',I3,',',I3,')',E17.8))) 
  610 FORMAT('1'/10X,'CGSBM ICON=',I5) 
  620 FORMAT(/10X,'SBDL ICON=',I5) 
  630 FORMAT('1'//10X,'DECOMPOSED MATRIX'/ 
     *10X,'ORDER=',I5,5X,'BANDWIDTH=',I5/ 
     *(2X,4('(',I3,',',I3,')',E17.8))) 
      END 
 
(4) 手法概要 

2次元配列AG上に一般モードで格納された実対称
バンド行列を，次に示す手順により，1次元配列上
に対称バンド行列用圧縮モードで格納する． 
a. 対角部分を対称軸として，下バンド部分を上バ

ンド部分に転送する． 

AG(I,J)→AG(J,I), I − h ≤ J ≤ I − 1 

 
b. AGの対角要素及び上バンド要素AG (I,J) を，

ASB上に転送する． 
転送はAGの1列目から列ごとに行う．対応関係
は次のとおりである． 

 
一般モード上 行列要素 対称バンド行列用 
の要素  圧縮モード上の要素 

AG (1, J)  −−→  aij  −−→  ASB  (J (J−1)/2+I) 
, I = 1, 2, ⋅⋅⋅, J   ,   J = l, 2, ⋅⋅⋅, h+1 

AG (1, J)  −−→  aij  −−→  ASB (hJ − h (h+1)/2+I) 
, I = J−h, J−h+1, ⋅⋅⋅, J , J = h+2, h+3, ⋅⋅⋅,N 
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A11-10-0101 CGSM, DCGSM 

行列格納モードの変換 
(一般モード→対称行列用圧縮モード) 
CALL CGSM (AG, K, N, AS, ICON) 

 
(1) 機能 

一般モードで格納された n × nの実対称行列を，
対称行列用圧縮モードに変換する．n ≥ 1であるこ
と． 

 
(2) パラメタ 
AG ·········· 入力．一般モードで格納された対称行列. 

AG (K, N) なる2次元配列． 
(使用上の注意①参照) 

K ············· 入力．配列AGの整合寸法 ( ≥ N)． 
N ············· 入力．行列の次数 n． 
AS ··········· 出力．対称行列用圧縮モードで格納された

対称行列．大きさn (n +1)/2の1次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 CGSM-1参照． 
 

表 CGSM-1 コンディションコード 

コード  意味  処理内容  
0 エラーなし．   

30000  N < 1 又は K < Nであった．  処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 

 
b. 注意 
① 一般モードの対称行列の格納方法 

配列AGには，下三角部分及び対角部分だけを
与えればよい．上三角部分は，サブルーチン内
において下三角部分が複写される． 

② 領域の節約について 
配列AG上の内容を保存する必要のない場合は, 
EQUIVALENCE文により 

EQUIVALENCE (AG(1,1), AS(1)) 

と宣言すれば領域が節約できる．使用例参照. 
 

c. 使用例 
n × nの正値対称行列が一般モードで与えられた
とき，その逆行列を求める． 
サブルーチンSLDL, LDIVを用いて求め，必要
なモード変換を，本サブルーチン並びにサブル
ーチンCSGMで行う．n ≤ 100の場合． 

 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),B(5050) 
      EQUIVALENCE(A(1,1),B(1)) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      K=100 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      CALL CGSM(A,K,N,B,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GOTO 10 
      EPSZ=0.0 
      CALL SLDL(B,N,EPSZ,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GOTO 10 
      CALL LDIV(B,N,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      CALL CSGM(B,N,A,K,ICON) 
      WRITE(6,640) ICON 
      WRITE(6,650)N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *            I=1,N) 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'// 
     *10X,'** INPUT MATRIX **'/ 
     *10X,'ORDER=',I5/(2X, 
     *4('(',I3,',',I3,')',E17.8))) 
  610 FORMAT(10X,'CGSM ICON=',I5) 
  620 FORMAT(10X,'SLDL ICON=',I5) 
  630 FORMAT(10X,'LDIV ICON=',I5) 
  640 FORMAT(10X,'CSGM ICON=',I5) 
  650 FORMAT('1'//10X,'** INVERSE ', 
     *'MATRIX **'/10X,'ORDER=',I5/(2X, 
     *4('(',I3,',',I3,')',E17.8))) 
      END 
 

(4) 手法概要 
2次元配列AG上に一般モードで格納された実対称

行列を，次に示す手順により，1次元配列上に対称
行列用圧縮モードで格納する． 
a. 対角部分を対称軸として，下三角部分を上三角

部分に転送する． 

AG(I,J)  →  AG(J,I), J<I 

 
b. AGの対角要素及び上三角要素AG (I,J) を，AS

のJ (J-1)/2 + I番目に転送する．ここでJ ≥ Iであ
る．転送は，AGの1列目から列ごとに行う. NT 
= n (n + 1)/2としたとき以下に対応関係を示す． 

 
一般モード上の要素 行列の要素 圧縮モード上の要素 

AG (1, 1) → a11 → AS (1) 
AG (1, 2) → a21 → AS (2) 
AG (2, 2)  → a22 → AS (3) 
     …  …      … 
AG (I, J)  → aji → AS (J (J − 1)/2+I) 
     …  …      … 
AG (N− 1, N)  → ann-1 → AS (NT − 1) 
AG (N, N)  → ann → AS (NT) 
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B21-15-0602  CHBK2, DCHBK2 

複素行列の固有ベクトルへの逆変換 
CALL CHBK2 (ZEV, K, N, IND, M, ZP, IP, DV,  

ICON) 
 

(1) 機能 
n次の複素ヘッセンベルグ行列Hのm個の固有ベク

トルを，複素行列Aの固有ベクトルへ逆変換する.た
だし，HはAに安定化基本相似変換を適用して得られ
たものとする．複素行列Aの固有ベクトルの正規化
は行わない． 

n ≥ 1であること． 
 

(2) パラメタ 
ZEV ········ 入力．複素ヘッセンベルグ行列Hのm個の

固有ベクトル． 
出力．複素行列Aのml個の固有ベクトル． 
ここで，mlは，INDの要素のうち，その値
が1であるものの個数である． 
ZEV (K,M) なる複素数型2次元配列． 

K ············· 入力．配列ZEV, ZPの整合寸法 (≥ n)． 
N ············· 入力．行列AとHの次数n． 
IND ········· 入力．固有ベクトル逆変換要不要の指定. 

IND (J) = 1なら，J番目の固有値に対応する
固有ベクトルの逆変換を行う． 
IND (J) = 0なら，行わない． 
大きさMの1次元配列． 
(使用上の注意①参照)． 

M ············ 入力．複素ヘッセンベルグ行列の全固有ベ
クトルに対応する固有値の総数m． 

ZP ··········· 入力．AからHへの変換行列のための情
報． 
ZP (K,N) なる複素数型2次元配列． 
(使用上の注意②参照) 

IP ············ 入力．AからHへの変換行列のための情
報． 
大きさnの1次元配列． 
(使用上の注意②参照) 

DV ·········· 入力．複素行列Aの平衡化に使われたスケ
ーリングファクタ． 
大きさnの1次元配列． 
平衡化が行われなかったとき，DVは1次配
列である必要はなく，このとき，DV=0.0
と指示できる． 
(使用上の注意③参照) 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CHBK2-l参照． 

表 CHBK2-1 コンディションコード 

コード  意味  処理内容 
0  エラーなし．   

10000  N=1であった． ZEV(1,1)=(1.0,0.0)
とする． 

30000  N<M, M<1 又は K<Nであった. 処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 

 
b. 注意 
① サブルーチンCHVEC呼出し後のパラメタZEV, 

IND,  Mは，本サブルーチンでそのまま入力で
きるようになっている． 

② サブルーチンCHES2のパラメタZAとIPは，本サ
ブルーチンのパラメタZPとIPに対応しているの
で，そのまま使用できる．ZPとIPの内容につい
ては，CHES2参照のこと． 

③ 平衡化によるスケーリングファクタDVの内容
については，サブルーチンCBLNC参照のこと. 

 
c. 使用例 

n次の複素行列の固有値と固有ベクトルを，以
下のサブルーチンを用いて計算する．ただし,固
有ベクトルは，固有値の求められた順に計算す
る． 
CBLNC ..... 複素行列の平衡化． 
CHES2 ..... 複素ヘッセンベルグ行列への変換. 
CHSQR ..... 複素ヘッセンベルグ行列の固有値. 
CHVEC ..... 複素ヘッセンベルグ行列の固有ベ

クトル． 
CHBK2 ..... 複素ヘッセンベルグ行列の固有ベ

クトルを複素行列の固有ベクトル
へ逆変換する． 

CNRML ..... 複素行列の固有ベクトルの正規化. 
n ≤ 100の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX ZA(100,100),ZE(100), 
     *ZAW(100,101),ZEV(100,100) 
      DIMENSION IND(100),DV(100),IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,ZA(I,J),J=1,N) 
      CALL CBLNC(ZA,100,N,DV,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      CALL CHES2(ZA,100,N,IP,ICON) 
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      DO 30 J=1,N 
      IM=MIN0(J+1,N) 
      DO 30 I=1,IM 
   30 ZAW(I,J)=ZA(I,J) 
      CALL CHSQR(ZAW,100,N,ZE,M,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      DO 40 I=1,M 
   40 IND(I)=1 
      CALL CHVEC(ZA,100,N,ZE,IND,M, 
     *           ZEV,ZAW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL CHBK2(ZEV,100,N,IND,M,ZA,IP, 
     *           DV,ICON) 
      CALL CNRML(ZEV,100,N,M,2,ICON) 
      CALL CEPRT(ZE,ZEV,100,N,IND,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'ORIGINAL MATRIX' 
     *//11X,'ORDER=',I5) 
  610 FORMAT(/2(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     *2E15.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'CONDITION CODE=',I5/) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチンCEPRTは，複素行列の

固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチンで
ある．その詳細については，サブルーチンCEIG2の
使用例参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

n次の複素ヘッセンベルグ行列Hのm個の固有ベク

トルを，平衡化された複素行列 A~ の固有ベクトルへ
逆変換し，更に平衡化を行う前の複素行列Aの固有
ベクトルへ逆変換する． 

複素行列Aの平衡化は，(4.1) に示す対角相似変換

により行い，平衡化された複素行列 A~ の複素ヘッセ
ンベルグ行列Hへの変換は，(4.2) に示すn−2回の安
定化基本相似変換により行う． 

ADDA 1~ −=  (4.1) 

221
1

1
1

2
1

2 ...~... −
−−−

−= nn SSSASSSH  (4.2) 

ただし，Dは対角行列であり，Siは置換行列Piと消
去行列Niとにより， 

1−= iii NPS   2,...,2,1 −= ni  (4.3) 

で表される． 
Hの固有値をλ，固有値λに対応する固有ベクトル

をyとすると， 

Hy y= λ  (4.4) 

が成り立つ．(4.1) と (4.2) の関係から，(4.4) は， 

yySSADSDSSS λ=−
−−−−

− 221
1

1
1

2
1

2 ...... nn
1  (4.5) 

となり，(4.5) の両辺にDS1S2…Sn-2を左側より乗ずる
と (4.6) となる． 

ySSDSySSADS 221221 ...... −− = nn λ  (4.6) 

したがって，Aの固有ベクトルxは，(4.7) となる． 

ySSDSx 221 ... −= n  (4.7) 

(4.7) の計算は，(4.8), (4.9) により行う．ただし， 

y=xn-1 

とする． 

1,2,...,2,1
1

1 −=== +
−

+ niiiiiii xNPxSx  (4.8) 

1Dxx =  (4.9) 

平衡化及び安定化基本相似変換の詳細は，サブル
ーチンCBLNC, CHES2参照のこと． 

なお，詳細については，参考文献 [13] の pp.339 – 
358を参照すること． 
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B21-15-0302  CHES2, DCHES2 

複素行列の複素ヘッセンベルグ行列への変換 
(安定化基本相似変換) 
CALL CHES2 (ZA, K, N, IP, ICON) 

 
(1) 機能 

n次の複素行列Aを，安定化基本相似変換 (部分ピ
ボッティングを伴うガウスの消去法) により，複素
ヘッセンベルグ行列Hヘ変換する． 

H S AS= −1  

ただしSは変換行列である．n ≥ lであること． 
 

(2) パラメタ 
ZA ·········· 入力．複素行列A． 

出力．複素ヘッセンベルグ行列H及び変換
行列S．(図 CHES2-1参照)． 
ZA (K, N) なる複素数塑2次元配列． 

K ············· 入力．配列ZAの整合寸法 (≥ n)． 
N ············· 入力．行列Aの次数n． 
IP ············ 出力．変換行列Sのための情報 (図 CHES2 

–1参照)．大きさnの1次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 CHES2-1参照． 
 

ZA IP
∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗
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×
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［注意］∗部分は，ヘッセンベルグ行列であり，他は変換行

列のための情報である．×は作業領域． 

図 CHES2-1  変換後の配列ZAとIP 

 
表 CHES2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N =1 又は N = 2であった． 変換しない． 
30000 K < N 又は N < 1であった． 処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... CSUM, AMACH, MGSSL 
② FQRTRAN 基本関数 ... REAL, AIMAG, ABS, 

AMAX1 

b. 注意 
① 出力された配列ZA及びIPは，行列Aの固有ベク

トルを求めるために必要となる． 
② 固有値の精度は，複素ヘッセンベルグ行列に変

換した時点である程度決定される．そのため，
できるだけ精度よく変換を行うことが必要であ
り，本サブルーチンではそのための考慮が払わ
れている．しかし，固有値に非常に大きいもの
と小さいものがあるとき，小さい方の固有値は
変換の影響を受けやすく，したがって，小さい
固有値を精度よく求めることが困難な場合があ
る． 

 
c. 使用例 

n次の複素行列を複素ヘッセンベルグ行列に変
換した後，サブルーチンCHSQRにより固有値
を計算する．n ≤ 100の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX ZA(100,100),ZE(100) 
      DIMENSION IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,ZA(1,J),J=1,N) 
      CALL CHES2(ZA,100,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,620) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,610) ((I,J,ZA(I,J), 
     *             J=1,N),I=1,N) 
      CALL CHSQR(ZA,100,N,ZE,M,ICON) 
      WRITE(6,640) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,650) (I,ZE(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'ORIGINAL MATRIX' 
     * //11X,'ORDER=',I5/) 
  610 FORMAT(/2(5X,'A(',I3,',',I3, 
     * ')=',2E15.7)) 
  620 FORMAT('0'//11X, 
     * 'HESSENBERG MATRIX') 
  630 FORMAT(/11X,'CONDITION CODE=',I5/) 
  640 FORMAT('0'/11X,'EIGENVALUES') 
  650 FORMAT(5X,'E(',I3,')=',2E15.7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

n次の複素行列Aの複素ヘッセンベルグ行列Hへの
変換は，次式で示されるようなn –2回の安定化基本
相似変換により行われる． 

2,...,2,1,1
1 −== −

− nkkkkk SASA  (4.1) 

ただし，A0=Aである． 
変換の終了した時点でAn-2は，複素ヘッセンベル

グ行列となる． 
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第k回目の変換は，次の手順で行う．ただし，

( )Ak ij
ka−

−=1
1)( とする． 

① Ak-1の第k列の第k+1行以降の要素 aik
k( −1) , i = k + 

1, ..., n の中でノルム最大の要素を見出す．ただ
し，ここでは  z = x + iy のノルムとして

z x y
1

= + を考えるものとする．ノルム最大

の要素が amk k
k( −1) であったとする．番号mkをIPの第

k要素として格納しておく． 
② mk = k+1ならば直ちに③ヘ行く．mk > k+1なら

ば，Ak-1の第k + 1行と第mk行の第k列以降の部分
を入れかえる． 

③ ak k
k
+

+
1

1
,

( ) をピボットとして，第k+2行以降の第k列要

素を消去する．実際には， 

( ) ( ) ( ) nkiaaa k
kk

k
ik

k
ik ,...,2,1

,1
1 +=−= −

+
−  (4.2) 

及び， 
( ) ( ) ( ) ( )

nkj
nki

aaaa k
jk

k
ik

k
ij

k
ij ,...,1

,...,2
,~ 1

,1
1

+=
+=

+= −
+

−  (4.3) 

という計算を行う． 
④ mk=k+1ならば直ちに⑤ヘ行く．mk > k+1なら

ば，第k +1列全体と第mk列全体とを入れかえ
る． 

⑤ この時点での第k+1列以降の要素を ~( )aij
k とする. 

第k +1列を次のように変形する． 

  ( ) ( ) ( ) ( ) niaaaa
n

kj

k
ik

k
ij

k
ik

k
ik ,...,2,1,~~

2
11 =−= ∑

+=
++

 (4.4) 

以上で第k回目の変換が終わる．②の段階での
行の入れかえは，図 CHES2-2の置換行列PkをAk-

1の左から乗ずることによって実現される．ま
た③の消去の計算は図 CHES2-3の消去行列Nkを
左から乗ずることによって実現される．したが
って， 

11 , −− == kkkkkk NPSPNS  (4.5) 

となる．ただし，Pk
-1= Pkであり，またNk

-1はNk

の非対角要素の符号を反転したもので与えられ
る． 
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図 CHES2-2  置換行列Pk 
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［注意］ aij

k( −1)
は，変換行列 Pk を掛け合わせた後の要素

である． 

図 CHES2-3  消去行列Nk 

Pkのための情報 mkはIPの第k要素として，そし
てNkのk +1列のk +2行以降の要素は，そのまま

aij
k( ) としてAのk列のk +2行以下に保存される． 

n = 2又はn = 1のときは変換は行わない． 
 
なお，詳細については，参考文献 [13] の pp.339 – 

358を参照すること． 
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B21-15-0402  CHSQR, DCHSQR 

複素ヘッセンベルグ行列の固有値 (QR法) 
CALL CHSQR (ZA, K, N, ZE, M, ICON) 

 
(1) 機能 

n次の複素ヘッセンベルグ行列Aの固有値を，QR
法により求める．ただしn ≥ lであること． 

 
(2) パラメタ 
ZA ·········· 入力．複素ヘッセンベルグ行列A． 

演算後，内容は保存されない． 
ZA (K,N) なる複素数型2次元配列． 

K ············· 入力．配列ZAの整合寸法 (≥ n)． 
N ············· 入力．複素ヘッセンベルグ行列Aの次数n. 
ZE ··········· 出力．固有値．J番目の固有値はZE (J) で

ある．( J = 1 ,2,..., M)． 
大きさnの複素数型1次元配列． 

M ············ 出力．求まった固有値の個数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 CHSQR-1参照． 
 

表 CHSQR-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし.  

10000 N = 1であった. ZE (1) = ZA (1, 1) とす
る.   

15000 固有値のすべてを求めつ
くすことはできなかった. 

Mに求まった固有値
の個数をセットする. 
1≤M<N. 

20000 固有値が，一つも求めら
れなかった. 

M = 0とする.  

30000 K < N 又は N < 1であった. 処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... REAL, AIMAG, CONJG, 

ABS, SIGN, AMAXl, SQRT, CSQRT 
 

b. 注意 
① 通常CHES2を実行した後，本サブルーチンによ

って固有値を求める． 
② 固有ベクトルをも必要とする場合は，本サブル

ーチンを呼び出す前に，配列ZAの内容を他の領
域へ移しておくこと． 

 
c. 使用例 

n次の複素行列を，サブルーチンCHES2によっ
て複素ヘッセンベルグ行列へ変換した後，固有
値を計算する．n ≤ 100の場合． 

 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX ZA(100,100),ZE(100) 
      DIMENSION IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,ZA(I,J),J=1,N) 
      CALL CHES2(ZA,100,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      CALL CHSQR(ZA,100,N,ZE,M,ICON) 
      WRITE(6,630) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) (I,ZE(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X, 
     * '** ORIGINAL MATRIX'//11X, 
     * '** ORDER=',I5/) 
  610 FORMAT(/2(5X,'A(',I3,',',I3, 
     * ')=',2E15.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE=', 
     * I5/) 
  630 FORMAT('0'/11X,'** EIGENVALUES') 
  640 FORMAT(5X,'E(',I3,')=',2E15.7) 
      END 
 

(4) 手法概要 
複素ヘッセンベルグ行列Aに対するQR法は,  (4.1) 

のユニタリ相似変換を逐次施すことによって，Aの
下副対角要素を零に収束させ，そのときの主対角要
素を固有値とする方法である． 

,...2,1,*
1 ==+ sssss QAQA  (4.1) 

ただしA1=Aとする． 

ここでQsは，(4.2) によりAsをQR分解したときに，
一意的に定まるユニタリ行列である． 

A Q Rs s s=  (4.2) 

(4.2) でRsは主対角要素が正の実数である上三角行列
である． 

QR法では通常収束を速めるために，Asの代りに
原点移動を行ったAs - ksIに対してQR分解を行う．こ
こでksは原点移動量である．すなわち，(4.2) の代り
に，(4.3) によりQs, Rsを定める． 

A I Q Rs s s sk− =  (4.3) 

以下に複素QR法の手順を示す. ただし ( ),)(s
ijs a=A  

( )ija=A とする． 
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① Asの下副対角要素 )(
21

)(
1, ...,, ss

nn aa −
に，零と見なすこ

とのできる要素があるかどうかを (4.4) により
調べる． 

( ) 2,...,1,,
11, −=<− nnlua s

ll A  (4.4) 

ただし，uは丸め誤差の単位，||   ||1は複素数 z= 
x + iyに対して， 

z x y
1

= +  (4.5) 

で定義されるノルム，||A||は 

A a
j ij

i

n
= ∑

=
max

1 1
 (4.6) 

で定義されるAのノルムである． 
(4.4) を満足したとき， al l

s
,

( )
−1 を零と見なす．満足

しないときは，②ヘ進む． 
(a) もしもl = nであれば， an n

s( ) を固有値とし，行

列の次数 nを 1だけ減らして①ヘ戻る． 
もしもn = 0となれば処理を終了する． 

(b) 2 ≤ l ≤ n − 1のときは，図 CHSQR-1のように
行列を分解する．そして，DをAsとし，②ヘ
進む． 

l

* * * * * * *
* * * * * * *

* * * * *
* * * * *

* * * *
* * *

* *

ε























→

















B C
D0  

［注意］εは零と見なした要素 

図 CHSQR-1  ヘッセンベルグ行列の直和分解 

② Asの右下すみの2×2の小行列の二つの固有値の
中で小さいノルム||     ||1を持つ方を原点移動量ks

とする．Asの対角要素からksを引いて As − ksIを
作る． 

 

③ l =1, 2, . .., n −1の順に，2次元のギブンスのユニ
タリ変換Pl

*を施し，As − ksIを右上三角行列Rsに
変換する． 

( ) sssnn k RIAPPPP =−−−
*

1
*

2
*

2
*

1 ...  (4.7) 

すなわち，(4.3) のQsは， 

121 ... −= ns PPPQ  (4.8). 

で表される． 
ユニタリ行列Plは，そのときまでの変換を受け
た行列As - ksIの第 l列の主対角要素 xと下副対角
要素 yから次のように定められる． 

1

1  

1
...O

1

1
O...

1

+

+

































−
=

l
l

ll

cs
sc

lP
 

ただし， 

c x r=  (4.9) 
c y r=  (4.10) 

r x y= +
2 2  (4.11) 

である． 
④ l =1, 2, ..., n −1の順に，2次元のギブンスのユニ

タリ変換Plを，Rsの右に施した後，対角要素に
原点移動量ksを加えてAs+1とする． 

IPPPRA snss k+= −+ 1211 ...  (4.12) 

本サブルーチンでは，実際には④の処理を，③の
処理の中に適当に組み入れて計算の高速化と記憶容
量の節約を図っている． 

なお．詳細については，参考文献 [12] 及び [13] 
pp.372-395を参照すること． 
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B21-15-0502  CHVEC, DCHVEC 

複素ヘッセンベルグ行列の固有ベクトル 
(逆反復法) 
CALL CHVEC (ZA, K, N, ZE, IND, M, ZEV,  

ZAW, ICON ) 
 

(1) 機能 
n次の複素ヘッセンベルグ行列Aの指定された固有

値 µに対応する固有ベクトルxを，逆反復法により求
める．固有ベクトルの正規化は行わない． 

n ≥ lなること． 
 

(2) パラメタ 
ZA ·········· 入力．複素ヘッセンベルグ行列A． 

ZA (K, N) なる複素数型2次元配列． 
K ············· 入力．配列ZA, EV及びZAWの整合寸法 

( ≥ n )． 
N ············· 入力．行列Aの次数n． 
ZE ··········· 入力．固有値 µ．第 j番目の固有値µjは 

ZE ( j) に格納する． 
大きさMの複素数型1次元配列． 

IND ········· 入力．固有ベクトル要不要の指定．µjに対
応する固有ベクトルを要求するときIND 
( j) = 1とし，不要のときはIND ( j) = 0とす
る． 
大きさMの1次元配列． 

M ············ 入力．配列ZEに格納されている固有値の
総数 (≤ n )． 

ZEV ········ 出力．固有ベクトルx． 
INDの指示に従って求められた固有ベクト
ルは，ZEVの第1列から，列ごとに格納さ
れるZEV (K, MK) なる複素数型2次元配
列．ただし，MKは求める固有ベクトルの
本数． 
(使用上の注意参照)． 

ZAW ······· 作業領域．ZAW (K, N + 1) なる複素数型2
次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CHVEC- 1参照． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, CSUM, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... REAL, AIMAG, ABS, 

MIN0, AMAXl, FLOAT, SQRT 
 

b. 注意 
① 求められた固有ベクトルの本数MKは，演算後

におけるINDの要素のうち，その値が1であるも
のの個数である．ところで，本サブルーチン
は，ある固有ベクトルが求められなかったと
き，その固有ベクトルのINDの情報を消去して
いるので，MKは演算前に指定した求めたい固
有ベクトルの本数以下である． 

表 CHVEC-1  コンディションコード 

コード  意味  処理内容 
0  エラーなし．   

10000  N = 1 であった． ZEV (1, 1) = 
(1.0, 0.0) とする. 

15000  ある固有値に対応する固有
ベクトルが求められなかっ
た. 

求められなかった固
有ベクトルのINDの
情報は消去される. 

20000 すべての固有ベクトルが求
められなかった． 

INDの情報はすべて
消去される． 

30000 M < 1, N < M 又は,  K < Nで
あった． 

処理を打ち切る. 

 
② 本サブルーチンで用いる固有値は，サブルーチ

ン CHSQR を用いて求めることができる． 
サブルーチンCHSQRで固有値を求めたとき
は，CHSQRのパラメタZE, Mが，そのまま本サ
ブルーチンのパラメタとして使用できる． 

③ 本サブルーチンは複素ヘッセンベルグ行列の固
有ベクトルを求めるためのものである． 
複素行列の固有ベクトルを部分的に求める場合
は， 
(a) まず，サブルーチンCHES2により複素行列

を複素ヘッセンベルグ行列に変換し， 
(b) 次に，サブルーチンCHSQRにより複素行列

の固有値を求め， 
(c) 本サブルーチンにより複素ヘッセンベルグ

行列の固有ベクトルを求め， 
(d) 最後にサブルーチンCHBK2により元の複素

行列の固有ベクトルへ逆変換すること． 
    なお，複素行列の固有値固有ベクトルを
すべて求めるときは，サブルーチンCEIG2を
用いた方がよい． 

④ 本サブルーチンは，③に示した手順で複素行列
の固有ベクトルを部分的に求める場合にも用い
ることを前提としている．したがって，固有ベ
クトルの正規化は行わない．正規化が必要な場
合はサブルーチンCNRMLで行うことができ
る． 

⑤ サブルーチンCHBK2やCNRMLを使用するとき
は，本サブルーチンのパラメタIND, M, ZEVは
そのままCHBK2やCNRMLの入力パラメタとし
て使用できる． 

 
c. 使用例 

n次の複素行列の固有値をCHES2とCHSQRの各
サブルーチンにより求め，固有ベクトルを本サ
ブルーチンとCHBK2により求め，サブルーチ
ン，CNRMLにより長さを1に (||x||2=1) 正規化す
る． 
n ≤ 100の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX ZA(100,100),ZAW(100,101), 
     *        ZE(100),ZEV(100,100) 
      DIMENSION IND(100),IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,ZA(I,J),J=1,N) 
      CALL CHES2(ZA,100,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      DO 30 J=1,N 
      IM=MIN0(J+1,N) 
      DO 30 I=1,IM 
   30 ZAW(I,J)=ZA(I,J) 
      CALL CHSQR(ZAW,100,N,ZE,M,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      DO 40 I=1,M 
   40 IND(I)=1 
      CALL CHVEC(ZA,100,N,ZE,IND,M,ZEV, 
     *           ZAW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL CHBK2(ZEV,100,N,IND,M,ZA, 
     *           IP,0.0,ICON) 
      CALL CNRML(ZEV,100,N,IND,M,2,ICON) 
      CALL CEPRT(ZE,ZEV,100,N,IND,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX', 
     *       5X,'N=',I3) 
  610 FORMAT(/2(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     *       2E15.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 
本使用例中のサブルーチンCEPRTは，複素行列の

固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチンで
ある．その詳細については，サブルーチンCEIG2の
使用例参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

n次の複素ヘッセンベルグ行列Aの固有値 λに対応
する固有ベクトルxを逆反復法により求める． 

逆反復法は，行列Aとその固有値λjの近似値µjが与
えられたとき， 

( ) ,...2,1,1 ==− − rrrj 　xxIA µ  (4.1) 

を，適当な初期ベクトルx0を与えて，反復的に解い
てゆき，収束条件を満足したときのxrを固有ベクト
ルとして採用する方法である． 

いま，n次の行列Aの固有値をλi (i=1,2,...,n), λiに対
応する固有ベクトルをuiとする． 

初期ベクトルx0が，行列Aの固有ベクトルuiの1次
結合， 

∑
=

=
n

i
ii

1
0 ux α  (4.2) 

で表せるから，xrは，すべての固有値λiが異なるも
のとすると， 

( )

( ) ( )


















−−+

−=

∑
≠
=

n

ji
i

r
ii

r
jjiijj

r
jjrx

1
  

 1

µλµλαα

µλ

uu
 (4.3) 

と書けることがわかる．i ≠ｊなる i については，一

般に ( ) ( )λ µ λ µj j i i− − 〈〈10. と考えられるので，(4.3) 

は，αj ≠ 0であれば，r が大きくなると，xrは uj の定
数倍に接近することを示している． 

(4.1) の連立方程式は，A − µj I を単位下三角行列L
と上三角行列Uとに分解し， 

LUx Pxr r= −1  (4.4) 
(Pは，軸交換のための置換行列である)． 

として解く．(4.4) を解くことは， 

11 −− = rr PxLy   (前進代入)    (4.5) 

1−= rr yUx  (後退代入)    (4.6) 

なる二つの連立方程式を解くことに帰着する． 
初期ベクトルx0 はどのように与えてもよいから,  

0
1

0 PxLy −=  (4.7) 

なるy0が特定の形，例えば，y0=(1,1,1,...,1)T となるよ
うにx0が与えられたとしてもよい．したがって，第1
回目には，(4.5) の前進代入を省略できる．一般に
は，2回目以降は前進代入と後退代入を繰り返すこ
とにより固有ベクトルを求めること ができる． 

本サブルーチンでは，逆反復法を適用するにあた
り，次のようにしている． 

 
a. 初期ベクトルの選定 

初期ベクトル y0 としては， 

  ry ⋅= EPS10  (4.8) 

を用いている．ここにベクトルr は， 

[ ] ,......2,1   , =−= kkkrk ΦΦ  (4.9) 

で定義される．一種の乱数の相連続したn個の
値を成分とするベクトルである.  ただし,  Φ は 

( ) 215 +=Φ  (4.10) 

で与えられる黄金分割比である.  また,  EPS1は 

EPS1 = ⋅u A  (4.11) 

である．ここに，uは丸め誤差の単位，ノルム
||A||は， 

∑
=

⋅=
n

i
ij

j
a

1
1

maxA  (4. 12) 
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で与えられる．ただし，複素数 z = x + iyに対し
て 

z x y
1

= +  (4. 13) 

と定義する． 
 

b. 2回目以降の反復ベクトルの正規化 

( )T
21 ,...,, rnrrr xxx=x  

とおくとき，r ≥ lに対しては， 

xr ri
i

n
x

1 11
= ∑ =

=
EPS1  (4.14) 

となるように正規化する． 
 

c. 収束判定の方法 
後退代入が終了したとき,  収束が達成されたか
どうかを，b.の正規化を行う前のxrについて, 

xr n
1

01≥ .  (4.15) 

により判定している．すなわち，(4.15) が満足
されれば，xrを固有ベクトルとして採用する． 
(4.15) が成り立たなかったときは，b.の正規化
を行って反復を続ける．5回反復しても収束が
達成されないときは，それ以上の処理を断念
し，非収束のまま次の固有ベクトルの処理に移
る． 

 
d. 固有値が重根又は接近根である場合の対策 

本サブルーチンでは初期ベクトル y0 は一種の乱
数で作られるので，固有値が重根又は接近根で
ある場合にも特別の処置を行う必要がない．た
だし，数値解の再現性を確保するために，乱数
は本サブルーチンの呼び出しごとに初期化され
る． 

 
なお，詳細については，参考文献 [13] pp.418-439

を参照のこと． 
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C22-15-0101  CJART, DCJART 

複素係数高次代数方程式（ヤラット法） 
CALL CJART (ZA, N, Z, ICON) 

 
(1) 機能 

複素係数高次代数方程式 

0......1
10 =+++ −

n
nn azaza  (1.1) 

(ai : 複素数， |a0| ≠ 0) 
 

の根をヤラット法により求める．n≥1． 
 

(2) パラメタ 
ZA ··········· 入力．代数方程式の係数． 

大きさn + 1の複素数型1次元配列． 
ZA (1) = a0 
ZA (2) = a1 

… 
ZA(N+1)=an 
の順に与える． 
演算後内容は保存されない． 

N ············· 入力．代数方程式の次数n． 
出力．求まった根の個数． 
(使用上の注意参照)． 

Z ············· 出力．n 個の根．大きさnの複素数型1次元
配列． 
根は求まった順にZ (1), Z (2), ... に出力さ
れる． 
したがって求まった根の個数をNとすると
それらの根はZ (1) からZ (N) までにセット
されている． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CJART-1参照． 

 
表 CJART-l  コンディションコード 

コード  意味  処理内容 
0 エラーなし．  

10000 n根を，すべては求めつく
すことができなかった． 

求まった根の個数をパ
ラメタNに，そして，
根をZ(1) ～ Z(N) に出
力する． 

30000 n < 1，又は |a0 |=0であっ
た. 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, CQDR, MGSSL, UCJAR  
② FORTRAN 基本関数 ... CMPLX, SQRT, CABS, 

CONJG, AIMAG, REAL, ABS. 
 

b. 注意 
① 配列ZA, Zは本サブルーチンを呼び出す側のプ

ログラムにおいてCOMPLEX宣言をすること． 

② nが1または2の場合は，ヤラット法を使わず，
根の公式を使って計算している． 

③ n次代数方程式は n個の根を持つが，ごくまれ
に，必ずしもそのすべてを求めることができな
いことがある．利用者はこのことに注意され，
パラメタICONあるいはNの演算後の値を確認さ
れたい． 

 
c. 使用例 

次数n，複素係数 aiを入力し，根を求める． 
1 ≤ n ≤ 50の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(51),Z(50) 
      COMPLEX ZA,Z 
      READ(5,500) N 
      N1=N+1 
      READ(5,510) (ZA(I),I=1,N1) 
      DO 10 I=1,N1 
      K=I-1 
   10 WRITE(6,600) K,ZA(I) 
      CALL CJART(ZA,N,Z,ICON) 
      WRITE(6,610) N,ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,620) (I,Z(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I2) 
  510 FORMAT(2F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'A(',I2,')=',2E20.8) 
  610 FORMAT(10X,'N=',I2,5X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(10X,'Z(',I2,')=',2E20.8) 
      END 
 

(4) 手法概要 
本サブルーチンが適用している手法は，反復解法

の一種であるGarside-Jarratt-Mackの方法を多少，修
正したものである．代数方程式を 

( ) 0......1
10 =+++≡ −

n
nn azazazf  (4.1) 

とすると，この根と 

( ) ( ) ( ) 01 =≡ zfzfzF '  (4.2) 

の根とは一致し，しかも (4.2) は単根しか持たないの
で (4.2) を解いた方が収束の速さにおいて有利であ
る．このことが本サブルーチンの基本である． 

 
反復公式について 

z1, z2, z3 をある根に対する三つの初期値とし， 
 | f(a3)| ≤ | f(a2)| ≤ | f(a1)| を満たしているものとする．
このとき反復公式として以下の三つを使い分ける. 
以下 Fi ≡ )( izF   i = l, 2,3としておく． 

 
方法1 

ある根αの近傍では 

( ) ( ) ( )1 F z z a b cz≈ − +   (4.3) 
a, b, cは定数 
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と近似できる．ゆえに z1, z2, z3において (4.3) が
成り立つように aを決めれば，その aは新しい
近似根となり得る．すなわち， 

( )( )( )
( )( ) ( )( )a z

z z z z F F
z z F F z z F F

= +
− − −

− − + − −3
2 3 3 1 2 1

3 2 2 1 1 2 3 2

 (4.4) 

 
方法2  (ニュートン法) 

次のa’を新しい近似値とする． 

′ = −a z F3 31  (4.5) 

方法3  (修正ニュートン法) 
条件， 

( )f z u an3 1<  (4.6) 

ここで u1= uu   ,  は丸め誤差の単位 

を満たすとき，求めようとしている根の多重度

mを ( )m z a F≈ −3 3 と近似し，次のa″ を新しい近

似根とする． 

′′ = −a z m F3 3  (4.7) 

常に方法1，方法2を併用し修正量の小さい方の結
果を新しい近似根z4として採用し，z4, z3, z2を新たに
z3, z2, z1とみなして繰り返す．なお方法3は収束を速
めるために使う． 

 
初期値のとり方 

   waa n
n 51

0 =  (4.8) 

とし，初期値 z1, z2, z3 として 

iw w iw iw, ,− + 2  (4.9) 

をとる．その順序は | f(z3)| ≤ | f(z2)| ≤ | f(z1)| となるよ
うにする．もし50回の反復を行っても収束しなかっ
た場合は，再び初期値として 

− + − + − +3 2 2 2 3 3w iw w iw w iw, ,  

をとり実行する．根α が求まったなら 

( ) ( ) ( )α−= zzfzg  

と次数を下げ，このg(z) を新たに f(z) と見なし，こ
のときのw を求め， 

α,2, iwwiww ±−±−  (4.10) 

を f(z)=0を解くための初期値とする．複合はα の虚

部の符号に一致するようにとる． 
 

オーバフローの防止 
f(z) あるいは f ’(z) を計算するときオーバフローを

起す恐れがあるのでそれを防止するためここでは一
つの手段として，f(z) の係数を，それらの絶対値の
相加平均で正規化する． 

 
収束判定法 

( ) ∑
=

−≤
n

i

in
i zanuzf

0
33 10  (4.11) 

を満たしたとき収束したと判断しz3 を根として採用
する． 

 
なお，詳細については，参考文献 [26], [27] を参

照すること． 
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A22-15-0202  CLU, DCLU 

複素行列のLU分解（クラウト法） 
CALL CLU (ZA, K, N, EPSZ, IP, IS, ZVW, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n の正則な複素行列Aをクラウト法によりLU
分解する． 

PA = LU (1.1) 

ただし，P は部分ピボッティングによる行の入れ換
えを行う置換行列，L は下三角行列，U は単位上三
角行列である．n ≥ lであること． 

 
(2)  パラメタ 
ZA ··········· 入力．行列A． 

出力．行列Lと行列U． 
図 CLU-1参照． 
ZA(K, N) なる複素数型2次元配列． 

K ············· 入力．配列ZAの整合寸法 (≥ N)． 
N ············· 入力．行列Aの次数 n． 
EPSZ······· 入力．ピボットの相対零判定値 (≥0.0)． 

0.0のときは標準値が採用される． 
(使用上の注意①参照) 

IP ············ 出力．部分ピボッティングによる行の入換
えの履歴を示すトランスポジションベクト
ル． 
大きさ nの1次元配列． 
(使用上の注意②参照) 
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図 CLU-1  演算後の配列ZAにおけるL及びUの各要素の格納方法 

IS ············ 出力．行列 Aの行列式を求めるための情
報．演算後の配列ZAの n個の対角要素とIS
の値を掛け合わせると行列式が得られる. 

ZVW ······· 作業領域．大きさ nの複素数型1次元配列. 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 CLU-1参照． 
 

表 CLU-l  コンディションコード 

コード  意味  処理内容 
0 エラーなし．  

20000  行列Aのある行の要素がすべ
て零であったか又はピボット
が相対的に零となった．行列
Aは非正則の可能性が強い． 

処理を打ち切る. 

30000  K < N, N < 1 又は, EPSZ < 0.0
であった． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... AMACH, CSUM, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ..... REAL, AIMAG, ABS 
 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定値EPSZに10-sを設定した

とすると，この値は次の意味を持っている． 
すなわち，クラウト法によるLU分解の過程で
ピボットの実部と虚部の値が，同時に10進s桁
以上の桁落ちを生じた場合に，そのピボットを
相対的に零と見なし，ICON = 20000として処理
を打ち切る． 
EPSZの標準値は丸め誤差の単位をu としたと
き，EPSZ = l6･uである． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZへ極小の値を与えればよ
いが，その結果は保証されない． 

② トランスポジションベクトルとは，部分ピボッ
ティングを行うLU分解 

PA = LU  

における置換行列に相当する． 
本サブルーチンでは，部分ピボッティングに伴
い配列ZAの内容を実際に交換している．すな
わち，分解のJ段階目 (J = 1 , ..., n) において第 I
行がピボット行として選択された場合には，配
列ZAの第 I行と第J行の内容が交換される．そ
してその履歴を示すためにIP(J) にIが格納され
る． 

③ 本サブルーチンに続けて，サブルーチンCLUX
を呼び出すことにより，連立1次方程式を解く
ことができる．しかし，通常はサブルーチン
LCXを呼び出せば，1度に解が求められる． 
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c. 使用例 
n × nの複素行列を入力して，LU分解する． 
n ≤ 100の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(100,100),ZVW(100), 
     *          IP(100) 
      COMPLEX ZA,ZVW,ZDET 
      READ(5,500) N 
      IF(N.LE.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,ZA(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      CALL CLU(ZA,100,N,0.0,IP,IS,ZVW, 
     *         ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      ZDET=CMPLX(FLOAT(IS),0.0) 
      DO 10 I=1,N 
      ZDET=ZDET*ZA(I,I) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (I,IP(I),I=1,N) 
      WRITE(6,630) ((I,J,ZA(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      WRITE(6,640) ZDET 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5(2F8.3)) 
  600 FORMAT('1'//10X,'**INPUT MATRIX **', 
     * /12X,'ORDER=',I5/(5X, 
     * 2('(',I3,',',I3,')',2E15.8,2X))) 
  610 FORMAT('0',10X,'CONDITION CODE =', 
     * I5) 
  620 FORMAT('0',10X,'TRANSPOSITION ', 
     * 'VECTOR'/(10X,7('(',I3,')',I5,5X))) 
  630 FORMAT('0',10X,'OUTPUT MATRIX'/ 
     * (5X,2('(',I3,',',I3,')',2E15.8, 
     * 2X))) 
  640 FORMAT('0',10X, 'DETERMINANT OF ', 
     * 'MATRIX',2E20.8) 
      END 
 

(4) 手法概要 
a. クラウト法 

n × nの正則な複素行列Aは通常，部分ピボッテ
ィングによる行の入れ換えを行って，下三角行
列Lと単位上三角行列Uの積に分解することが
できる． 

PA = LU (4.1) 

ただし，P は部分ピボッティングによる行の入
換えを行う置換行列である．このLとU の要素
を逐次求める方法の１つがクラウト法である．
本サブルーチンでは，次の等式により, Lの j 番
目の列，U の j 番目の列 ( j = l, ... , n) の順に値
を求める． 

( ) 1,...,1,
1

1
−=−= ∑

−

=
jilau ij

i

k
kjikijij ul  (4.2) 

∑
−

=

=−=
1

1
,...,    ,

j

k
kjikijij njilllal  (4.3) 

ただし，A = ( aij ) , L = ( lij ) , U = ( uij ) である. 
また，実際には置換行列による行の入換えが必
要である． 
クラウト法はガウス消去法の変形であって,  両
者は同じ計算を行うので計算量は等しいが,  計
算順序は異なっている．クラウト法ではLとU 
の要素を求める際に (4.2), (4.3) で一度に計算す
るが，このときの積和計算を精度を上げて計算
することにより，丸め誤差の影響を少なくして
いる． 

 
b. 部分ピボッティング 

例えば，行列Aが 









⋅+⋅+
⋅+⋅+

=
0.00.00.00.1
0.00.10.00.0

ii
ii

A  

で与えられたとき，これは数値的に極めて安定
であるにもかかわらず，このままではもはや
LU分解は不可能である． また行列が数値的に
安定であっても，そのまま単純にLU分解した
のでは大きな誤差が生じる場合もある．本サブ
ルーチンでは，このような事態を回避するため
に，行を均衡化 (row equilibrated) した部分ピボ
ッティングを行っている． 
 

なお，詳細については,  参考文献 [1], [3] 及び [4] 
を参照すること． 
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A22-15-0602  CLUIV, DCLUIV  

LU分解された複素行列の逆行列  
CALL CLUIV (ZFA, K, N, IP, ICON)  
 

(1) 機能  
LU分解されたn × nの複素行列Aの逆行列A-1を求

める． 

A U L P− − −=1 1 1  

ただし，L, U はそれぞれ n × n の下三角行列と単
位上三角行列であり，P はLU分解におけるピボッテ
ィングによる行の入換えを示す置換行列である． 

n ≥ lであること． 
 

(2) パラメタ  
ZFA ········ 入力．行列Lと行列U． 

出力．逆行列A-1． 
ZFA (K, N) なる2次元配列． 
図 CLUIV-1参照． 

K ············· 入力．配列ZFAの整合寸法 (≥ N )． 
N ············· 入力．行列L, U の次数n． 
IP ············ 入力．ピボッティングによる行の入換えの

履歴を示すトランスポジションベクトル． 
大きさnの１次元配列． 
(使用上の注意③参照) 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CLUIV-1参照． 
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図 CLUIV-1  配列ZFAにおけるL及びUの各要素の格納方法 

表 CLUIV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 複素行列が非正則であった． 処理を打ち切る. 
30000 K < N, N < 1 又は，IPに誤り

があった． 
処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意  
a. 使用する副プログラム  
① SSL II ..... CSUM, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ..... なし． 

 
b. 注意  
① 本サブルーチンは，LU分解された複素行列を入

力して，分解された元の複素行列の逆行列を計
算する．分解はサブルーチンCLUにより行い，
続けて本サブルーチンを呼び出すことにより逆
行列を求めることができる． 

② 連立１次方程式を解く場合には，サブルーチン
LCXを用いること．逆行列を求めて解くこと
は，LCXを用いるときよりも演算回数が多くな
るので避けた方がよい．本サブルーチンは逆行
列が必要なときだけ使用すること． 

③ トランスポジションベクトルとは，部分ピボッ
ティングを行うLU分解 

PA LU=  

における置換行列Pに相当する． 
サブルーチンCLUの使用上の注意②を参照する
こと． 

 
c. 使用例 

n × nの複素行列を入力して，その逆行列を求め
る．n ≤ 100の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(100,100),ZVW(100), 
     *          IP(100) 
      COMPLEX ZA,ZVW 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,ZA(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      CALL CLU(ZA,100,N,0.0,IP,IS,ZVW, 
     *         ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL CLUIV(ZA,100,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,630) ((I,J,ZA(I,J),I=1,N), 
     *             J=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(//11X,'**INPUT MATRIX**'/12X, 
     *'ORDER=',I5/(2X,4('(',I3,',',I3,')', 
     *2E16.8))) 
  610 FORMAT('0',10X,'CONDITION ', 
     *'CODE(CLU)=',I5) 
  620 FORMAT('0',10X,'CONDITION ', 
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     *'CODE(CLUIV)=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'**INVERSE MATRIX**', 
     */(2X,4('(',I3,',',I3,')',2E16.8))) 
      END 

 
(4) 手法概要 

n × nの複素行列AのLU分解された行列L, U 及び
LU分解におけるピボッティングによる行の入換えを
示す置換行列Pが与えられたとき，Aの逆行列A-1を
求めることを考える． 
ところで 

PA = LU (4.1) 

であるから 

( ) PLULUPA 11111 −−−−− ==  (4.2) 

となる．そこで，LとUの逆行列を求めて，U -1に対
してL-1を右側から掛け，その結果に対して，Pを右
側から掛けてAの逆行列A-1を計算する． 

なお，以降の説明のためにL及びUを(4.3)で表す. 

( ) ( )ijij ,L uUl ==    (4.3) 

a. L-1の計算 
下三角行列Lの逆行列L-1も下三角行列となるの
で，L-1を (4.4) で表すと， 

( )ijl~1 =−L  (4.4) 

LL-1=Iより，(4.5) が成り立つ． 

∑
=

=
n

k
ijijij ll

1
,

~
δ  





≠
=

=
ji
ji

ij ,0
,1

δ  (4.5) 

(4.5) を 

ij

i

jk
ijiikjik llll δ=+∑

−

=

1 ~~
 

と変形させて，L-1の第 j列目 (j=1,...,n) の要素 ijl
~

を次のように求める． 

jjjj

iikj

i

jk
ikij

ll

njillll

1~

,...,1   ,~~ 1

=

+=







−= ∑

−

=
 (4.6) 

ここで， ( )njilii ,..., 0 =≠ とする． 
 

b. U-1の計算 
単位上三角行列U の逆行列U-1 も単位上三角行
列となるので，U-1を (4.7) で表すと， 

( )iju~1 =−U  (4.7) 

U U -1=I より，(4.8) が成り立つ． 

ij

n

k
kjikuu δ=∑

=1

~  





≠
=

=
ji
ji

ij     ,    0
    ,    1

δ  (4.8) 

uii = 1であるので，(4.8) を 

ij

j

ik
kjikij uuu δ=+ ∑

+= 1

~~  

と変形させて，かつ ~ujj =1を考慮してU-1の第 j列

目 (j=n,...,2) の要素 iju~ を次のように求める. 

1,...,1    ,~~
1

1
−=−−= ∑

−

+=

jiuuuu
j

ik
kjikijij  (4.9) 

 
c. U-1L-1Pの計算 

行列U-1とL-1の掛け合わせた結果を行列Bとする
とき，行列Bの要素 bijは 

1,...,1,~~ −== ∑
=

jilub
n

ik
kjikij

 

njilub
n

ik
kjikij ,...,,~~ == ∑

=

 

より求められる．そこで， ~uii =1を考慮してBの
第 j列目 (j=1, ...,n) の要素bijは (4.10) の計算をし
て求める． 

njilulb

jilub

n

ik
kjikijij

n

jk
kjikij

,...,    ,~~~

1,...,1    ,~~

1
=+=

−==

∑

∑

+=

=  (4.10) 

次に，行列Bに対して置換行列を掛け合わせ
て，A-1の要素 aij を求める．しかし，実際に
は，トランスポジションベクトルIPの値を参照
して行列Bの列の入換えだけでA-1の要素を求め
る． 
なお，(4.6), (4.9) 及び (4.10) に関する計算のう
ち積和計算部分は精度を上げて行うことによ
り，丸め誤差の影響を少なくしている． 

また，詳細については，参考文献 [1] を参照する
こと． 
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A22-15-0302  CLUX, DCLUX  

LU分解された複素行列の連立１次方程式 
CALL CLUX (ZB, ZFA, K, N, ISW, IP, ICON) 
 

(1) 機能  
LU分解された複素係数行列を持つ連立1次方程式 

LUx = Pb (1.1)  

を解く．ただし，L, U はそれぞれ n × nの下三角行列
と単位上三角行列，P は置換行列 (係数行列をLU分
解したときの部分ピボッティングによる行の入換え
を行う)，bは n次元の複素定数ベクトル，xは n次元
の解ベクトルである．なお，方程式 (1.1) の代わりに 

Ly = Pb (1.2) 
Uz= b  (1.3) 

のいずれかを解くこともできる． 
n ≥ 1であること． 
 
(2) パラメタ 
ZB ··········· 入力．定数ベクトルb． 

出力．解ベクトルx, y, zのうちいずれか． 
大きさnの１次元配列． 

ZFA ········ 入力．行列 Lと行列U． 
図 CLUX-1参照． 
ZFA (K, N) なる複素数型2次元配列． 

K ············· 入力．配列ZFAの整合寸法 ( ≥N)．  
N ············· 入力．行列 L, U の次数 n． 
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図 CLUX-1  配列ZFAにおけるL及びUの各要素の格納方法 

ISW········· 入力．制御情報． 
1のとき，xを求める． 
2のとき，yを求める． 
3のとき，zを求める． 

IP ············ 入力．部分ピボッティングによる行の入換
えの履歴を示すトランスポジションベクト
ル． 
大きさnの1次元配列． 
(サブルーチンCLUの使用上の注意②参照)  

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CLUX-1参照． 

 
表 CLUX- 1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000  係数行列が非正則であった． 処理を打ち切る. 
30000 K<N, N<1, ISW ≠ 1, 2, 3 又は, 

IPに誤りがあった. 
処理を打ち切る. 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... CSUM, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ..... なし． 
 
b. 注意 
① 連立1次方程式を解く場合，サブルーチンCLU

を呼び出して，係数行列をLU分解させてから，
本サブルーチンを呼び出せば方程式を解くこと
ができる．しかし，通常サブルーチンLCXを呼
び出せば，一度に解が求められる．  

 
c. 使用例 

n × nの複素係数行列をサブルーチンCLUにより
LU分解させてから，複素係数連立1次方程式を
解く．n ≤ 100の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(100,100),ZB(100), 
     *    ZVW(100),IP(100) 
      COMPLEX ZA,ZB,ZVW 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      READ(5,510) (ZB(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,ZA(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      WRITE(6,610) (I,ZB(I),I=1,N) 
      CALL CLU(ZA,100,N,0.0,IP,IS,ZVW, 
     *         ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL CLUX(ZB,ZA,100,N,1,IP,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,640) (I,ZB(I),I=1,N) 
      STOP 
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  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5(2F8.3)) 
  600 FORMAT(///10X,'**COMPLEX MATRIX **', 
     * /12X,'ORDER=',I5/(5X,2('(',I3,',', 
     * I3,')',2E15.8,2X))) 
  610 FORMAT('0',10X,'CONSTANT VECTOR', 
     * /(5X,3('(',I3,')',2E15.8,2X))) 
  620 FORMAT('0',10X,'CONDITION ', 
     * 'CODE(CLU)=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'CONDITION ', 
     * 'CODE(CLUX)=',I5) 
  640 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR', 
     * /(5X,3('(',I3,')',2E15.8,2X))) 
      END 
 

(4) 手法概要 
連立1次方程式  

LUx = Pb (4.1)  

を解くことは，次の二つの方程式 

Ly = Pb (4.2) 
Ux= y  (4.3)  

を解くことに帰着される． 

a. Ly = Pbを解く  (前進代入) 

nilylby ii

i

k
kikii ,...,1    ,

1

1
=








−′= ∑

−

=

 (4.4) 

なる式で逐次求める．ただし，L=(lij), 
yT=(y1,…,yn), (Pb)T=(b’1,…, b’n) である． 

 
b. Ux = yを解く  (後退代入)  

1,...,    ,
1

nixuyx
n

ik
kikii =−= ∑

+=

 (4.5)  

なる式で逐次求める．ただし，U=(uij), 
xT=(x1,…,xn) である． 

 
なお，(4.4) と (4.5) の積和計算を精度を上げて行

うことにより，丸め誤差の影響を少なくしている. 
また，詳細については，参考文献 [1], [3] 及び [4] 

を参照すること． 
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B21-15-0702  CNRML, DCNRML  

複素行列の固有ベクトルの正規化  
CALL CNRML (ZEV, K, N, IND, M, MODE,  

ICON)  
 

(1) 機能 
n次の複素行列の m個の固有ベクトルxi (i= l, ..., m) 

が与えられたとき，(1.1) 又は (1.2) の正規化を行い
ベクトルyiを求める． 

∞
= iii xxy  (1.1) 

2iii xxy =  (1.2) 

ただし，n ≥ 1であること． 
 

(2) パラメタ 
ZEV ········ 入力．m個の固有ベクトルxi (i= l, 2, ..., m). 

ベクトルxiは，ZEVの第1列から，列ごと
に格納すること．(使用上の注意①参照)． 
出力．正規化されたm個の固有ベクトルyi. 
ベクトルyiは，対応するベクトルxi上に格
納される． 
ZEV(K, M) なる複素数型2次元配列． 

K ············· 入力．配列ZEVの整合寸法 (≥ n)． 
N ············· 入力．複素行列の次数n． 
IND ········· 入力． 正規化を行う固有ベクトルの指定. 

IND (j) = 1のときは，j番目の固有値に対応
する固有ベクトルの正規化を行う． 
IND (j) = 0のときは，行わない． 
大きさMの1次元配列． 
(使用上の注意①参照)． 

M ············ 入力．配列INDの大きさ． 
(使用上の注意①参照)． 

MODE ···· 入力．正規化の方法の指示． 
MODE=1のときは，(1.1) の正規化を行う. 
MODE=2のときは，(1.2) の正規化を行う. 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CNRML-1参照． 

 
表 CNRML-1  コンディションコード 

コード  意味  処理内容 
0 エラーなし．   

1000 N=1であった． ZEV(1, 1) = (1.0. 0.0) と
する． 

3000 N<M, M<1, K<N,  
MODE ≠ 1, 2又はINDに
誤りがあった． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... REAL, AIMAG, AMAXl, 

SQRT  

b. 注意 
① サブルーチンCHVECあるいはCHBK2を呼び出

した後のパラメタZEV, IND, Mは，本サブルー
チンでそのまま入力できるようになっている. 

 
c. 使用例 

サブルーチンCEIG2により求めた n次の複素行
列の固有ベクトルを，本サブルーチンにより

∞
x =1となるように正規化しなおす． 

n ≤ 100の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX ZA(100,100),ZE(100), 
     *        ZEV(100,100) 
      DIMENSION IND(100),VW(100),IVW(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,ZA(I,J),J=1,N) 
      CALL CEIG2(ZA,100,N,1,ZE,ZEV, 
     *           VW,IVW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      DO 30 I=1,N 
   30 IND(I)=1 
      CALL CNRML(ZE,ZEV,100,N,IND,N,1, 
     *           ICON) 
      CALL CEPRT(ZE,ZEV,100,N,IND,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX', 
     *       5X,'N=',I3/) 
  610 FORMAT(/2(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     *       2E15.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 
本使用例中のサブルーチンCEPRTは，複素行列

の固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチ
ンである．この詳細についてはCEIG2の使用例参
照のこと． 
 

(4) 手法概要 
n次の複素行列のm個の固有ベクトルxi (i=1, ..., m) 

が与えられたとき，正規化された固有ベクトルyIを
求める．ここで，xi = (xli , …, xni)Tとする． 

MODE=1のときは，ベクトルxiの絶対値最大の要
素を1とする正規化を行う． 

ki
k

iiii x, max     ==
∞∞

xxxy  (4.1) 

MODE=2のときは，ベクトルxiの各要素の絶対値
の2乗の和を1とする正規化を行う． 

∑
=

==
n

k
kiiiii x,

1

2
22      xxxy  (4.2) 



COSI 

275 

I11-41-0201  COSI, DCOSI  

余弦積分 Ci(x) 
CALL COSI (X, CI, ICON)  
 

(1) 機能 
余弦積分 Ci(x) の値 

( ) ( )
∫

∞
−=

xi dt
t

txC cos  

を近似多項式を用いて計算する．ただし x ≠ 0である
こと．x < 0のときは，上の積分は主値をとるものと
する． 

 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x． 
CI ············ 出力．関数値 Ci (x)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 COSI-1参照． 
 

表 COSI-1  コンディションコード 

コード 意味  処理内容 
0 エラーなし．   

20000 |x| ≥ tmaxであった． CI = 0.0とする． 
30000 x=0であった． CI = 0.0とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, SIN, COS, ALOG  

 
b. 注意 
① 引数Xの範囲は 

X < tmax 
であること． 
X が大きくなるとsin (x), cos (x) の値が正確に

計算できなくなることに対する処理である． 
(手法概要 (4.4) 参照) 

 
c. 使用例 

Ci(x) の値をxが0.1からl0.0まで，0.1おきに計算
し数表を作る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      X=FLOAT(K)/10.0 
      CALL COSI(X,CI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,CI 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,CI,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
 

  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF COSINE ', 
     * 'INTEGRAL FUNCTION'///6X,'X',9X, 
     * 'CI(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'CI=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 
      END 
 

(4) 手法概要 
余弦積分Ci(x) の計算は， 4=x を境にして，近似

式の形が異なる． 
Ci(x)=Ci(-x) であるから，以下ではx > 0の場合の計

算法についてだけ述べる． 
a. 0 < x< 4の場合 

Ci(x) のべき級数展開 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

−
++=

1

2

2!2
1log

n

nn

i nn
xxxC γ  (4.1)  

ただし，γ：オイラー定数 

をそれぞれ (4.2), (4.3) の近似式を用いて計算す
る． 

単精度： ( ) ( ) 4,log
7

0

2 xzzaxxC
k

k
ki =+= ∑

=

 (4.2)  

倍精度： ( ) ( ) ∑
=

+=
12

0

2log
k

k
ki xaxxC  (4.3)  

b. x ≥ 4の場合 
Ci(x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } xxxQxxPxCi cossin +−=  (4.4) 

より計算する．ただしP(x), Q(x) は次の近似式
を用いる． 

単精度： ( ) xzzaxP
k

k
k 4,

11

0
== ∑

=

 (4.5) 

( ) xzzbxQ
k

k
k 4,

11

0
== ∑

=

 (4.6) 

倍精度： ( ) xzzbzaxP
k

k
k

k

k
k 4,

11

0

11

0
== ∑∑

==

 (4.7) 

( ) xzzdzcxQ
k

k
k

k

k
k 4,

11

0

10

0

1 =−= ∑∑
==

+

 (4.8) 
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C21-15-0101  CQDR, DCQDR  

複素係数2次方程式  
CALL CQDR (Z0, Z1, Z2, Z,ICON)  
 

(1) 機能 
複素係数2次方程式の根を求める． 

( )0   0 021
2

0 ≠=++ aazaza  
 

(2) パラメタ 
Z0, Zl, Z2  ····· 入力．2次方程式の係数． 

複素数型変数． 
Z0 = a0, Zl = a1, Z2 = a2と与える． 

Z ············· 出力．2次方程式の根． 
大きさ2の複素数型1次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CQDR-1参照． 

 
表 CQDR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 |a0| = 0.0であった． Z (1) には-a2/ a1  
Z (2) は保証しな
い. 

30000 |a0| = 0.0かつ | a1| = 0.0であっ
た. 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... CSQRT, REAL, AIMAG, 

ABS 
 

b. 使用例 
複素係数を入力し，根 zを求める． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Z(2) 
      COMPLEX Z0,Z1,Z2,Z 
      READ(5,500) Z0,Z1,Z2 
      CALL CQDR(Z0,Z1,Z2,Z,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,Z0,Z1,Z2 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,610) (Z(I),I=1,2) 
      STOP 
  500 FORMAT(6F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'ICON=',I5/10X,'A=', 
     * 2E15.6/(12X,2E15.6)) 
  610 FORMAT(10X,'Z=',2E15.6/12X,2E15.6) 
      END 

 

(4) 手法概要 
複素係数2次方程式a0x2+a1z+a2=0の根は P a a1 1 0=  

P a a2 2 0= とすれば z = )4( 2
2

11 PPP −±− で与えられ

る． 
もし P P1

2
24>> の場合 

2
2

112
2

11 4    ,4 PPPPPP −−−−+−  

のどちらかの計算において大きな精度の損失を招
く．この問題を防止するために，根の公式で分子を
有理化した式を使い計算している．それを以下に示
す． 

D P P= −1
2

24 とする． 

D  = 0の場合 
z1=−P1/2 
z2=−P1/2 

D ≠0の場合 
P1の実数部をx，虚数部をyとすれば， 
x > 0の場合 

( )z P D1 1 2= − −  

( )z P P D2 2 12= − +  (5.1) 

x < 0の場合  

( )z P P D1 2 12= − +  

( )z P D2 1 2= − +  (5.2) 

x= 0の場合  

( )
( )

z P D

z P P D
y1 1

2 2 1

2

2
0

= − −

= − +






≥  

( )
( )

z P P D

z P D
y1 2 1

2 1

2

2
0

= − +

= − +






<  (5.3) 

なお，判別式D=P1
2−4P2 の計算において|P1|が大き

いとき，P1
2がオーバフローを起こすことがある.こ

の問題を防止するために，Pl の実数部 >l035又はPl の
虚数部 >l035の判定条件を設け，この条件を満たさな
いときは上述の計算方式で対処し，この条件を満た

すときは D P P P P= −1 2 1 11 4 より計算する． 
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All-40-0201  CSBGM, DCSBGM 

行列格納モードの変換  
(対称バンド行列用圧縮モード→一般モード) 
CALL CSBGM (ASB, N, NH, AG, K, ICON)  

 
(1) 機能 

対称バンド行列用圧縮モードで格納されたn × n, 
バンド幅 hの実対称バンド行列を一般モードに変換
する． 

n > h ≥ 0であること． 
 
(2) パラメタ 
ASB  ······· 入力．対称バンド行列用圧縮モードで格納

された対称バンド行列． 
大きさn(h+1)−h(h+1)/2の1次元配列． 

N ············· 入力．行列の次数n． 
NH ·········· 入力．行列のバンド幅h． 
AG ·········· 出力．一般モードで格納された対称バンド

行列． 
AG (K, N) なる2次元配列． 
(使用上の注意①参照) 

K ············· 入力．配列AGの整合寸法 (≥ N)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 CSBGM-1参照． 
 

表 CSBGM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 NH < 0, N ≤ NH又はK < Nであ
った． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSLII ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし 
 
b. 注意 
① 一般モードの対称バンド行列の格納方法 

本サブルーチンにより変換された一般モードの
対称バンド行列とは，下バンド部分，対角部分
だけではなく，上バンド部分やその他 (零要素) 
も格納されている． 

② 領域の節約について 
配列ASB上の内容を保存する必要のない場合
は，EQUIVALENCE文により  

EQUIVALENCE (ASB (1), AG (1, 1))  

と宣言すれば領域が節約できる．使用例参照. 
 

c. 使用例 
n × n，バンド幅 hの実対称バンド行列が圧縮モ
ードで与えられたとき，これを一般モードに移
して逆行列を求める． 

サブルーチンALU, LUIVを用いて求め，必要な
モード変換を本サブルーチンで行う． 
n ≤ 100, h ≤ 20の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ASB(1890),AG(100,100), 
     *          VW(100),IP(100) 
      EQUIVALENCE(ASB(1),AG(1,1)) 
   10 READ(5,500) N,NH 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=(NH+1)*(N+N-NH)/2 
      READ(5,510) (ASB(I),I=1,NT) 
      K=100 
      CALL CSBGM(ASB,N,NH,AG,K,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,610) N,NH,((I,J,AG(I,J), 
     *             J=1,N),I=1,N) 
      EPSZ=0.0 
      CALL ALU(AG,K,N,EPSZ,IP,IS,VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL LUIV(AG,K,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      WRITE(6,640) N,NH,((I,J,AG(I,J), 
     *             J=1,N),I=1,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/10X,'CSBGM ICON=',I5) 
  610 FORMAT(//10X,'** INPUT MATRIX **'/ 
     *10X,'ORDER=',I5,5X,'BANDWIDTH=',I5/ 
     *(2X,4('(',I3,',',I3,')',E17.8))) 
  620 FORMAT(/10X,'ALU ICON=',I5) 
  630 FORMAT(/10X,'LUIV ICON=',I5) 
  640 FORMAT('1'//10X,'** INVERSE ', 
     *'MATRIX **'/10X,'ORDER=',I5,5X, 
     *'BANDWIDTH=',I5/(2X,4('(',I3,',',I3, 
     *')',E17.8))) 
      END 
 
(4) 手法概要 

1次元配列ASB上に対称バンド行列用圧縮モード
で格納された実対称バンド行列を次に示す手順によ
り，2次元配列上に一般モードで格納する． 
a. ASBの後から順に，AGの対角部分と上三角部

分とに転送する．転送は，n列目から列ごとに
行う．対応関係は次のとおりである． 

 
対称バンド行列用  一般モード上 
圧縮モード上の要素 行列要素 の要素 

( )( )
2,...1NN,J,J,...,1JJ,I,

J)AG(I,I21JASB

+−=−−=

→→++−

hh
ahhh ij  

( )( )
1,...,,1J,        1,...,1JJ,I,

J)AG(I,I21JJASB

hh
aij

+=−=

→→+−  

 
b. 対角部分を対称軸として，上三角部分を下三角

部分に，AG (I, J) = AG(J, I) となるように転送
する．ただし，I>Jとする． 
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All-50-0201 CSBSM, DCSBSM  

行列格納モードの変換 
(対称バンド行列用圧縮モード 

 →対称行列用圧縮モード)  
CALL CSBSM (ASB, N, NH, AS, ICON)  
 

(1) 機能 
対称バンド行列用圧縮モードで格納されたn × n,

バンド幅hの対称バンド行列を対称行列用圧縮モー
ドに変換する．n>h≥0であること． 

 
(2) パラメタ 
ASB ········ 入力．対称バンド行列用圧縮モードで格納

された対称バンド行列． 
大きさn(h+1)−h(h+1)/2の1次元配列． 

N ············· 入力．行列の次数 n． 
NH ·········· 入力．行列のバンド幅 h． 
AS ··········· 出力．対称行列用圧縮モードで格納された

対称バンド行列． 
大きさn(n +1)/2の1次元配列． 
(使用上の注意①参照)． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 CSBSM- 1参照． 

 
表 CSBSM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし.  

30000 NH < 0 又は NH ≥ Nであった. 処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ...MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 

 
b. 注意 
① 領域の節約について 

配列ASB上の内容を保存する必要のない場合
は，EQUIVALENCE文により 

EQUIVALANCE (ASB (1), AS (1)) 

と宣言すれば領域が節約できる．使用例参照. 
 
c. 使用例 

n × n，バンド幅 hの正値対称バンド行列が対称
バンド行列用圧縮モードで与えられたとき, こ
れを対称行列用圧縮モードに移して逆行列を求
める． 

本サブルーチンによりモード変換を行い，
SLDL, LDIVを用いて逆行列を求める． 
n ≤ 100, h≤ 20の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION AS(5050),ASB(1890) 
      EQUIVALENCE(AS(1),ASB(1)) 
   10 READ(5,500) N,NH 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NS=(N+1)*N/2 
      NT=(NH+1)*(N+N-NH)/2 
      READ(5,510) (ASB(I),I=1,NT) 
      CALL CSBSM(ASB,N,NH,AS,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,610) N,NH,(I,AS(I),I=1,NS) 
      EPSZ=0.0 
      CALL SLDL(AS,N,EPSZ,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL LDIV(AS,N,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) N,NH,(I,AS(I),I=1,NS) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/10X,'CSBSM ICON=',I5) 
  610 FORMAT(//10X,'** INPUT MATRIX **'/ 
     *10X,'ORDER=',I5,5X,'BANDWIDTH=',I5/ 
     *(2X,5('(',I4,')',E17.8))) 
  620 FORMAT(/10X,'SLDL ICON=',I5) 
  630 FORMAT(/10X,'LDIV ICON=',I5) 
  640 FORMAT('1'//10X,'** INVERSE ', 
     * 'MATRIX **'/ 
     * 10X,'ORDER=',I5,5X,'BANDWIDTH=',I5/ 
     * (2X,5('(',I4,')',E17.8))) 
      END 
 

(4) 手法概要 
1次元配列ASB上に対称バンド行列用圧縮モード

で格納された実対称バンド行列を，以下のとおり1
次元配列AS上に対称行列用圧縮モードで格納する. 
必要な行列要素は，行ごとに転送され．バンド部分
の外側へは零要素が補われる．補われる零要素を除
く各要素の対応関係は次のとおりである． 

 
対称バンド行列用 
圧縮モード上の要
素 

 
行列要素  

対称行列用 
圧縮モード上の要
素 

( )
1,...,2,1I,...,2,1J,

J)+1)/2AS(I(IJ21)I(IASB

+==

−→→+−

h
aij  

( )
2,...1NN,I,I...,1I,I=J,

J))+1)/2AS(I(I/2)1(JIASB

++=−−

−→→+−+⋅

hh
ahhh ij  
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A11-10-0201  CSGM, DCSGM  

行列格納モードの変換 
(対称行列用圧縮モード→一般モード) 
CALL CSGM (AS, N, AG, K, ICON) 
 

(1) 機能 
対称行列用圧縮モードで格納された n × nの実対

称行列を一般モードに変換する．n ≥ lであること． 
 

(2) パラメタ 
AS ··········· 入力．対称行列用圧縮モードで格納された

対称行列． 
大きさ n (n+1) / 2の1次元配列． 

N ············· 入力．行列の次数 n． 
AG ·········· 出力．一般モードで格納された対称行列. 

AG (K,N) なる2次元配列． 
(使用上の注意①参照)． 

K ············· 入力．配列AGの整合寸法 (≥ N)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 CSGM-1参照． 
 

表 CSGM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 N < 1 又は K < Nであった． 処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 

 
b. 注意 
① 一般モードの対称行列の格納方法 

本サブルーチンにより変換された一般モードの
対称行列とは，下三角部分，対角部分だけでは
なく，上三角部分も格納されている． 

② 領域の節約について 
配列AS上の内容を保存する必要のない場合は,  
EQUIVALENCE文により 

EQUIVALENCE (AS(1), AG(1,1)) 

と宣言すれば領域が節約できる．使用例参照. 
 
c. 使用例 

n × nの実対称行列Aが，圧縮モードで与えられ
たとき，その逆行列を求める． 
サブルーチンALU, LUIVを用いて求め，必要な
モード変換を，本サブルーチンで行う． 
n ≤ l00の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(100,100), 
     *          VW(100),IP(100) 
      EQUIVALENCE (A(1),B(1,1)) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      K=100 
      CALL CSGM(A,N,B,K,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GOTO 10 
      WRITE(6,610) N,((I,J,B(I,J), 
     *             J=1,N),I=1,N) 
      EPSZ=0.0 
      CALL ALU(B,K,N,EPSZ,IP,IS,VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GOTO 10 
      CALL LUIV(B,K,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      WRITE(6,640) N,((I,J,B(I,J), 
     *             J=1,N),I=1,N) 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/10X,'CSGM ICON=',I5) 
  610 FORMAT(//10X,'** INPUT MATRIX **'/ 
     *10X,'ORDER=',I5/ 
     *(2X,4('(',I3,',',I3,')',E17.8))) 
  620 FORMAT(/10X,'ALU ICON=',I5) 
  630 FORMAT(/10X,'LUIV ICON=',I5) 
  640 FORMAT('1'//10X,'** INVERSE ', 
     *'MATRIX **'/10X,'ORDER=',I5/ 
     *(2X,4('(',I3,',',I3,')',E17.8))) 
      END 
 

(4) 手法概要 
1次元配列AS上に対称行列用圧縮モードで格納さ

れた実対称行列を，次に示す手順により，2次元配
列上に一般モードで格納する． 
a. ASの後から順に，AGの対角部分と上三角部分

とに転送する．転送は，n列目から列ごとに行
う． 
NT = n (n + 1 ) / 2としたとき，以下に対応関係
を示す． 

 
圧縮モード上の要素 行列要素 一般モード上の要素 
AS(NT) → ann → AG(N,N) 
AS(NT-1) → ann-1 → AG(N-1,N) 

. . . 

. . . 

. . . 
AS(I(I-1)/2+J) → aij → AG(J,I) 

. . . 

. . . 

. . . 
AS(2) → a21 → AG(1,2) 
AS(1) → a11 → AG(1,1) 

 
b. 対角部分を対称軸として，上三角部分を下三角

部分に，AG(I,J) = AG(J,I) となるように転送す
る．ただし，I>Jとする． 
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A11-50-0101  CSSBM, DCSSBM 

行列格納モードの変換 (対称行列用圧縮モード 
 →対称バンド行列用圧縮モード) 

CALL CSSBM (AS, N, ASB, NH, ICON) 
 

(1) 機能 
対称行列用圧縮モードで格納された n × n，バン

ド幅 hの実対称バンド行列を，対称バンド行列用圧
縮モードに変換する．n × h≥ 1であること． 

 
(2) パラメタ 
AS ··········· 入力．対称行列用圧縮モードで格納された

対称バンド行列． 
大きさn (n + 1)/2の1次元配列． 

N ············· 入力．行列の次数 n． 
ASB ········ 出力．対称バンド行列用圧縮モードで格納

された対称バンド行列． 
大きさn (h + 1 ) - h (h + 1)/2の1次元配列． 

NH ·········· 入力．行列のバンド幅 h． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 CSSBM-1参照． 
 

表 CSSBM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 NH < 0 又は NH ≤ Nであった. 処理を打ち切る. 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 

 
b. 注意 
① 領域の節約について 

配列AS上の内容を保存する必要のない場合は, 
EQUIVALENCE文により 

EQUIVALENCE (AS (1), ASB (1)) 

と宣言すれば領域が節約できる．使用例参照. 
 
c. 使用例 

n × n，バンド幅 hの正値対称バンド行列が対称
行列用圧縮モードで与えられたとき，これを対
称バンド行列用圧縮モードに移してLDLT分解
する． 

サブルーチンBDLを用いて分解を行い，必要な
モード変換を本サブルーチン並びにサブルーチ
ンCSBSMで行う．n ≤ 100, h ≤ 20の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION AS(5050),ASB(1890) 
      EQUIVALENCE(AS(1),ASB(1)) 
   10 READ(5,500) N,NH 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=(N+1)*N/2 
      READ(5,510) (AS(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N,NH,(I,AS(I),I=1,NT) 
      CALL CSSBM(AS,N,ASB,NH,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      EPSZ=0.0 
      CALL SBDL(ASB,N,NH,EPSZ,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL CSBSM(ASB,N,NH,AS,ICON) 
      WRITE(6,630) N,NH,(I,AS(I),I=1,NT) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(//10X,'** INPUT MATRIX **'/ 
     *10X,'ORDER=',I5,5X,'BANDWIDTH=',I5/ 
     *(2X,5('(',I4,')',E17.8))) 
  610 FORMAT('1'//10X,'CSSBM ICON=',I5) 
  620 FORMAT(10X,'SBDL ICON=',I5) 
  630 FORMAT('1'/10X,'DECOMPOSED MATRIX'/ 
     *10X,'ORDER=',I5,5X,'BANDWIDTH=',I5/ 
     *(2X,5('(',I4,')',E17.8))) 
      END 
 

(4) 手法概要 
1次元配列AS上に対称行列用圧縮モードで格納さ

れたバンド幅 hの実対称バンド行列を，以下のとお
り1次元配列ASB上に対称バンド行列用圧縮モードで
格納する．必要な行列要素は，第1行から行ごとに
転送される．各要素の対応関係は次のとおりであ
る． 

 
対称行列用 
圧縮モード上の要素 

 
行列要
素 

対称バンド行列用 
圧縮モード上の要素 

( )( ) ( )( )
1,...,21,I,I,...,2,1J,

J21IIASBJ21IIAS

+==

+−→→+−

h
aij  

( )( )
( )( )

N,...3,+2,+=I,              
I,...,1I,IJ,              

21JIASB              

J21IIAS

hh
hh

hhh
aij

+−−=
+−+⋅

→→+−
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C23-15-0101  CTSDM, DCTSDM 

複素超越方程式  f (z) = 0 (マラー法) 
CALL CTSDM (Z, ZFUN, ISW, EPS, ETA, M,  

ICON) 
 

(1) 機能 
与えられた初期値をもとに複素超越方程式， 

f (z) = 0 

の1根をマラー (Muller) 法により求める． 
 

(2) パラメタ 
Z ··········· 入力．求めようとする根の初期値． 

出力．近似根． 
ZFUN ··· 入力．解こうとする方程式の関数 f(z) を計

算する複素数型関数副プログラム名． 
ISW ······ 入力．制御情報． 

求めようとする根の収束判定法を指定する. 
ISW= 1,2, 3のいずれかであること． 
ISW = lのとき， 

( )jzf ≤ EPS : 収束判定法I 

を満たすzjを根とする． 
ISW=2のとき， 

1−− jj zz  ≤ ETA ⋅ jz  : 収束判定法II 

を満たすzjを根とする． 
ISW=3のとき， 
上の二つの収束判定方を同時に採用し少く
とも一方が満たされたとき，zjを根とする．
(使用上の注意参照) 

EPS ······· 入力.  収束判定法I (パラメタISWの項参照)
で用いられる収束判定値 (≥ 0.0)． 

ETA ······ 入力.  収束判定法II (パラメタISWの項参照)
で用いられる収束判定値 (≥ 0.0)． 

M ·········· 入力．求めようとする根の反復回数の上限 
( > 0)． 
(使用上の注意参照) 
出力．実際に反復した回数． 

ICON ···· 出力．コンディションコード． 
表 CTSDM-1参照． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, AFMIN, AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... CABS, CMPLX, EXP, 

ALOG, CSQRT, SQRT, REAL, AIMAG 
 

表 CTSDM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 

1 
求まった近似根が収束判定法 I  
(パラメタISWの項参照) を満た
した． 

正常終了 

2 
求まった近似根が収束判定法II  
(パラメタISWの項参照) を満た
した． 

正常終了 

10 反復の回数は無条件に m回 (M 
= -m) 繰り返した． 正常終了 

11 

反復の回数は無条件に m回繰り
返すと指定されたが (M = -m),  
その回数の反復以前に 

|f (zj)| = 0.0 
となったので反復を止めて，zj

を根とした． 

正常終了 

12 

反復の回数は無条件に m回繰り
返すと指定されたが (M = -m),  
その回数の反復以前に 

|zj-zj-1| ≤ u⋅|zj| 
となったので反復を止めて，zj

を根とした． 

正常終了 

10000 
与えられた反復回数内で指定さ
れた収束条件を満たさなかっ
た． 

Zには最後の反
復値が格納され
る. 

20000 
計算の過程で，マラー法では反
復を続行できない事態が起き
た. (手法概要参照) 

処理を打ち切る. 

30000 

入力パラメタにエラーがあっ
た.すなわち，M>0のとき， 
① ISW=1かつEPS<0 
又は 
② ISW=2かつETA<0 
又は 
③ ISW=3かつEPS<0又はETA<0
のいずれであるか，又は 
M = 0 又はISW≠1, 2, 3であった. 

処理を打ち切る. 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内で

引数ZFUNに相当する複素数型関数副プログラ
ムに対してEXTERNAL文で宣言すること． 

② 本サブルーチンは，ISW = 1と与えられたとき
でも，反復の過程で 

jjj zuzz ≤−
−1

, u は丸め誤差の単位 

が満たされたときは反復を止め，ICON=2と出
力する．同様に，ISW=2と与えられたときで

も，反復の過程で 0.0)( =jzf となったときは

反復を止め，ICON=1と出力する． 
③ 反復の回数MをM = -m (m > 0) と与えると反復

は無条件に m回繰り返す． 
ただし，注意②と同様に，反復された近似根が
収束判定法I (ISWの項参照) の左辺で0.0となっ
た場合，又は収束判定法II (ISWの項参照) の左
辺で丸め誤差の単位uよりも小さくなった場合
は反復を止める． 
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c. 使用例 
f(z) = ez-i の1根を初期値 z0 = 0として求める． 

 
C     **EXAMPLE** 
      COMPLEX Z,ZFEXP 
      EXTERNAL ZFEXP 
      Z=CMPLX(0.0,0.0) 
      ISW=3 
      EPS=0.0 
      ETA=1.0E-6 
      M=100 
      CALL CTSDM(Z,ZFEXP,ISW,EPS,ETA,M, 
     *ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,M,Z 
      STOP 
  600 FORMAT(10X,'ICON=',I5/13X,'M=',I5/ 
     *       13X,'Z=',2E15.7) 
      END 
      FUNCTION ZFEXP(Z) 
      COMPLEX Z,ZFEXP 
      ZFEXP=CEXP(Z)-CMPLX(0.0,1.0) 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンはマラー (Muller) 法を用いてい
る．マラー法は求めようとする根の三つの近似値を
用いて，f(z)を2次の補間多項式P(z)で近似し，P(z) 
=0の根の一方をf(z) の次の近似根として採用するこ
とにより，次々と反復的に根を近似していくもので
ある． 

本アルゴリズムの特徴として，次のことが挙げら
れる． 
a. 微係数は不要である． 
b. 反復の過程での関数の評価は，その反復ごとに

1回で済む． 
c. 収束の速さは1.84次である(ただし単根の場合). 

 
マラー法 

f(z) の求めようとする根αの三つの近似値を zi-2, zi-

1, ziとする (出発値 z1, z2, z3については後述). 
 
この3点を用いてf(z) を2次のニュートン補間多項

式で近似する．それをP(z) とすると次のようにな
る． 
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ただし，fi=f(zi) であり，f[zi,zi-1],f[zi, zi-1,zi-2]は，それ
ぞれ1階，2階の差分商 (devided difference) で， 
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である． 

ここで，2次方程式P(z) = 0を解くと，その2根は次
のようになる． 
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ここで，この (4.3) 式の2根のうち，第2項の分母の
絶対値の大きい方の根を次の反復値 zi+1とする．こ
れは，zi+1として，ziに近い方の根を採用することを
意味する． 

(4.1) 式で，z2の項が0の場合，すなわち， 
 f[zi, zi-1, zi-2] = 0の場合は，(4.3)式を用いず， 
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 (4.4) 

を用いる．これはセカント (secant) 法である． 
また (4.2) 式で，z2, zの項が共に0の場合は， 

P(z) = 定数 

となり，本アルゴリズムを用いることが不可能とな
る (この場合については後述)． 
 
アルゴリズムの考慮 
a. 出発値 zl, z2, z3 

zl, z2, z3は次のようにして決定する． 
利用者が入力パラメタZに与えた初期値をzとす
ると， 

|z| ≠ 0のとき， 
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|z|≠0のとき， 
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とする． 
 

b. f(zi-2) = f(zi-1) = f(zi) の場合の処置 
この場合は (4.1) 式の z2, z の項が0となった場合
で，マラー法ではこれ以降の処理は不可能であ
る．本サブルーチンでは zi-2, zi-1, zi に摂動を与
えて，f(zi-2) = f(zi-1 ) = f (zi) の状態を避けるよう
次のような試みを行っている． 
すなわち， 
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ただし，p = -u-1/10, u は丸め誤差の単位． 

nは摂動を与えた回数． 

として， iii zzz ',',' 12 −− についてマラー法を続行

する．ここで，この摂動が5回以上行われた場
合は本サブルーチンではこれ以上の続行をあき
らめ，ICON =20000として処理を打ち切る． 

 

収束判定法 
次の二つの収束判定法を用いている． 
収束判定法I 
近似根 ziが ( )f zi ≤ EPSを満たしたとき，ziを根

として採用する． 
収束判定法II 
近似根 ziが z zi i− −1 ≤ ETA･ zi を満たしたとき,  
ziを根として採用する． 
この判定法におけるETAは，求めようとする根
が多重根であったり，近接根である場合は大き
めにとる必要がある．なお，ETA < u (uは丸め
誤差の単位) であったときは，サブルーチン内
部でETA = uと置き換えている． 

 
なお，詳細については，参考文献 [32] を参照する

こと． 
 



ECHEB 

284 

B5l-30-0201  ECHEB, DECHEB  

チェビシェフ級数の求和 
CALL ECHEB (A, B, C, N, V, F, ICON)  

 
(1) 機能 

区間 [a, b] で定義された n 項のチェビシェフ級数 

( ) ( )f x c T
x b a

b ak k
k

n
=

− +
−









∑

=

−

'
2

0

1
 (1.1)  

が与えられたとき，区間内の任意の点 v における級
数の値 f(v) を求める． 

ここで，Σ’ は初項を 1/2 倍にして和をとることを
意味する． 

ただし，a≠b, v ∈ [a,b] , n ≥ l であること． 
 

(2) パラメタ 
A ·········· 入力．チェビシェフ級数の定義域の下限 a. 
B ·········· 入力．チェビシェフ級数の定義域の上限 b. 
C ·········· 入力．係数 {ck}. 

大きさ n の1次元配列． 
 C(1) = c0, C(2)=c1, ..., C(N)= cn-1  
 のように格納する． 
N ·········· 入力．級数の項数 n． 
V ·········· 入力．区間 [a, b] 内の点 v. 
F ··········· 出力．点 v における級数の値 f(v). 
ICON ··· 出力．コンディションコード 

表 ECHEB-1 参照． 
 

表  ECHEB-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

30000 次のいずれかであった． 
① N<1 
② A = B 
③ v∉ [a, b] 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，チェビシェフ級数の値 f(v) 

を求める．任意の滑らかな関数 f(x) をチェビシ
ェフ級数展開する場合は，サブルーチンFCHEB
を用いればよい． 

 

c. 使用例 
区間 [0, π] で，正弦関数  

( ) ( ) ( )
f x x x

n
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n
= = −
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をサブルーチン FCHEB により級数展開する．
（要求精度：絶対誤差 5･10-5） 
次に，求めた展開係数を用いて，区間 [0, π] 上
の32個のチェビシェフ点 

31,1,0,
64

cos
32

cos
22

...,

2

=







=+=

j

jjx j πππππ
 

の上で級数の値を本サブルーチンにより求め
る．同時に誤差も計算し，それらを印字する． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION C(257),TAB(255) 
      EXTERNAL FUN 
      EPSA=5.0E-5 
      EPSR=0.0 
      NMIN=9 
      NMAX=257 
      A=0.0 
      B=ATAN(1.0)*4.0 
      CALL FCHEB(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,C,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 20 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON 
      WRITE(6,601) (C(K),K=1,N) 
      WRITE(6,602) 
      X=A 
      NS=32 
      H=ATAN(1.0)*2.0/FLOAT(NS) 
      DO 10 J=1,NS 
      X=B*COS(H*FLOAT(J-1))**2 
      CALL ECHEB(A,B,C,N,X,Y,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 20 
      ERROR=FUN(X)-Y 
      WRITE(6,603) X,Y,ERROR 
   10 CONTINUE 
      STOP 
   20 WRITE(6,604) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',3X,'EXPANSION OF', 
     * ' FUNCTION FUN(X)',3X,'N=',I4,3X, 
     * 'ERROR=',E13.3,3X,'ICON=',I6) 
  601 FORMAT (/(5E15.5)) 
  602 FORMAT ('0',10X,'X',7X,'EVALUATION', 
     * 8X,'ERROR'/) 
  603 FORMAT(1X,3E15.5) 
  604 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I8) 
      END 
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      FUNCTION FUN(X) 
      REAL*8 SUM,XP,TERM 
      EPS=AMACH(EPS) 
      SUM=X 
      P=X*X 
      XP=X*P 
      XN=-6.0 
      N=3 
   10 TERM=XP/XN 
      SUM=SUM+TERM 
      IF(DABS(TERM).LE.EPS) GO TO 20 
      N=N+2 
      XP=XP*P 
      XN=-XN*FLOAT(N)*FLOAT(N-1) 
      GOTO 10 
   20 FUN=SUM 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

n 項のチェビシェフ級数 (1.1) の値を，後退漸化式
により求める． 

後退漸化式 
チェビシェフ級数 

( ) ( )f x c T xk k
k

n
= ∑

=

−

'
0

1
 

の，x = v (v∈ [-1,1] ) における値 f(v) は，次のよう
に補助的な数列 {bk} を生成することにより，効率よ
く計算することができる． 

今，{bk} について， 

012 == ++ nn bb  
0,1, ,2 ...21 −=+−= ++ nnkcbvbb kkkk  (4.1) 

を定義すると，級数の値 f(v) は， 

( ) ( )f v b b= −0 2 2  (4.2) 

により求まる． 
 
本サブルーチンでは，まず変数 v∈ [a, b] を変数s∈ 

[-1,1] に変換する． 

( )
s

v b a
b a

=
− +

−
2

 (4.3) 

その後，(4.1)，(4.2) を適用し f(v) を求める．n 項の
チェビシェフ級数の値を求めるに必要な乗算回数
は，約 n 回である． 
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E51-10-0201  ECOSP, DECOSP  

cosine 級数の求和 
CALL ECOSP (TH, A, N, V, F, ICON)  

 
(1) 機能 

周期 2T をもつ n 項の cosine 級数 

( ) ∑
−

=

+=
1

1
0 cos

2
1 n

k
k kt

T
aatf π  (1.1) 

 
が与えられたとき，任意の点 v における級数の値f(v) 
を求める． 

ただし，T> 0 , n ≥ lとする． 
 

(2) パラメタ 
TH ·········· 入力．cosine級数の半周期 T． 
A ············· 入力．係数 {ak}. 

大きさ N の1次元配列． 
A(1) = a0, A(2) = al, ..., A(N) = an-1  

のように格納する． 
N ············· 入力．級数の項数 n． 
V ············· 入力．点 v. 
F ·············· 出力．点 v における級数の値 f (v)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード 

表 ECOSP-1 参照． 
 

表 ECOSP-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

30000 次のいずれかであった． 
① N<1 
② TH ≤ 0 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... COS, ATAN 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，cosine 級数の値 f(v) を求め

る．任意の周期 2 Tをもつ滑らかな偶関数 f(t) 
を cosine 級数展開する場合は，サブールチン
FCOSFを用いればよい． 

 
c. 使用例 

助変数 ω を含む奇関数の積分 

( )

πππππω

ω
ω

4,2,,
2

,
4

 ,

 sin1
 sin

0 2

=

+
= ∫

x

dt
t

txF
 (3.1) 

の値を，x= h , 2h , ..., l0h と x を動かしながら求
める．ただし h = π/(10ω). 
まず被積分関数は，周期 2π/ω をもつ奇関数で
あるので，これをサブルーチン FSINF によっ
て，要求精度 εa = εr = 5･10-5 の下で sine 級数 

( ) ∑
−

=

≈
1

0
sin

n

k
k tkbtf ω  (3.2)  

に展開し，次にこれを項別積分して，  
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ω
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を得る．ただし初項の a0 だけは F(0) = 0 となる
ように定める． 
そこで x = h , 2h , ..., 10h と動かしながらサブル
ーチン ECOSP を呼び，不定積分 (3.1) の近似値
を計算する． 
この解析解は， 

( ) ( )





 −= − 2 cossin

4
1 1 xxF ωπ
ω

 

であるので，本サブルーチンによる結果と比較
する．  

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(257),TAB(127) 
      EXTERNAL FUN 
      COMMON W,PI 
      PI=ATAN(1.0)*4.0 
      EPSA=0.5E-04 
      EPSR=EPSA 
      NMIN=0 
      NMAX=257 
      W=PI*0.25 
      DO 1 I=1,5 
      TH=PI/W 
C     EXPANSION OF INTEGRAND 
      CALL FSINF(TH,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,A,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON,W 
      WRITE(6,601) (A(K),K=1,N) 
C     TERMWISE INTEGRATION 
      DO 2 K=2,N 
      A(K)=-A(K)/(FLOAT(K-1)*W) 
    2 CONTINUE 
C     EVALUATION OF COSINE SERIES 
      CALL ECOSP(TH,A,N,0.0,P,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      A(1)=-P*2.0 
      WRITE(6,610) 
      H=TH*0.1 
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      DO 3 K=1,10 
      X=H*FLOAT(K) 
      CALL ECOSP(TH,A,N,X,P,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      Q=TRFN(X) 
      WRITE(6,611) X,P,Q 
    3 CONTINUE 
      W=W+W 
    1 CONTINUE 
      STOP 
   10 WRITE(6,620) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',5X,'EXPANSION OF', 
     *' INTEGRAND',3X,'N=',I4,5X,'ERR=', 
     *E15.5,5X,'ICON=',I5,5X,'W=',E15.5) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  610 FORMAT('0',5X,'EVALUATION OF', 
     *' COSINE SERIES'/'0',6X, 
     *'AUGUMENT',7X,'COMPUTED',11X,'TRUE') 
  611 FORMAT(3E15.5) 
  620 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I6) 
      END 
      FUNCTION FUN(T) 
      COMMON W 
      X=W*T 
      P=SIN(X) 
      FUN=P/SQRT(P*P+1.0) 
      RETURN 
      END 
      FUNCTION TRFN(T) 
      COMMON W,PI 
      TRFN=(PI*.25-ASIN(COS(W*T)* 
     *     SQRT(0.5)))/W 
      RETURN 
      END 

 

(4) 手法概要 
n 項のcosine 級数 (1.1) の値を後退漸化式により求

める． 
変数 t を 

θ π
=

T
t  

と変換すれば， f(t) = g (θ) は，θ に関し周期2π の 

cosine 級数となる．そこで点 θ π
=

T
v  におけるg(θ) 

の値を求めればよい．これは，次の後退漸化式によ
って効率よく計算できる．すなわち 

0,1,,1,
cos2
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+−⋅=

==

++
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nnk
abbb

bb

kkkk

nn

θ  (4.1) 

をつくるとき，級数の値は 

( ) ( ) ( )f v g b b= = −θ 0 1 2  (4.2) 

により求まる． 
n 項の cosine 級数の求和のために必要な乗算回数

は約 n 回，cosine関数の評価が1回である． 
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B21-11-0101  EIG1, DEIG1  

実行列の固有値及び固有ベクトル（2段 QR 法）  
CALL EIG1 (A, K, N, MODE, ER, EI, EV, 

VW, ICON)  
 

(1) 機能 
n 次の実行列 A の固有値と対応する固有ベクトル

を求める．固有ベクトルは x
2
= l となるように正規

化される． 
n ≥ l であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．実行例 A. 

A (K, N) なる2次元配列． 
演算後内容は保存されない． 

K ············· 入力．配列 A 及び EV の整合寸法 (≥ n). 
N ············· 入力．実行列 A の次数 n. 
MODE ···· 入力．平衡化の省略を指定． 

MODE=1 のときは平衡化を省略する．  
MODE≠1 のときは平衡化を行う． 

ER,EI ······ 出力．固有値． 
固有値は，実部と虚部に分けられ，実部は 
ER に，虚部は EI に格納される．第 j 番目
の固有値が複素固有値であれば，第 j+1 番
目の固有値は，第 j 番目の固有値と共役な
固有値である．(図 EIG1-1 参照)． 
大きさ n の1次元配列． 

EV ·········· 出力．固有ベクトル． 
固有ベクトルは，固有値と対応する列に格
納される． 
ただし，固有値が複素固有値のときは，固
有ベクトルも複素ベクトルとなるので，図 
EIG1-1 のように格納する． 
詳細は「(3) 使用上の注意 ①」を参照のこ
と． 
EV (K,N) なる2 次元配列． 

VW ········· 作業領域．大きさ n の1次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 EIG1-1 参照 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, BLNC, IRADIX, HES1, 

MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, SQRT, SIGN, 

DSQRT. 
 

表 EIG1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

10000 N = 1であった． ER (1) = A (1, 1), 
EV (1,1) = 1.0 とす
る． 

20000 三角行列に変換できず，固有
値・固有ベクトルは求められ
なかった． 

処理を打ち切る．  

30000 N < 1 又は K < N であった． 処理を打ち切る．  
 

b. 注意 
① 複素固有値と対応する固有ベクトルについて． 

一般に実行列の固有値には，実固有値と複素固
有値が存在し，複素固有値は共役な複素固有値
と対になっている． 
本サブルーチンでは，ある j 番目の固有値 (λj) 
が複素固有値のとき，λj 及び λ*

j を ER 及び EI 
に，次のように格納する． 

λj  = ER (J) + i⋅EI (J) (iは虚数単位) 
λj

* = ER (J + 1) + i⋅EI (J+1) 
 = ER (J) − i⋅EI (J)  

一方，λj に対応する固有ベクトル(xj) は， 

x u vj j ji= +  

なる複素ベクトルとなり， λ j
*  に対応する固有ベ

クトル x j
*  は x u vj j ji* = +  となる． 

したがって，xj の実部 (uj) と虚部 (vj) をそれぞれ

保存しておけば， x j
*

 は簡単に求まる．したがっ

て本ルーチンでは，λj に対応する固有ベクトル 
xj だけを求め，λj

* に対応する固有ベクトルxj
* 

は計算していない． 
なお，xj は，その実部 (uj) を EV の第 J 列に，
また，虚部 (vj) を第 J + 1 列に格納する． 
図 EIG1-1 参照のこと． 

② 平衡化について 
実行列の各要素の大きさが，オーダの意味で大
きく異なっているような場合には，一般に行列
の平衡化によって結果の精度を上げることがで
きる．このため，本サブルーチンでは，サブル
ーチンBLNCにより平衡化を行うようにしてい
る． 
他方，もし行列の各要素のオーダがほぼ揃って
いるような場合には，行列の平衡化による効果
を期待できない．このような場合には， 
MODE = 1 とすることにより，平衡化を省略で
きる． 

③ 本サブルーチンは，実行列の固有値及び固有ベ
クトルを全体として求めるためのものである． 
実行列の固有値だけ必要な場合は，サブルーチ
ン BLNC, HES1, HSQR により求めること． 
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また，実行列の固有ベクトルの一部だけ必要な
場合は，サブルーチン BLNC, HES1, HSQR 
HVEC, HBK1 により求めること． 
 

 
図 EIG1-1  固有値と固有ベクトルの対応 

c. 使用例 
n 次の実行列 A の固有値及び固有ベクトルを求
める．n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),ER(100), 
     * EI(100),EV(100,100),VW(100), 
     * IND(100) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610)(I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL EIG1(A,100,N,0,ER,EI,EV,VW, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      IND(1)=0 
      CALL EPRT(ER,EI,EV,IND,100,N,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('0',5X,'ORIGINAL MATRIX', 5X, 
     * 'N=',I3) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E15.7)) 
  620 FORMAT('0',5X,'ICON=',I5) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン EPRT は，実行列の固
有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチンであ
る．以下にその内容を示す．  

 
      SUBROUTINE EPRT(ER,EI,EV,IND,K,N,M) 
      DIMENSION ER(M),EI(M),EV(K,M),IND(M) 
      WRITE(6,600) 
      IF(IABS(IND(1)).EQ.1) GO TO 40 
      J=0 
      DO 30 I=1,M 
      IF(J.EQ.0) GO TO 10 
      IND(I)=0 
      J=0 
      GO TO 30 
   10 IF(EI(I).NE.0.0) GO TO 20 
      IND(I)=1 
      GO TO 30 
   20 IND(I)=-1 
      J=1 
   30 CONTINUE 
   40 MM=0 
      DO 50 I=1,M 
      IF(IND(I).EQ.0) GO TO 50 
      MM=MM+1 
      ER(MM)=ER(I) 
      IND(MM)=IND(I) 
      IF(EI(I).EQ.0.0) GO TO 50 
      MM=MM+1 
      ER(MM)=EI(I) 
      IND(MM)=IND(I+1) 
   50 CONTINUE 
      KAI=(MM-1)/5+1 
      LST=0 
      DO 70 L=1, KAI 
      INT=LST+1 
      LST=LST+5 
      IF(LST.GT.MM) LST=MM 
      WRITE(6,610) (J,J=INT,LST) 
      WRITE(6,620) (ER(J),J=INT,LST) 
      WRITE(6,630) (IND(J),J=INT,LST) 
      DO 60 I=1,N 
      WRITE(6,640) I,(EV(I,J),J=INT,LST) 
   60 CONTINUE 
   70 CONTINUE 
      RETURN 
  600 FORMAT('1',10X,'**EIGENVECTORS**') 
  610 FORMAT('0',5I20) 
  620 FORMAT('0',1X,'EIGENVALUE',5E20.8) 
  630 FORMAT(2X,'IND',6X,I10,4I20) 
  640 FORMAT(6X,I5,5E20.8) 
      END 
 

(4) 手法概要 
n 次の実行列 A の固有値と対応する固有ベクトル

を求める． 
n 次の実行列の固有値は，次の2段階の変換を行う

ことにより，上三角行列 R の対角要素として求め
る． 
① ハウスホルダー法による実行列 A の実ヘッセン

ベルグ行列 H への変換． 
この操作を (4.1) で表す． 

H
T
H AQQH =  (4.1) 

ここに QH は，ハウスホルダー法で用いる変換
行列 P1, P2, ....., Pn-2 の積  
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221 ... −⋅⋅⋅= nH PPPQ  (4.2) 

で与えられる直交行列である． 
ハウスホルダー法の詳細については，サブルー
チン HESl を参照すること． 

② 2 段 QR 法による実ヘッセンベルグ行列 H から
上三角行列 R への変換． 
この操作を (4.3) で表す． 

R Q HQ= R
T

R  (4.3) 

ここに QR は，2 段階 QR 法で用いる変換行列
Q1, Q2, ..., Qs の積 

sR QQQQ ⋅⋅= • ...21  (4.4) 

で与えられる直交行列である． 
2 段階 QR 法の詳細については，サブルーチン
HSQR を参照すること． 

一方，固有ベクトルは，(4.5) の相似変換により上
三角行列 R を対角行列 D に変換する行列 F が存在
すれば，(4.6) により得られる行列 Xの列ベクトルと
して求めることができる． 

D F RF= −1  (4.5) 
X Q Q F= H R  (4.6) 

(4.6) で与えられる行列 X の列ベクトルが，実行列 A 
の固有ベクトルとなることは，(4.5) に (4.1) 及び 
(4.3) を代入すれば (4.7) が得られることにより確か
められる． 

D X AX F Q Q Q Q F= =− −1 1
R
T

H
T

H RA  (4.7) 

ここで，QHQR を Q で表せば，(4.2) 及び(4.4) よ
り， 

sn QQQPPPQ ••••••• −= ...... 21221  (4.8) 

となる． 
(4.8) より Q の計算は，変換の進行につれて逐次

変換行列の積を作ることにより実行できることがわ
かる． 

(4.8) により得られた Q と行列 F の積を作れば， 
X が得られる． 

上述の F は上三角行列として求めることができ
る．すなわち，(4.5) より 

FD = RF (4.9) 

ここで，D, R, F の要素をそれぞれ  D = diag(λi), 
R = (rij), F=(fij) とすると， fij は  (4.9) より j = n,  
n- 1, ..., 2 に対して (4.10) で求められる． 

( ) ( )1,,2,1 ...
1

−−=−= ∑
+=

jjifrf
j

ik
ijkjikij λλ

 (4.10) 
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図 EIG1-2  (λl-1, λl) が複素数となるときの R の形 

 
ただし， rij = 0 (i>j),  rii = λi 

fij = 0 (i>j),  fii = 1 
 
もし，λ i = λj のときは (4.11) で計算する． 

∑
+=

∞
=

j

ik
kjikij ufrf

1
R  (4.11) 

ここに u は丸め誤差の単位である． 
さて以上は固有値がすべて実数の場合であるが，

A が複素固有値を持つ場合，R は厳密な意味で上三
角 行 列 と は な ら な い ． 複 素 固 有 値  λl-1 ,  
λl( = λ*l-1) を持つときの R の形を図EIG1-2 に示す．
この場合，fij の求め方は少し複雑になる．今，fij を 
(4.10) より求める過程において，複素数である λi (i = 
l) に遭遇した場合，flj , fl-1j に対しては次の連立方程
式を解いて求める．  

( )

( ) 











−=−+

−=+−

∑

∑

+=
−−

+=
−−−−−

j

lk
kjlkljjlljlll

j

lk
kjklljlljljll

frfrfr

frfrfr

1
11

1
11111

λ

λ  (4.12) 

また，F の第 l 列及び第 l−1 列については両者と
も複素ベクトルになるが，λl と λl-1 が互いに共役関
係にあるので，それら複素ベクトルも互いに共役で
ある．それで本サブルーチンでは λl-1に対応する 
fil-1 (i=l,l−1,…,1) だけを求め fil は求めていない． 

fil-1 は次のようにして求める．すなわち，i=l， l−1
に対しては (4.13) より求め，他 (i=l−2, l−3, ...1) は，
(4.10) より求める． 

11 =−llf  

( )( )
( ) ( )




>−−
≤−−

=
−−−−

−−−−−−
−−

lllllllll

lllllllll
ll rrrr

rrrr
f

1111

111111
11 λ

λ
 (4.13) 
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なお，(4.10) を適用している時点で，λi が更に複
素数（すなわち λj , λi とも複素数）の場合，それに
該当する fil-1 については (4.12) を用いる．以上のよ
うにして得られた fil-1 の実部は F の 第 l−1 列，虚部
は第 l 列に格納される． 

このようにして求めた F と (4.8) より得られた Q 
から，最終的に (4.14) によりA の固有ベクトル x が
X の列ベクトルとして求まる． 

X = QF (4.14) 

この X は x 2 = 1 となるように正規化されてい

る． 
なお，本サブルーチンでは，実行列のヘッセンベ

ルグ行列への変換に先立ち，サブルーチン BLNC に
より行列の平衡化を行っている．ただし，MODE=1
となっているときは平衡化を省略する． 

なお，詳細については，参考文献 [12] 及び [13] 
pp 372-395を参照すること． 
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E51-20-0201 ESINP, DESINP 

sine 級数の求和 
CALL ESINP (TH, B, N, V, F, ICON) 

 
(1) 機能 

周期 2T をもつ n 項の sine 級数 

( ) ∑
−

=

==
1

0
0 0,sin

n

k
k bkt

T
btf π  (1.1) 

が与えられたとき，任意の点 v における級数の値  
f (v) を求める． 

ただし，T > 0 ，n≥ 1 とする． 
 

(2) パラメタ 
TH ·········· 入力．sine 級数の半周期 T ． 
B ············· 入力．係数 {bk}. 
 大きさ N の 1 次元配列． 
 B(1)=0.0,  B(2)=b1, ..., B(N)=bn-1 

のように格納する． 

N ············· 入力．級数の項数 n． 
V ············· 入力．点v. 
F ·············· 出力．点 v  における級数の値 f (v)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード 
 表 ESINP-1 参照． 

 
表 ESINP-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

30000 次のいずれかであった． 
① N < 1 
② TH ≤ 0 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... COS, ATAN, SIN 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，sine  級数の値 f (v) を求め

る．任意の周期 2T をもつ滑らかな奇関数 f (t) 
を  sine 級数展開する場合は，サブルーチン
FSINF を用いればよい． 

 
c. 使用例 

助変数 ω を含む偶関数の積分 

( )

πππππω

ω

ω

4 ,2 ,,
2

,
4

,

 cos1

 cos
0 2

=

+
= ∫

x
dt

t

txF

 (3.1) 

の値を，x = h, 2h, ..., 10h とx を動かしながら求
める．ただし，h = π/(10ω). 

まず被積分関数は，周期 2π/ω をもつ偶関数で
るので，これをサブルーチン FCOSF によっ
て，要求精度 εa = εr = 10-5 の 下で cosine 級数 

( ) ∑
−

=

+≈
1

1
0  cos

2
1 n

k
k tkaatf ω  (3.2) 

に展開し，次にこれを項別積分して， 

( )

1,,2,1 , ,0

, sin

...0

1

0

−===

= ∑
−

=

nk
k
abb

xkbxF

k
k

n

k
k

ω

ω
 (3.3) 

を得る． 
そこで，x = h, 2h, ..., 10h と動かしながらサブル
ーチン ESINP を呼び，不定積分 (3.1) の近似値
を計算する． 
この解析解は， 

( ) 









= −

2
 sinsin1 1 xxF ω

ω   

であるので，本サブルーチンによる結果と比較
する． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(257),TAB(127) 
      EXTERNAL FUN 
      COMMON W 
      PI=ATAN(1.0)*4.0 
      EPSA=0.5E-04 
      EPSR=EPSA 
      NMIN=0 
      NMAX=257 
      W=PI*0.25 
      DO 1 I=1,5 
      TH=PI/W 
C     EXPANSION OF INTEGRAND 
      CALL FCOSF(TH,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,A,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON,W 
      WRITE(6,601) (A(K),K=1,N) 
C     TERMWISE INTEGRATION 
      DO 2 K=2,N 
      A(K)=A(K)/(FLOAT(K-1)*W) 
    2 CONTINUE 
C     EVALUATION OF SINE SERIES 
      WRITE(6,610) 
      H=TH*0.1 
      DO 3 K=1,10 
      X=H*FLOAT(K) 
      CALL ESINP(TH,A,N,X,P,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      Q=TRFN(X) 
      WRITE(6,611) X,P,Q 
    3 CONTINUE 
      W=W+W 
    1 CONTINUE 
      STOP 
   10 WRITE(6,620) ICON 
      STOP 
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  600 FORMAT('0',5X,'EXPANSION OF', 
     *' INTEGRAND',3X,'N=',I4,5X,'ERR=', 
     *E15.5,5X,'ICON=',I5,5X,'W=',E15.5) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  610 FORMAT('0',5X,'EVALUATION OF', 
     *' SINE SERIES'/'0',6X, 
     *'AUGUMENT',7X,'COMPUTED',11X,'TRUE') 
  611 FORMAT(3E15.5) 
  620 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I6) 
      END 
      FUNCTION FUN(T) 
      COMMON W 
      X=W*T 
      P=COS(X) 
      FUN=P/SQRT(P*P+1.0) 
      RETURN 
      END 
      FUNCTION TRFN(T) 
      COMMON W 
      TRFN=ASIN(SIN(W*T)*SQRT(0.5))/W 
      RETURN 
      END 

 

(4) 手法概要 
n 項の sine 級数 (1.1) の値を後退漸化式により求

める． 
変数 t を 

θ π
=

T
t  

と変換すれば，f(t)=g(θ) は，θ に関し周期 2π の

sine 級数となる．そこで v
T
πθ =  における g(θ) の値

を求めればよい．これは，次の後退漸化式によって
効率よく計算できる．すなわち， 

1,,1,
cos2

0

...
21

12

−=
+−⋅=

==

++

++

nnk
bccc

cc

kkkk

nn

θ  (4.1) 

をつくるとき，級数の値は， 

( ) ( ) θθ sin1cgvf ==  (4.2) 

により求まる． 
n 項の sine 級数の求和のために必要な乗算回数は

約 n 回，cosine関数，sine関数の評価がそれぞれ1回
である．  
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I11-31-0101 EXPI, DEXPI 

指数積分 Ei(x), Ei (x) 

CALL EXPI (X, EI, ICON) 
 

(1) 機能 
次のように定義される指数積分 Ei(x) , Ei (x) の値

を，近似式を用いて計算する． 
x < 0の場合： 

( ) ∫∫ ∞−

∞

−

−

=−=
x t

x

t

i dt
t
edt

t
exE  

x > 0の場合： 

( ) ∫∫ ∞−

−

∞

−

==
x tx t

i dt
t
e.dt

t
exE P.VP.V.  

ここに，P.V. は t=0 で主値をとって積分すること
を意味する．ただし，x≠0 であること． 

 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x. 
EI ············ 出力．関数値 Ei(x) 又は Ei (x). 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 EXPI-1 参照． 
 

表 EXPI-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

20000 X > log(flmax) であった． 
X < - log(flmax) であった． 

EI = flmax とする． 
EI = 0.0 とする． 

30000 X=0 であった． EI = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX, MGSSL, ULMAX 
② FORTRAN 基本関数 ... EXP, ALOG, ABS 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲 

(a) ( )X fl≤ log max  であること． 

X  の値が上記の範囲を超えると，Ei(x) , 
Ei (x) はそれぞれ， ex の計算においてアン

ダフロー，オーバフローをおこす．これを
本サブルーチン内で前もって防ぐためであ
る． 

(b) X≠0 であること． 
Ei(x) , Ei (x) は x=0 では定義されていな

い． 

c. 使用例 
Ei (x) の値を x が 0.01 から 0.50 まで，0.01 おき

に計算して数表を作成する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,50 
      X=FLOAT(K)/100.0 
      CALL EXPI(X,EI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610)X,EI 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620)X,EI,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF ', 
     * 'EXPONENTIAL INTEGRAL FUNCTION'/// 
     * 6X,'X',9X,'EI(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'EI=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 
      END 
 

(4) 手法概要 
指数積分  Ei(x) 及び  Ei (x) の計算は  x の区間  

[-174.673,-4), [-4,-1), [-1, 0), (0, 6], (6, 12], (12, 24], 
(24, 174.673] により近似式の形が異なる．以下で

は，s= x , t=1/ x  とする． 
 

a. -log(flmax) ≤ x < −4 の場合， 

単精度： ( ) 
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+
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11
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x
i tbtatexE  (4.1) 

理論精度  9.09 桁 
 

倍精度： ( ) 
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= =

+
8

0

8

0

11
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k
k

x
i tbtatexE  (4.2) 

理論精度  18.88 桁 
 

b. −4 ≤ x < −1 の場合， 

単精度： ( ) ∑∑
==

−=
4

0

4

0 k

k
k

k

k
k

x
i tbtaexE  (4.3) 

理論精度  10.04 桁 

倍精度： ( ) ∑∑
==

−=
8

0

8

0 k

k
k

k

k
k

x
i tbtaexE  (4.4) 

理論精度  19.20 桁 
 

c. -1 ≤ x < 0 の場合， 

単精度： ( ) ( ) ∑∑
==

−=
3

0

3

0
log

k

k
k

k

k
ki sbsasxE  (4.5) 

理論精度  10.86 桁 

倍精度： ( ) ( ) ∑∑
==

−=
5

0

5

0
log

k

k
k

k

k
ki sbsasxE  (4.6) 

理論精度  18.54 桁 
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d. 0 < x ≤ 6 の場合， 
単精度： 

( ) ( ) ( )

∑

∑

=

=

−+=

5

0

5

0
00log

k

k
k

k

k
ki

zb

zaxxxxxE
 (4.7) 

理論精度  9.94 桁 
ただし z = x/6, x0=0.37250 7410 
 

倍精度： 
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−+=

9

0
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0
00log

k

k
k

k

k
ki

zb

zaxxxxxE
 (4.8) 

理論精度  20.76 桁 
ただし z = x/6, 
  x0= 0.37250 7410 81366 63446 

e. 6 < x ≤ 12 の場合， 
単精度： 

( )E x e
x
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a x

b
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(4.9)

 
理論精度  8.77 桁 

倍精度： 
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理論精度  19.21 桁 
 

f. 12 < x ≤ 24 の場合， 
単精度： 
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理論精度  9.45 桁 
倍精度： 
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理論精度  19.22 桁 
 

g. 24 < x ≤ log(flmax) の場合， 
単精度： 
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理論精度  8.96 桁 
倍精度： 
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理論精度  18.11 桁 
 
なお，詳細については，参考文献 [79] , [80] を参

照のこと． 
 



FCHEB 

296 

E51-30-0101 FCHEB, DFCHEB 

実関数のチェビシェフ級数展開 
（関数入力，高速cosine変換） 
CALL FCHEB (A, B, FUN, EPSA, EPSR, NMIN, 
 NMAX, C, N, ERR, TAB, ICON) 
 

(1) 機能 
区間 [a, b] で滑らかな関数 f (x)と，要求精度 εa ，

εr が与えられたとき，f (x) をチェビシェフ級数展開
し， 

( ) ( ) ( ){ }xf
ab

abxTcxf ra

n

k
kk ⋅≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−−∑

−

=

εε ,max21

0
'

 (1.1) 

を満たすn個の係数 {ck} を求める． 
ここで， Σ' は初項を1/2倍して和をとることを意

味する．また， f は，区間 [a, b] での関数の標本

点 

1,...,1,0,
1

cos
22

−=
−

−++= njj
n

abbax j
π

 (1.2) 

における関数値を用いて， 

( )j
nj

xff
10

max
−≤≤

=  (1.3) 

と定義する． 
ただし，a ≠ b，εa ≥ 0，εr ≥ 0 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．関数 f (x) の定義域の下限 a． 
B············· 入力．関数 f (x) の定義域の上限 b． 
FUN ······· 入力．展開しようとする関数 f (x) を計算

する関数副プログラム名（使用例参
照）． 

EPSA······ 入力．級数展開の絶対誤差の上限 εa． 
EPSR······ 入力．級数展開の相対誤差の上限 εr ． 
NMIN····· 入力．級数展開の項数 n の下限（≥0）． 

(2のべき) + 1 の値で与える．標準値は9． 
（使用上の注意④参照） 

NMAX ··· 入力．級数の項数 n の上限（≥NMIN）． 
(2のべき) + 1 の値で与える．標準値は
257． 
（使用上の注意④参照） 

C············· 出力．係数 {ck}． 
大きさ NMAX の 1 次元配列． 
C(1) = c0. C(2) = c1, ..., C(N) = cn-1 
のように格納される． 

N·············出力．級数展開の項数 n（≥5）． 
(2のべき) + 1 の値をとる． 

ERR ········出力．級数展開の絶対誤差の推定値． 
TAB········出力．級数展開で使用された三角関数表

が格納される． 
1 次元配列．大きさは 3 以上でかつ， 
a ≠ 0 のとき (NMAX-3)/2 
a = 0 のとき  NMAX-2 
（使用上の注意②，③参照） 

ICON ······出力．コンディションコード． 
表 FCHEB-1 参照． 

 
表 FCHEB-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  
10000 丸め誤差のために，要求

精度が得られなかった． 
要求精度が厳しすぎる． 

C には，得られた係数を
出力する．級数展開の
誤差は達成可能な限度
まで達している． 

20000 級数展開の項数が，その
上限に達しても要求精度
が得られなかった． 

処理を打ち切る． 
C には，そのときまでに
得られた係数を出力す
る．また，ERR には，
この時点での絶対誤差
の推定値を出力する． 

30000 次のいずれかであった． 
①A = B 
②EPSA < 0.0 
③EPSR < 0.0 
④NMIN < 0 
⑤NMAX < NMIN 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, AMACH, UTABT, UCOSM 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, AMAX1, AMIN1, 

FLOAT 
 
b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラム

は，独立変数 x だけを引数に持つ関数副プロ
グラムとして定義し，本サブルーチンを呼び
出 す 側 の プ ロ グ ラ ム で ， そ の 関 数 名 を 
EXTERNAL 文で宣言しなければならない．与
えられた関数が助変数を含むときは，これら
を COMMON 文で宣言することにより，呼び
出す側のプログラムとの連絡を図る． 
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② 三角関数表の扱いについて 
本サブルーチンを繰り返し呼ぶ場合，必要な
三角関数表は，1 回だけしか計算されない．す
なわち，三角関数表に不足が生じた場合，そ
の都度不足分だけ計算し追加される． 
したがって，パラメタ TAB の内容は，常に保
存したまま呼び出すこと． 

③ 本 サ ブ ル ー チ ン で は 通 常 ， 区 間  [a, b] を 
 [-1, 1] に変数変換し， f (x) をチェビシェフ多
項式系により展開する．しかし，区間の端点 a 
が零の場合は，変数変換での計算誤差（桁落
ち）の発生を防止するために，f (x) をずらし
チェビシェフ多項式系により展開している．
ただし，求める係数 ck は，同一である． 
その為，内部で使用する三角関数表は，前者
の場合(NMAX-3)/2，後者の場合 NMAX-2 とな
っている． 

④ NMIN，NMAX が (2のべき) + 1 の値でない場
合，それらを超えない最大の (2のべき) + 1 の
値とみなす．ただし，NMAX < 5 の場合，
NMAX = 5 とみなす． 

⑤ 展開の項数 n の増大とともに，誤差が小さく
なる度合は，関数  f (x) の滑らかさと区間 
 [a, b] の巾の大きさに著しく影響される．f (x) 
が解析関数ならば，誤差は指数関数的オーダ 
O(rn)，0 < r < 1 で減少し，f (x) が k 回連続微分

可能ならば，有理式のオーダ O ( a b
n

k− ) で減

少する．k = 0, 1の場合，展開項数が多くな
り，誤差の推定も正確さを期しがたい．した
がって，本サブルーチンを適用する関数は，
少なくとも 2 回連続微分可能であることが望
ましい． 

⑥ 級数の精度 
本サブルーチンは，与えられた εa，εr に対して 
(1.1) を満たす級数を求める．したがって，εr = 
0 とおけば絶対誤差 εa 以内の，また εa  = 0 と
おけば相対誤差 εr 以内の精度で級数展開をす
ることになる．しかし，関数の性質と εa，εr の
値によってはこの目的が達成されないことも
ある．例えば，関数の計算精度に比べて，εa，

εr が小さすぎる場合には展開の項数がその上
限に達しない場合でも，丸め誤差の影響の方
が大きくなり，これ以上計算を続行しても無
意味である．このような状態を見出したとき
は ICON を 10000 にして処理を打ち切る．こ
のときの級数の精度は，使用計算機で達成可
能な限度まで達している．また，展開の項数
が NMAX 以内では収束しないこともあり，こ
の場合  ICON を  20000 にして処理を打ち切
る．このときの係数の値は，それまでに得ら
れている近似値であり，級数の精度は保証さ
れない． 

なお，本サブルーチンではいずれの場合に
も，級数の絶対誤差の推定値をパラメタ ERR 
に出力するので精度の目安にすることができ
る． 

⑦ チェビシェフ級数展開の逆変換を行う場合，
サブルーチン FCOST による cosine 変換を用い
ればよい． 
ここで逆変換とは，(1.2) で示される区間 [a, b] 
上の標本点 xj における関数値 

( ) ( )
1,...0,1,, 

21

0

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=∑

−

=

nj
ab

abx
Tcxf j

kk

n

k
j ''  

を求めることに相当する．ただし，Σ” は初項
と末項を 1/2 倍して和をとることを意味する．
したがって，サブルーチン FCOST を呼ぶ前
に，末項の係数 cn-1 だけは 2 倍しておく必要が
ある． 
この逆変換を行う場合，本サブルーチンによ
り得られた三角関数表はサブルーチン FCOST 
においても使用されるので，パラメタ TAB の
内容は保存しておくこと． 
（使用例②参照） 

c. 使用例 
① 区間 [-2,2] 上で，指数関数 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∑

∞

=0 !n

n
x

n
xexf  

を，要求精度 εa = 0，εr = 5･10-5 及び NMIN = 
9，NMAX = 257 の下で，チェビシェフ多項式
系 {Tk(x/2)} で展開する． 

 
C     EXAMPLE 1 
      DIMENSION C (257), TAB (127) 
      EXTERNAL FUN 
      EPSA=0.0 
      EPSR=5.0E-5 
      NMIN=9 
      NMAX=257 
      A=-2.0 
      B=2.0 
      CALL FCHEB(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,C,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GOTO 10 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON 
      WRITE(6,601) (C(I),I=1,N) 
      STOP 
   10 WRITE(6, 602) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',5X,'EXPANSION OF', 
     * ' FUNCTION FUN(X)',3X,'N=',I4, 
     * 5X,'ERR=',E15.5,5X,'ICON=',I5) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I8) 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      REAL*8 SUM,XP,TERM 
      EPS=AMACH(EPS) 
      SUM=1.0 
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      XP=X 
      XN=1.0 
      N=1 
   10 TERM=XP/XN 
      SUM=SUM+TERM 
      IF(DABS(TERM).LE. 
     *   DABS(SUM)*EPS) GOTO 20 
      N=N+1 
      XP=XP*X 
      XN=XN*FLOAT(N) 
      GOTO 10 
   20 FUN=SUM 
      RETURN 
      END 

 
② チェビシェフ級数展開の逆変換 

区間 [0, π ] 上で，正弦関数 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
+

−== ∑
∞

=

+

0

12

!12
1sin

n

n
n

n
xxxf

　
 

を，要求精度 εa = 5･10-5，εr = 0 及び NMIN = 
9，NMAX = 513 の下で，チェビシェフ多項式
系 {Tk(2x/π -1)} で展開する． 
その後，求めた展開係数を用いて，n 個の点 

1,...,1,0,
1

cos22 −=
−

+= njj
n

x j
πππ  

におけるチェビシェフ級数の値を，サブルー
チン FCOST により確認する． 
 

C     EXAMPLE 2 
      DIMENSION C(513),TAB(511) 
      EXTERNAL FUN 
      EPSA=5.0E-5 
      EPSR=0.0 
      NMIN=9 
      NMAX=513 
      A=0.0 
      B=ATAN(1.0)*4.0 
      CALL FCHEB(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,C,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GOTO 10 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON 
      C(N)=C(N)*2.0 
      NM1=N-1 
      WRITE(6,601) (C(I),I=1,N) 
      CALL FCOST(C,NM1,TAB,ICON) 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601) (C(I),I=1,N) 
      STOP 
   10 WRITE(6,603) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',5X,'EXPANSION OF', 
     * ' FUNCTION FUN(X)',3X,'N=',I4, 
     * 5X,'ERR=',E15.5,5X,'ICON=',I5) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'INVERSE TRANS', 
     * 'FORM BY ''FCOST''') 
  603 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I8) 
      END 
 

      FUNCTION FUN(X) 
      REAL*8 SUM,XP,TERM 
      EPS=AMACH(EPS) 
      SUM=X 
      P=X*X 
      XP=X*P 
      XN=-6.0 
      N=3 
   10 TERM=XP/XN 
      SUM=SUM+TERM 
      IF(DABS(TERM).LE.EPS) GOTO 20 
      N=N+2 
      XP=XP*P 
      XN=-XN*FLOAT(N)*FLOAT(N-1) 
      GOTO 10 
   20 FUN=SUM 
      RETURN 
      END 

 
(4) 手法概要 

本方法はクレンショウ・カーチスのチェビシェ
フ級数展開の方法を，離散型 cosine 変換を用いて
高速化したものである． 
a. チェビシェフ級数展開法 

簡単のためチェビシェフ級数展開しようとす
る関数 f (x) の定義域は [-1,1] とする． 
f (x) の真のチェビシェフ級数展開は 

( ) ( )∑
∞

=

=
0k

kk xTcxf '  (4.1) 

( ) ( )dx
x

xTxfc k
k ∫− −

=
1

1 21
2
π

 (4.2) 

で表せる． 
ここで，x = cosθ と変数変換すると， 

( ) θθθ
π

π
dkfck coscos2

0∫=  (4.3) 

となり， ck は 2π を週期とする連続な偶関数 
f(cosθ) の cosine 級数の係数とみなすことがで
きる． 
チェビシェフ展開係数 (4.2) をガウス・チェビ
シェフ数値積分公式で求めることは，実は偶
関数のフーリェ係数 (4.3) を中点公式で計算す
ることに他ならない．ガウス型積分公式は，
n-1 個の標本点を用いて 2n-3 次の多項式まで
正確に積分できるという意味で最良である．
積分 (4.3) に対する台形公式は，n 個の標本点
を用い，2n-3 次の cosine 多項式まで正確に積
分できる．すなわち最良の積分公式ではない
が，殆どそれに近い． 
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本サブルーチンでは，入力は関数であるため
要求精度に応じ，標本点を倍々と増し，必要
な項数のチェビシェフ級数を求める．そこ
で，この目的に適した台形公式を用いる．得
られた n 項のチェビシェフ級数は，n 個の標本
点 

1,...,1,0,
1

cos −=
−

= njj
n

x j
π  (4.4) 

で，補間条件 

( ) ( )∑
−

=
=

1

0

n

k
jkkj xTcxf "  

を満たす． 
チェビシェフ級数の表記上の統一を図るた
め，末尾の係数だけ 1/2 倍し，(4.1) のように
書く． 
本サブルーチンでは，後述する級数展開の誤
差評価に基づき，区間 [-1,1]で 

( ) ( ) { }fxTcxf ra

n

k
kk εε ,max

1

0

<−∑
−

=

'  (4.5) 

を満たすように項数 n と {ck} を FFT の手法で
決定する． 
今，ある項数 n (=np+1, np=2p) に対する台形公

式による係数 { ck
p } が (4.6) のように求められ

ているとする． 
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ただし，正規化定数 2/np は省略している． 
項数を倍に拡張した n = np+1+1 に対する係数 
{ ck

p+1 } は，台形公式と中点公式との補完的な

性質により効率よく求められる．すなわち，

{ ck
p } を得た標本点の中点で f (x) を (4.7) のよ

うに標本化し， 
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これに対する離散型 cosine 変換（中点公式）
を (4.8) で定義する． 
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このとき { ck
p+1 } は (4.9) の漸化式により求めら

れる． 
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 (4.9) 

以上のように，(4.6)，(4.8)，(4.9) に基づき，p 
を漸次増加していくことにより f (x) の（離散
型）チェビシェフ級数 

( ) ( )∑
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≅
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p
k xTcxf
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"  (4.10) 

の係数 { ck
p } を生成することができる． 

収束判定が満たされたとき，最後に各係数 
{ ck

p } に 2/np をかけて，それらを正規化する． 
 

b. チェビシェフ級数の誤差評価 
真のチェビシェフ級数展開 (4.1) の係数 {ck} 
と，p 段階の離散型チェビシェフ級数展開 
(4.10) の係数 { ck

p } の間には，次の関係が成り

立つ． 
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(4.11) より，p 段階のチェビシェフ級数の誤差
評価 
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が導かれる． 
区間上で f (x) が解析的ならば，その展開係数 
ck は番号  k の増加に伴い指数関数的オーダ 
O(rk)，0 < r < 1 で減少するので，p 段階の離散

型チェビシェフ係数 ck
p  から r を推定すること

ができる． 
いま， ck

p  = Ark （A はある定数）と表す．k は
高々 np であるから，末尾の番号 np と 3/4np の係
数の比から rnp/4 を知ることができる．本サブル

ーチンでは，偶然に 
pnc  あるいは 

pnc 43  が 0 と

なると都合が悪いので，その対策上 np -1 及び 
3/4np-1 番目の係数も併用して，r を 
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で推定している．r の上限を  0.99 とするの
は，これ以上 r が 1 に近くなると，収束は極
めて緩くなり事実上 f (x) のチェビシェフ展開
は不可能だからである． 
さて，r が得られたならば，(4.12) より p 段階
の誤差 ep は，(4.13) で推定できる． 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

= −
p
pn

p
pnp cc

r
re

2
1

1 1  (4.13) 

ここで，末尾の係数 cnp
p  だけ 1/2 倍されている

のは，これが台形公式による離散型チェビシ
ェフ級数だからである． 
 

c. 計算の手順 
手順 1……初期設定 
① 三角関数表の初期値設定 

区間 [0, π/2] を等分割した点上で，cosine 関数
の値をビット逆転の順序に 3 個だけ求める．
三角関数表は，関数 f (x) の標本化の処理にお
いて，標本点として利用する． 

② 初期のチェビシェフ級数展開 
(4.6) において np=4 とした，5 項のチェビシェ

フ級数展開を行い， c0
2 ， c1

2 ， c2
2 ， c3

2 ， c4
2  を求

める． 
同時に，(1.3) に基づき関数のノルム f  を求

める． 
 

手順 2……収束判定 
np+1 ≤ NMIN ならば，収束判定は省略し無条
件に手順 3 へ進む．np+1 > NMIN ならば，以
下のように収束判定を行なう． 
まず計算誤差の限界 ρ 

( )ρ = n f up 2 ，u は丸め誤差の単位 (4.14) 

収束の判定定数 ε  

{ }ε ε ε= max ,a r f  (4.15) 

を求める． 
p 段階の末尾 2 項の展開係数 1−pn

pc ， p
pnc  が有

効桁を失っている場合，すなわち 

ρ<+−
p
pn

p
pn cc

2
1

1  (4.16) 

ならば，これ以上計算を続行しても精度の向
上は期待できないので収束したと判定し，チ
ェビシェフ級数の絶対誤差 ep をρで推定す
る．p <  ε ならば，ICON = 0 として終わる． 
ρ≥ ε ならば，要求精度 εa，εr が小さすぎると
みなし ICON = 10000 として処理を終わる． 

一方，末尾 2 項の展開係数が有効桁をもつ場
合，誤差  ep を (4.13) で推定し 

ep <  ε  (4.17) 

を満たすか否かを判定する．満たされるなら
ば，ICON = 0 として終わる．満たされない場
合で，かつ 2np + 1 ≤ NMAX ならば，手順 3 へ
進む．一方，2np + 1 > NMAX ならば，与えら
れた展開項数の上限に達しても要求精度は得
られなかったとみなし，ICON = 20000として
処理を終わる． 
なお，正常，異常にかかわらず終了時に係数
を正規化する． 
 

手順 3……関数の標本化とノルムの計算 
既に得られている np + 1 個の標本の中点で，
関数を 

1,......,1,0                            

,
2
1cos

22

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++

p

p

nj

j
n

abbaf π
 (4.18) 

のように標本化し，ビット逆転の順序に求め
る． 
ただし，a = 0 の場合は，変数変換における桁
落ちを防止するために，次のように標本化す
る． 

1,......,1,0                            

,
2
1

2
cos2

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

p

p

nj

j
n

bf π
 (4.19) 

ここで新たに用いられる三角関数表を追加計
算する． 
また，関数のノルムを (1.3) に基づき求める． 
 

手順 4……離散型 cosine 変換（中点公式） 
手順 3 で求めた標本に対して，離散型 cosine 
変換を FFT の手法で行い，{ ~ck

p } を求める． 
 

手順 5……{ ck
p+1 } の計算 

既に求められている { ck
p } と，手順 4 により得

られた { ~ck
p } に基づき，漸化式 (4.9) により，

2np+1 項のチェビシェフ級数の係数 { ck
p+1 } を合

成する．p を 1 つ増加して手順 2 へ戻る． 
 
計算の手間の大部分は，手順3，4 で費され
る．関数の標本化の手間を除けば，n 項のチェ
ビシェフ展開係数を求めるに必要な乗算回数
は，約 nlog2n である． 
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なお詳細については，参考文献 [59] を参照す
ること． 
また，離散型 cosine 変換については，サブル
ーチン FCOST，FCOSM を参照のこと． 
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E51-10-0101 FCOSF, DFCOSF 

偶関数の cosine 級数展開 
（関数入力，高速 cosine 変換） 

CALL FCOSF (TH, FUN, EPSA, EPSR, NMIN, 
 NMAX, A, N, ERR, TAB, ICON) 
 

(1) 機能 
任意の周期 2T をもつ滑らかな偶関数 f (t) を要求

精度 εa，εr に基づき cosine 級数展開する．すなわ
ち 

( ) { }fkt
T

atf ra

n

k
k εεπ ,maxcos

1

0

≤−∑
−

=

'  (1.1) 

を満たす n 個の係数 {ak} を求める． 
ここで Σ'は，初項を 1/2 倍して和をとることを

意味する．また，関数のノルム f  は，半周期 [0, 
T] での関数の標本点， 

1,...,1,0,
1

−=
−

= njj
n
Tt j  (1.2) 

における関数値を用いて 

( )j
nj

tff max
10 −≤≤

≤  (1.3) 

と定義する． 
ただし，T > 0，εa ≥ 0，εr ≥ 0 であること． 
 

(2) パラメタ 
TH·········· 入力．関数 f (t) の半周期 T． 
FUN ······· 入力．展開しようとする関数 f (t) を計算

する関数副プログラム名（使用例参照） 
EPSA······ 入力．級数展開の絶対誤差の上限 εa． 
EPSR······ 入力．級数展開の相対誤差の上限 εr． 
NMIN····· 入力．級数展開の項数 n の下限 (≥0)． 

(2 のべき) + 1 の値で与える．標準値は 
9．(使用上の注意③参照)． 

NMAX ··· 入力．級数展開の項数の上限(≥NMIN)． 
(2 のべき) + 1 の値で与える． 
標準値は 257．(使用上の注意③参照)． 

A ············ 出力．係数 {ak}． 
大きさ NMAX の 1次元配列． 
A(1) = a0，A(2) = a1，…，A(N) = an-1 

のように格納される． 
N ············ 出力．級数展開の項数 n(≥5)． 

(2 のべき) + 1 の値をとる． 
ERR········ 出力．級数展開の絶対誤差の推定値． 

TAB········出力．級数展開で使用された三角関数表
が格納される． 
大きさ 3 以上でかつ (NMAX - 3)/2 の 1 次
元配列 

ICON ······出力．コンディションコード． 
表 FCOSF-1 参照． 

 
表 FCOSF-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  
10000 丸め誤差のために要求精度

が得られなかった． 
要求精度が厳しすぎる． 

A には得られた係数を
出力する．級数展開の
誤差は達成可能な限度
まで達している． 

20000 級数展開の項数が，その上
限に達しても要求精度が得
られなかった． 

処理を打ち切る．この
時点で得られた係数と
絶対誤差の推定値を，
それぞれ A と ERR に
出力する． 

30000 次のいずれかであった． 
①TH ≤ 0 
②EPSA < 0.0 
③EPSR < 0.0 
④NMIN < 0 
⑤NMAX < NMIN 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MGSSL, AMACH, UTABT, UCOSM, 

UNIFC 
② FORTRAN 基本関数… ABS, AMAX1, AMIN1, 

FLOAT 
 

b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラム

は，独立変数 t だけを引数にもつ関数副プログ
ラムとして区間 [0, T] 上で定義し，本サブルー
チンを呼び出す側のプログラムで，その関数
名をEXTERNAL 文で宣言しなければならな
い．与えられた関数が助変数を含むときは，
これらを  COMMON 文で宣言することによ
り，呼び出す側のプログラムとの連絡を図
る．(使用例参照) 

② 三角関数表の扱いについて 
本サブルーチンを繰返し呼ぶ場合，必要な三
角関数表は，1 回だけしか計算されない．すな
わち，三角関数表に不足が生じた場合，その
都度不足分だけ計算し表に追加される． 
したがって，パラメタ TAB の内容は，常に保
存したまま呼び出すこと． 

③ NMIN，NMAX が (2のべき) + 1 の値でない場
合，それらを超えない最大の (2 のべき) + 1 の
値 と み な す ． た だ し  NMAX < 5 の場合，
NMAX = 5 とみなす． 
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④ 展開の項数 n の増大とともに，誤差が小さく
なる度合は，全区間（-∞,∞）における関数 f (t) 
の滑らかさに著しく影響される．f (t) が解析的
周期関数ならば，誤差は指数関数のオーダー 
O(rn)，0 < r < 1 で減少し， f (x) が k 回連続微
分可能ならば，有理式のオーダ O (n-k) で減少
する．k = 0, 1 の場合展開項数が多くなり，誤
差の推定も正確さを期しがたい． 
したがって本サブルーチンを適用する関数は
少なくとも 2 回連続微分可能であることが望
ましい． 

⑤ 級数の精度 
本サブルーチンは，与えられた εa，εr に対し
て (1.1) を満たす級数を求める．したがって εr  
= 0 とおけば絶対誤差 εa 以内の，また εa = 0 と
おけば相対誤差 εr 以内の精度で級数展開する
ことになる． 
しかし εa と εr の値によっては，この目的が達
成されないことがある．例えば，関数の計算
誤差に比べて，εa，εr が小さすぎる場合には，
展開項数がその上限に達しない場合でも丸め
誤差の影響が大きくなり，これ以上計算を続
行しても無意味である． 
このような状態を見出したときは  ICON を 
10000 として処理を打ち切る．このときの級数
の精度は，使用計算機で達成可能な限度まで
達している．また，関数の性質によって展開
の項数が NMAX 以内では収束しないこともあ
り，この場合 ICON を 20000 にして処理を打
ち切る．このときの係数の値は，それまでに
得られている近似値であり，級数の精度は保
証されない． 
しかしながら，いずれの場合でも級数の絶対
誤差の推定値はパラメタ ERR に出力される． 

⑥ サブルーチン FCOST を用い逆変換を行う場
合，末尾の係数 an-1 だけは 2 倍しておかなけ
ればならない．また，順変換，逆変換いずれ
の場合もパラメタ TAB の内容は保存しておく
こと．（使用例②参照） 

⑦ 関数 f (t) が単に周期関数であって，その cosine 
変換を計算する場合，偶関数 (f(t) +f(-t))/2 に対
して本サブルーチンを適用すればよい． 

⑧ 偶関数 f (t) が周期をもたず絶対積分可能なと
き，f (t) の（理論的）cosine 変換は 

( ) ( ) tdttfF     cos
0∫
∞

= ωω  (3.1) 

で定義される．f(t) が O(e-at)，a < 0 で減衰する
ならば，次のようにして上のフーリエ積分の
近似値を求めることができる． 

まず T を十分大きくとり区間 [T, ∞) において 
( )f t  は無視できるものとする．例えば，u を

丸め誤差の単位として 

( )f t u t T< ≥,  (3.2) 

を満たすように T を定め， f (t) を周期 2T の関
数とみなし，本サブルーチンによって f (t) の 
cosine 展開係数 {ak} を求める．ところで 

( ) dttk
T

tf
T

a
T

k ∫=
0

cos2 π
 (3.3) 

であるから (3.1)，(3.2) より 

1,...,1,0,
2

−=≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ nkaTk

T
F k

π  (3.4) 

が成り立つ．この関係を用いて離散型 cosine 
変換から，cosine 変換 (3.1) の近似値を計算で
きる． 
なお逆変換 

( ) ( ) ωωω
π

dtFtf ∫
∞

=
0

cos2  (3.5) 

を計算する場合は，n 個のデータ 

( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

14

2,...,1,0,2

n
T

F
T

nkk
T

F
T

π

π

 

を入力としてサブルーチン FCOST を呼べば，
出力として 

1,...,1,0,
1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
njj

n
Tf  

の近似値が得られる． 
（使用例②参照） 
 

c. 使用例 
① 助変数 p を含む周期 2π の偶関数 

( )f t p
p t p

=
−

− +
1

1 2

2

2cos
 

を要求精度 εa =  εr = 5･10-5 及び  ΝMIN = 9，
NMAX = 257 の下で cosine 級数に展開する． 
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f(t) の真の cosine 級数展開は 

( ) ∑
∞

=
+=

1
cos21

k

k ktptf  

である．p を 1/4，1/2，3/4 と変えて展開係数
を出力する． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(257),TAB(127) 
      EXTERNAL FUN 
      COMMON P 
      TH=ATAN(1.0)*4.0 
      EPSA=0.5E-4 
      EPSR=EPSA 
      NMIN=9 
      NMAX=257 
      P=0.25 
    1 CALL FCOSF(TH,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,A,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON,P 
      WRITE(6,601) (A(I),I=1,N) 
      P=P+0.25 
      IF(P.LT.1.0) GO TO 1 
      STOP 
   10 WRITE(6,602) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',5X,'EXPANSION OF', 
     * ' FUNCTION FUN(T)',3X,'N=',I4, 
     * 5X,'ERR=',E15.5,5X,'ICON=',I16,5X, 
     * 'P=',E15.5) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I8) 
      END 
      FUNCTION FUN(T) 
      COMMON P 
      FUN=(1.0-P*P)/(1.0-2.0*P*COS(T)+P*P) 
      RETURN 
      END 

 
② cosine 変換およびその逆変換 

無限区間における偶関数の cosine 変換 

( ) dxxxF  cos
2

sech
0∫
∞

= ωπω  

を εa= εr= 5･10-5 の下で行い，解析解 F(ω) = 
sech ω と比較する． 
引続きその逆変換 

dxxF  cos)(2
0∫
∞

ωω
π

 

をサブルーチン FCOST を用いて行い，解析解
と比べ精度を調べる． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(257),TAB(127), 
     *          ARG(257),T(257) 
      EXTERNAL FUN 
      COMMON HP 
      HP=ATAN(1.0)*2.0 
      TH=ALOG(1.0/AMACH(TH))/HP 
      EPSA=0.5E-04 
      EPSR=EPSA 
      NMIN=9 
      NMAX=257 
C     COSINE TRANSFORM 
      CALL FCOSF(TH,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,A,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      TQ=TH*0.5 
      H=(HP+HP)/TH 
      DO 1 K=1,N 
      ARG(K)=H*FLOAT(K-1) 
      A(K)=A(K)*TQ 
      T(K)=TRFN(ARG(K)) 
    1 CONTINUE 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON 
      WRITE(6,610) 
      WRITE(6,601) (ARG(K),A(K),T(K), 
     *              K=1,N) 
C     INVERSE TRANSFORM 
      Q=1.0/TQ 
      DO 2 K=1,N 
      A(K)=A(K)*Q 
    2 CONTINUE 
      A(N)=A(N)*2.0 
      NM1=N-1 
      CALL FCOST(A,NM1,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      H=TH/FLOAT(NM1) 
      DO 3 K=1,N 
      ARG(K)=H*FLOAT(K-1) 
      T(K)=FUN(ARG(K)) 
    3 CONTINUE 
      WRITE(6,620) 
      WRITE(6,610) 
      WRITE(6,601) (ARG(K),A(K),T(K), 
     *              K=1,N) 
      STOP 
   10 WRITE(6,602) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',5X,'CHECK THE COSINE', 
     * ' TRANSFORM OF FUNCTION FUN(T)', 
     * 3X,'N=',I4,5X,'ERR=',E15.5,5X, 
     * 'ICON=',I5) 
  610 FORMAT('0',6X,'ARGUMENT',7X, 
     * 'COMPUTED',11X,'TURE') 
  620 FORMAT('0',5X,'CHECK THE INVERSE', 
     * ' TRANSFORM') 
  601 FORMAT(/(3E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I6) 
      END 
      FUNCTION FUN(T) 
      COMMON HP 
      FUN=1.0/COSH(T*HP) 
      RETURN 
      END 
      FUNCTION TRFN(W) 
      TRFN=1.0/COSH(W) 
      RETURN 
      END 
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(4) 手法概要 
本方法は，離散点入力の高速 cosine 変換（台形

公式）を関数入力の cosine 変換に応用したもので
ある． 
a. cosine 級数展開法 

簡単のため偶関数 f (t) の周期は 2π とする． 
f (t) の cosine 級数は 

( )f t a a ktk
k

= + ∑
=

∞1
2 0

1
cos  (4.1) 

( ) dtktxfak ∫=
π

π 0
cos2

 (4.2) 

と表される．積分区間 [0, π ] を 2 等分，4 等
分，8 等分，……と細分しながら (4.2) を台形
公式で求める． 
得られた，3 個，5 個，9 個……の係数 ak によ
り，(4.1) を有限の項数で近似する． 
被積分関数が滑らかならば，要求精度 εa ，εr に
応じて等分割数を倍々と増し，適当に大きく
標本数 n (=(2のべき) + 1) をとれば 

( ) { }fktatf ra

n

k
k εε ,maxcos"

1

0
<−∑

−

=
 (4.3) 

が満たされる．ただし Σ'' は，初項と末項を 
1/2 倍して和をとることを意味する． 
得られた n-1 次の三角多項式は，台形公式の
各分点を補間点とする三角補間多項式になっ
ている．すなわち 

1,...,1,0                     

,
1

cos"
1

1

0

−=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− ∑
−

=

nj

kj
n

aj
n

f
n

k
k

ππ
 (4.4) 

となる． 
上述したことを，更に詳しく説明する． 
今，標本数 n(= np + 1, np = 2p) の台形公式によ
る係数 

p

p

pn

j p

p

k nkkj
n

j
n

fa ,...,1,0 ,cos"
0

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∑

=

ππ  (4.5) 

が求められているとする．ここで正規化定数 
2/np は省略している． 
np+1 = 2np として，項数を倍に拡張したときの

係数 { ak
p+1 } は，台形公式に対する中点公式の

補完的性質により効率よく求められる．すな
わち台形公式 (4.5) の標本点の中点で f (t) を 
(4.6) のように標本化し 

1,...,1,0   ,
2
1 −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + p

p

njj
n

f π  (4.6) 

これに対する離散型 cosine 変換（中点公式）
を (4.7) で定義する． 
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 (4.7) 

このとき，(4.8) の関係が成り立ち，{ ak
p+1 } を

求めることができる． 
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 (4.8) 

この { ak
p } に関する漸化関係を用い，要求精度

に応じ，項数を倍々に増しながら f (t) の高次
の cosine 級数を求めることができる．ただし 
{ ak

p } は，最後の段階で 2/np をかけられ正規化

される．なお末尾の係数だけは  1/np 倍し，
cosine 級数の表記を (4.1) のように統一する． 
 

b. cosine 級数の誤差評価 
 f (t) の理論的な cosine 係数 ak と p 段階の離散

型 cosine 係数 ak
p  の間には，それらの定義式 

(4.2)，(4.5) 及び三角関数の選点直交関係より 
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p

m
kpmnkpmnk

p

k

nk

aaaa

,...,1,0               

,
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22

=

++= ∑
∞

=
+−  (4.9) 

が成り立つ．これより p 段階の cosine 級数の
誤差評価 

( ) ∑∑
∞

+==
≤−

10
2cos"

pnk

pn

k

p
k kaktatf  (4.10) 

が導かれる． 
ところで f (t) が解析的周期関数のとき，その
展開係数 {ak} は番号 k の増加に伴い指数関数
的オーダ O(rk)，0 < r < 1 で減少する．そこで p 
段階の離散型 cosine 係数から r を推定するこ

とができる．いま ak
p  = Ark（A はある定数）と

表す．k は高々 np であるから末尾の番号 np と 
3/4np の係数の比から rnp/4 を知ることができ
る．本サブルーチンでは，偶然にそれらが 0 
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となると都合がわるいので np - 1 及び 3/4np - 1 
番の係数も併用して r を 
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で推定している．r の上限を  0.99 としたの
は，これ以上 r が 1 に近くなれば，収束は極
めて緩くなり事実上 f (t) の cosine 展開は不可
能だからである． 
さて，r が得られたならば (4.10) より p 段階の
誤差は 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

= −
p
pn

p
pnp aa

r
re

2
1

1 1  (4.11) 

で推定できる．ここで末尾の係数 p
pna  だけ 1/2 

倍されているのは，これが台形公式による離
散型 cosine 係数だからである． 
 

c. 計算の手順 
手順1…初期設定 
① 三角関数表の初期値設定 

区間 [0, π/2] を等分割した点上で cosine 関数の
値をビット逆転の順序に 3 個だけ求める．本
サブルーチンが既に呼ばれ，三角関数表が作
成済みならば，この初期化の操作は省略され
る．三角関数表は，離散型 cosine 変換のため
に用いられる． 

② 初期の cosine 級数展開 
(4.5) において，np = 4(p=2) とした 5 項のcosine 
級数展開を行い， a0

2 , a1
2 , a2

2 , a3
2 , a4

2  を計算す

る．同時にノルムの定義 (1.3) に基づき f  を
求める． 
 

手順2…収束判定 
np + 1 ≤ NMIN ならば，収束判定は省略し無条
件に手順 3 に進む．np + 1 > NMIN ならば以下
の収束判定を行う． 
まず計算誤差の限界 

( )ufnp 2=ρ ，u は丸め誤差の単位 (4.12) 

と収束判定定数 

{ }fra εεε ,max=  (4.13) 

を求める． 
p 段階の末尾 2 項の係数が有効桁を失っている
場合，すなわち 

ρ<+−
p
n

p
n pp

aa
2
1

1  (4.14) 

ならば，これ以上続行しても精度の向上は期
待できないので収束したと判定し，求める級
数の絶対誤差 ep を計算誤差ρで置き換える．ρ 
< ε ならば ICON = 0 として，又は ρ ≥ ε ならば 
εa , εrが，丸め誤差の単位 u に比べ相対的に小
さすぎるとみなし ICON = 10000 として処理を
終わる． 
次に (4.14) が成立しない通常の場合，誤差 ep 
を (4.11) で推定し 

ep < ε (4.14) 

を満たすか否か判定する．満たされるなら
ば，ICON = 0 として処理を終わる．満たされ
ない場合で，かつ 2np + 1 ≤ NMAX ならば，手
順 3 へ進む．そうでなければ，与えられた展
開項数の上限に達しても要求精度は得られな
かったとみなし，ICON = 20000 として処理を
終わる．正常，異常にかかわらず，終了時に
は係数を正規化する． 
 

手順3…標本点の計算 
p 段階において f(t) を標本化するための標本点
は 

1,...,1,0    ,
2
1 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += p

p

j njj
n

t π  

であるが，これをビット逆転の順序に，次の
漸化式に従って求める． 

( )
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2
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−−−+
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tt

t

l
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lpjlpj
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π

π

 (4.16) 

ただし np = 2p である． 
 

手順4…関数の標本化とノルムの計算 
np 個の標本点 (4.16) の上で f (t) の関数値を求
め，標本点の上に重ね書きする． 
また関数のノルムの定義 (1.3) に従い，ノルム 

f  を計算する． 
 

手順5…三角関数表の作成 
次の手順 6 で必要な三角関数表を計算し保存
する．三角関数の有効利用のため本サブルー
チンが繰返し呼ばれる場合でも一度求めた表
（またはその一部）は，二度と計算しない． 
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手順6…離散型 cosine 変換（中点公式） 
手順 4 で求めた標本に対し，離散型 cosine 変
換を FFT の手法で行い， { }p

ka~  を求める． 

手順7… { }1+p
ka  の計算 

既に求められている { }p
ka  と，手順 6 で得られ

た { }p
ka~  を，(4.8) によって合成し項数 2np + 1 

の離散型 cosine 展開係数 { }1+p
ka  を得る． 

p を 1 増して手順 2 にもどる． 
 

計算の手間の大部分は，手順 4，6 で費され
る．関数の標本化の手間を除けば，n 項の 
cosine 展開係数を求めるに必要な乗算回数は，
約 nlog2n である． 
記憶領域の節約を図るため，標本点，標本及
び展開係数は，1 次元配列 A において三重に
重ね書きされる． 
 

なお詳細については，参考文献 [59] を参照する
こと．また離散点入力の cosine 変換については，
サブルーチン FCOST，FCOSM を参照のこと． 
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F11-11-0201 FCOSM, DFCOSM 

離散型 cosine 変換（中点公式，2 基底 FFT）
CALL FCOSM (A, N, ISN, TAB, ICON) 

 
(1) 機能 

周期 2πの偶関数 x(t) の半周期を等分割した n 個
の標本 {xj+1/2} 
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⎛ +=+ njj
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xx j

π  (1.1) 

が与えられたとき，中点公式による離散型 cosine 
変換，又はその逆変換を高速変換手法 (FFT) により
行う． 

ただし，n = 2l（l: 0 又は，正整数）であること． 
 

① cosine 変換 
{xj+1/2} を入力し，(1.2) で定義する変換を行
い，フーリエ係数 {n/2･ak} を求める． 
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π  (1.2) 

② cosine 逆変換 
{ak} を入力し，(1.3) で定義する変換を行い，
フーリエ級数の値 {xj+1/2} を求める． 
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1cos
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ここで Σ' は，初項だけを 1/2 倍して和をとる
ことを意味する． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．{xj+1/2} 又は {ak}． 

出力．{n/2･ak} 又は {xj+1/2}． 
大きさ n の 1次元配列． 
図 FCOSM-1 参照． 

N ············ 入力．標本数 n． 
 
 A(N) なる 1 次元配列 

N 

xn−1/2 xn−3/2 x2+1/2 x1+1/2 x1/2 

an−1 an−2 a2 a1 a0 {ak} 

{xj+1/2} 

 
[注意]  {

n
ak2

} は {ak} に準じる． 

図 FCOSM-1  データの格納方法 

ISN ·········入力．変換か逆変換かを指定する（+1 又
は -1）． 
変換 : ISN = +1 
逆変換 : ISN = -1 

TAB········出力．変換で使用された三角関数表が格
納される． 
大きさ n-1 の 1 次元配列． 
（使用上の注意②参照） 

ICON ······出力．コンディションコード 
表 FCOSM-1 参照． 

 
表 FCOSM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  
30000 ISN ≠ 1，ISN ≠ -1 又は N ≠ 2l 

（l: 0 又は正整数）であった． 
処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II…MGSSL, UPNR2, UTABT, UCOSM  
② FORTRAN 基本関数…SQRT, MAX0 
 
b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

中点公式による離散型 cosine 変換及び，逆変
換は，一般的に (3.1)，(3.2) で定義される． 
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1cos
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本サブルーチンでは，(3.1)，(3.2) の左辺に対
応して {n/2･ak}，{xj+1/2} を求めるので，結果の
正規化は必要に応じて行うこと． 

② 三角関数表の扱いについて 
同一項数の下で本サブルーチンを繰り返し呼
ぶ場合，三角関数表の計算は最初の 1 回だけ
行われる． 
したがって 2 回目以降，パラメタ TAB の内容
は保存したまま呼び出すこと． 
一方，変換の項数が異なる場合でも，三角関
数表に不足が生じた場合だけ，その都度不足
分を計算し表に追加するので効率がよい． 
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c. 使用例 
n 個の標本 {xj+1/2} を入力し，本サブルーチン
により変換したのち正規化し，離散型フーリ
エ係数 {ak} を求める．引続き逆変換すること
によって {xj+1/2} を求める． 
 
n ≤ 512 の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(512),TAB(511) 
C     COSINE TRANSFORM 
      ISN=1 
      READ(5,500) N,(X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,N) 
      CALL FCOSM(X,N,ISN,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
C     NORMALIZE 
      CN=2.0/FLOAT(N) 
      DO 10 K=1,N 
      X(K)=X(K)*CN 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,602) ISN 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,N) 
C     COSINE INVERSE TRANSFORM 
      ISN=-1 
      CALL FCOSM(X,N,ISN,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,602) ISN 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,N) 
   20 WRITE(6,603) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(6F12.0)) 
  600 FORMAT('0',5X,'INPUT DATA N=',I5) 
  601 FORMAT(5F15.7) 
  602 FORMAT('0',5X,'OUTPUT DATA',5X, 
     *       'ISN=',I2) 
  603 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE', 
     *       I8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

項数 n (=2l, l = 0, 1, …) の中点公式による離散型 
cosine 変換を，2 を基底とする高速変換手法 (FFT) 
により行う． 

ところで，中点公式による変換は，変換の対象
となる偶関数 x(t) を複素数値関数とみなし，それに
対して項数 2n の中点公式による離散型複素フーリ
エ変換を行えば得られる．しかしこの場合，複素
変換の性質を利用すると効率よく変換が可能であ
ることが知られている． 

いま，周期 2π の複素数値関数 x(t) に対する 2n 
(= 2l+1, l = 0, 1, 2, …) 項の中点公式による離散型フー
リエ変換を (4.1) で定義する． 

12,...,1,0

,
2
1exp

2
12

12

0

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∑

−

=

nk

jk
n
ij

n
xna

n

j
k

ππ

 (4.1)

 

FFT の基本は，入力データに対し少ない項数の
適当な離散型フーリエ変換（2 基底ならば項数は 
2）を繰り返し行い目的の変換を達成するところに
ある． 

すなわち，j + 1 番目の標本から間隔 ~np , (= 2l+1-p, 
P = 1, 2, …) で，与えられた標本を間引きし，np = 
2p 項の変換， 
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 (4.2) 

を定義すれば，これは基底 2 の FFT の算法 (4.3) 
に従う． 

初期値 
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(4.3)

 

この漸化式の最終段階の値が離散型フーリエ係
数 (4.4) である． 

( ) 12,...,1,0   ,,02 1 −== + nkkxna l

k
 (4.4) 

ところで関数 x(t) が偶関数ならば，x(t) の実数性 

x(t) = x (t) （ x (t) は x(t) の共役複素数） 

及び対称性 

( ) ( )x t x t2π − =  

は，FFT の中間結果 {xp(j,k)} に対して，次のよ
うに波及する． 
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実数性: xp(j, 0) は実数 
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対称性:  
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 (4.5) 

一方，偶関数 x(t) の複素フーリエ係数 {ak} と，
離散型 cosine 変換 
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 (4.6) 

で定義されるフーリエ係数の間には 

ak=2ak , k=0,1,…,n-1 

が成立するので，FFT の算法 (4.3) において，性
質 (4.5) を利用することにより，演算回数と使用す
る領域を 1/4 に減らすことができる．すなわち，
(4.3) における j, k の範囲はそれぞれ半分となり，離
散型 cosine 変換 (4.6) に対する基底 2 の FFT の算法
は，(4.7) で表せる． 
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 (4.7) 

中間結果 {xp(j, k)} を格納するためには，大きさ 
n の 1 次元配列が必要であるが，入力データをあら
かじめビット逆転によって並べ換えれば，上の計
算を入力データの同一領域上で行うことができ
る． 

n 項の cosine 変換のために必要な実数乗算回数は
約 nlog2n である． 
a. 本サブルーチンにおける変換の手順 
① 変換に必要な三角関数表（大きさ n-1）を，ビ

ット逆転の順序に作成する． 
② 標本 {x(π/n(j+1/2))}（大きさ n）をビット逆転

の順序に並べ換える． 

③ 入力データの対称性を利用した FFT (4.7) の計
算を同一領域上で行い，フーリエ係数 {ak} を
番号順に求める． 
 

b. 逆変換の手順 
① 逆変換に必要な三角関数表を作成する．変換

①で用いる表と同じものである． 
② 偶関数 x(t) の n 個のフーリエ係数 {ak} を入力

し，p に関する漸化式 (4.7) を逆にたどること
により関数値 {x(π/n(j+1/2))} をビット逆転の順
序に求める． 

③ 得られた n 個のデータをビット逆転の順序に
並べ変えることによって関数値 {x(π/n(j+1/2))} 
を番号順に求める． 
 
なお，詳細については，参考文献 [58] を参照
すること． 
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F11-11-0101 FCOST, DFCOST 

離散型 cosine 変換（台形公式，2 基底 FFT）
CALL FCOST (A, N, TAB, ICON) 

 
(1) 機能 

周期 2π の偶関数 x(t) の半周期を n 等分した n + 
1 個の標本 {xj}， 

njj
n

xx j ,...,1,0, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= π  (1.1) 

が与えられたとき，台形公式による離散型 cosine 
変換，又はその逆変換を高速変換手法 (FFT) により
行う． 

ただし，n = 2l（l: 0 又は，正整数）であること． 
① cosine 変換 

{xj} を入力し，(1.2) で定義する変換を行い，
フーリエ係数 {n/2･ak} を求める． 

nkkj
n

xan n

j
jk ,...,1,0  ,cos

2 0

==∑
=

π"  (1.2) 

ここで Σ'' は，初項と末項を 1/2 倍して和をとる
ことを意味する． 
② cosine 逆変換 

{ak} を入力し，(1.3) で定義する変換を行い，
フーリエ級数の値 {xj} を求める． 

njkj
n

ax
n

j
kj ,...,1,0,cos"

0
==∑

=

π  (1.3) 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．{xj} 又は {ak}． 

出力．{n/2･ak} 又は {xj}． 
大きさ n + 1 の 1 次元配列． 
図 FCOST1-1 参照． 

N ············ 入力．標本数 - 1． 
TAB ······· 出力．変換で使用された三角関数表が格

納される． 
大きさ n/2-1 の 1 次元配列． 
（使用上の注意③参照） 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 FCOST-1 参照． 

 
表 FCOST-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 30000 N ≠ 2l (l: 0 又は，正整数）であ

った． 
処理を打ち切る．

 A(N+1) なる 1 次元配列 

N+1 

xnxn−1x2 x1x0

anan−1a2 a1a0{ak} 

{xj} 

 
[注意]  {

n
ak2

} は {ak} に準じる 

図 FCOST-1  データの格納方法 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II…UPNR2，UTABT，UCOSM，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数…SQRT，MAX0 
 
b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

台形公式による離散型 cosine 変換及び，逆変
換は，一般的に (3.1)，(3.2) で定義される． 

nkkj
n

x
n

a
n

j
jk ,...,1,0,cos"2

0
== ∑

=

π  (3.1) 

njkj
n

ax
n

k
kj ,...,1,0,cos"

0
==∑

=

π  (3.2) 

本サブルーチンでは，(3.1)，(3.2) の左辺に対
応して {n/2･ak}，{xj} を求めるので，結果の正
規化は必要に応じて行うこと． 

② 三角多項式の計算 
逆変換により，n 次の三角多項式 

( ) ntataatx n cos...cos
2
1

10 +++=  (3.3) 

の値を  ,,...,1,0, njj
n

x =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π  で求める場合は，

最高次の係数 an は，あらかじめ 2 倍する必要
がある． 
使用例②を参照すること． 

③ 三角関数表の扱いについて 
同一項数の下で本サブルーチンを繰り返し呼
ぶ場合，三角関数表の計算は最初の 1 回だけ
行われる．したがって 2 回目以降，パラメタ 
TAB の内容は保存したまま呼び出すこと． 
一方，変換の項数が異なる場合でも，三角関
数表に不足が生じた場合だけ，その都度不足
分を計算し表に追加するので効率がよい． 

 
c. 使用例 
① n + 1 個の標本 {xj} を入力し，本サブルーチン

により変換したのち正規化し，離散型フーリ
エ係数 {ak} を求める．引続き逆変換すること
により，{xj} を求める． 
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n ≤ 512 の場合． 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(513),TAB(255) 
      READ(5,500) N 
      NP1=N+1 
      READ(5,501) (X(I),I=1,NP1) 
C     COSINE TRANSFORM 
      WRITE(6,600) N 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,NP1) 
      CALL FCOST(X,N,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
C     NORMALIZE 
      CN=2.0/FLOAT (N) 
      DO 10 K=1,NP1 
      X(K)=X(K)*CN 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,NP1) 
C     COSINE INVERSE TRANSFORM 
      CALL FCOST(X,N,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,NP1) 
   20 WRITE(6,603) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  501 FORMAT(6F12.0) 
  600 FORMAT('0',5X,'INPUT DATA N=',I5) 
  601 FORMAT(5F15.7) 
  602 FORMAT('0',5X,'OUTPUT DATA') 
  603 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE', 
     *       I8) 
      END 

 
② 台形公式による cosine 係数 {ak} を入力し，n 

次の三角多項式 

( ) ( )
nta

tnataatx

n

n

cos

1cos...cos
2
1

110

+

−+++= −  

の標本点  {πj/n} における値 {x(πj/n)} を求め
る．この場合，末項の係数だけ 2 倍して入力
すること． 
 
n ≤512 の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(513),TAB(255) 
      READ(5,500) N 
      NP1=N+1 
      READ(5,501) (A(K),K=1,NP1) 
      WRITE(6,600) N 
      WRITE(6,601) (A(K),K=1,NP1) 
      A(NP1)=A(NP1)*2.0 
      CALL FCOST(A,N,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601) (A(K),K=1,NP1) 
   20 WRITE (6,603) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  501 FORMAT(6F12.0) 
  600 FORMAT('0',5X,'INPUT DATA N=',I5) 
  601 FORMAT(5F15.7) 
  602 FORMAT('0',5X,'OUTPUT DATA') 
  603 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE', 
     *       I8) 
      END 

 

(4) 手法概要 
項数 n + 1（=2l+1, l = 0, 1, …）の台形公式による

離散型 cosine 変換を，2 を基底とする高速変換手法 
(FFT) により行う． 

ところで，台形公式による変換は，中点公式に
よる変換を利用して効率よく変換できる．本サブ
ルーチンでは，この方法を採用している． 

いま，周期 2 πの偶関数 x(t) の半周期 [0, π] を  np

（=2P, p = 0,1, …）等分した場合の台形公式による
離散型 cosine 変換を (4.1) で定義する． 
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また，項数 np の中点公式による離散型 cosine 変
換を (4.2) で定義する． 
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 (4.2) 

ただし，(4.1)，(4.2) では通常の正規化定数 2/np 
は省略している． 

ところで分割数を 2 倍に増し np+1 としたとき 
{ak

p+1} は，項数がその半分の { ak
p } と { p

kâ } を用い

て次のように表現できる． 
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 (4.3) 

この式は，{ ak
p } から { ak

p+1 } への p に関する漸化

式とみることができる． 
したがって，分割数が 2l の変換を行う場合，初

期条件 { 1
ka ; k = 0, 1, 2} を与え，各 p 段階（p = 1, 2, 

…, l -1）で項数 np の中点公式による離散型 cosine 
変換を行えば，(4.3) により台形公式による離散型 
cosine 変換の列 { ak

p ; k = 0, 1, ..., np}（p = 1, 2, …, l）
が得られる． 

実数の乗算回数は，約 nlog2n (n = 2l) であり， 
{ ak

l } を求める上記の算法は高速となる． 



FCOST 

313 

本サブルーチンにおける手順 
番号順に並べられた n + 1 個の標本 x0，x1，…，

xn の初めの n 個をビット逆転によって並べ換え，
これをあらためて x(0)，x(1)，…，x(n) と表す．こ
うすることによって漸化式 (4.3) に必要なデータを
順番にとり出せる． 

次に変換に必要な三角関数表（大きさ n/2 - 1）
を，標本の番号に対応してビット逆転の順序に作
成する． 

以上で予備の処理を終わり cosine 変換に移る． 
① 初期条件の設定 

3 個の標本 x(0)，x(1)，x(n) を用い，p = 1 とし
て { 1

ka ; k = 0,1,2} を求め，それぞれを x(･) の上

に格納する． 
② 2p 項の中点公式による cosine 変換 

np 個の標本 x(np)，x(np + 1)，…，x(np+1 - 1) を
入力して中点公式による  cosine 変換を行い 
{ p

kâ } を同一領域上に求める．中点公式による 
cosine 変換については，サブルーチン FCOSM 
の手法概要参照． 

③ { ak
p } に関する漸化式の計算 

中間結果はすべて入力データの配列上に格納
されるので補助的な作業領域を必要としな

い．すなわち p 段階の四つの要素 ak
p ， p

kpna − ，

p
kâ ， p

kpna −
ˆ  (k = 0,1,…, np-1 - 1) から p + 1 段階の

四つの要素 ak
p+1 ， 1+

−
p

kpna ， 1+
+

p
kpna ， 1

1
+

−+
p

kpna  を漸化式

に従って計算し，p 段階の対応する要素の上に
格納する． 
手順②，③を p = 1，2，…，l - 1 と動かしなが
ら繰り返すことにより {ak} を求める． 
 
なお，詳細については参考文献 [58] を参照す
ること． 
 



FSINF 

314 

E51-20-0101 FSINF, DFSINF 

奇関数の sine 級数展開 
（関数入力，高速 sine 変換） 
CALL FSINF (TH, FUN, EPSA, EPSR, NMIN, 
 NMAX, B, N, ERR, TAB, ICON) 
 

(1) 機能 
任意の周期 2T をもつ滑らかな奇関数 f(t) を要求

精度 εa，εr に基づき sine 級数展開する．すなわ
ち， 

( ) { }f t b
T

kt fk
k

n

a r− ∑ ≤
=

−

sin max ,π ε ε
0

1
 (1.1) 

を満たす n 個の係数 {bk} を求める．{bk} は自明の
係数 b0 = 0 を含むので，実質的な係数の個数は n - 
1 である． 
関数のノルム f  は，半周期 [0, T] での関数の標本

点 

1,...,1,0,
1

−=
−

= njj
n
Tt j  (1.2) 

における関数値を用いて 

( )f f t
j n

j≤
≤ ≤ −0 1
max  (1.3) 

と定義する． 
ただし， T > 0，εa ≥ 0，εr ≥ 0 であること． 
 

(2) パラメタ 
TH·········· 入力．関数 f(t) の半周期 T． 
FUN ······· 入力．展開しようとする関数 f(t) を計算

する関数副プログラム名（使用例参照）. 
EPSA······ 入力．級数展開の絶対誤差の上限 εa． 
EPSR······ 入力．級数展開の相対誤差の上限 εr． 
NMIN····· 入力．級数展開の項数 n の下限 (≥0)． 

2 のべきの値で与える． 
標準値は 8．（使用上の注意③参照）． 

NMAX ··· 入力．級数展開の項数の上限 (≥NMIN)．2 
のべきの値で与える． 
標準値は 256．（使用上の注意③参
照）． 

B············· 出力．係数 {bk}． 
大きさ NMAX の 1 次元配列． 
B(1)=b0，B(2)=b1，…，B(N)=bn-1のように
格納される． 

N ············ 出力．級数展開の項数 n (≥4)． 
2 のべきの値をとる． 

ERR········ 出力．級数展開の絶対誤差の推定値． 
TAB ······· 出力．級数展開で使用された三角関数表

が格納される． 
大きさ 3 以上で，かつ NMAX/2 - 1 の 1 次
元配列． 

ICON ······出力．コンディションコード． 
表 FSINF-1 参照． 

 
表 FSINF-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  
10000 丸め誤差のために要求精度

が得られなかった．要求精
度が厳しすぎる． 

B には得られた係数を
出力する．級数展開の
誤差は達成可能な限度
まで達している． 

20000 級数展開の項数が，その上
限に達しても要求精度が得
られなかった． 

処理を打ち切る．この
時点で得られた係数と
絶対誤差の推定値を，
それぞれ B と ERR に
出力する． 

30000 次のいずれかであった． 
①TH ≤ 0 
②EPSA < 0.0 
③EPSR < 0.0 
④NMIN < 0 
⑤NMAX < NMIN 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … MGSSL, AMACH, UTABT, USINM,  

UNIFC 
② FORTRAN 基本関数 … ABS, AMAX1, AMIN1, 

FLOAT 
 
b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラム

は，独立変数 t だけを引数にもつ関数副プログ
ラムとして区間 [0, T] 上で定義し，本サブルー
チンを呼び出す側のプログラムで，その関数
名を EXTERNAL 文で宣言しなければならな
い．与えられた関数が助変数を含むときは，
これらを  COMMON 文で宣言することによ
り，呼び出す側のプログラムとの連絡を図
る．（使用例参照）． 

② 三角関数表の扱いについて 
本サブルーチンを繰返し呼ぶ場合，必要な三
角関数表は，1 回だけしか計算されない．すな
わち，三角関数表に不足が生じた場合，その
都度不足分だけ計算し表に追加される． 
したがって，パラメタ TAB の内容は，常に保
存したまま呼び出すこと． 

③ NMIN，NMAX が 2 のべきの値でない場合，
それらを超えない最大の 2 のべきの値とみな
す．ただし NMAX < 4 の場合は，NMAX = 4 
とみなす． 
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④ 展開の項数 n の増大とともに，誤差が小さく
なる度合は，全区間 (- ∞，∞) における関数 f(t) 
の滑らかさに著しく影響される．f(t) が解析的
周期関数ならば，誤差は指数関数のオーダ O 
(rn)，0 < r < 1 で減少し，f(t) が k 回連続微分可
能ならば，有理式のオーダ  O(n-k) で減少す
る．k = 0, 1 の場合展開項数が多くなり，誤差
の推定も正確さを期しがたい．したがって本
サブルーチンを適用する関数は少なくとも 2 
回連続微分可能であることが望ましい． 

⑤ 級数の精度 
本サブルーチンは，与えられた εa，εrに対し
て，(1.1) を満たす級数を求める．したがっ
て，εr  = 0 とおけば絶対誤差 εa 以内の，また 
εa = 0 とおけば相対誤差 εr 以内の精度で級数展
開することになる． 
しかし εa と εr の値によっては，この目的が達
成されないことがある．例えば，関数の計算
誤差に比べて，εα，εr が小さすぎる場合には，
展開項数がその上限に達しない場合でも丸め
誤差の影響が大きくなり，これ以上計算を続
行しても無意味である． 
このような状態を見出したときは  ICON を 
10000 として処理を打ち切る．このときの級数
の精度は，使用計算機で達成可能な限度まで
達している．また，関数の性質によって展開
の項数が NMAX 以内では収束しないこともあ
り，この場合 ICON を 20000にして処理を打ち
切る．このときの係数の値は，それまでに得
られている近似値であり，級数の精度は保証
されない． 
しかしながら，いずれの場合でも級数の絶対
誤差の推定値はパラメタ ERR に出力される． 

⑥ サブルーチン FSINT を用い逆変換を行うこと
ができる．順変換，逆変換いずれの場合もパ
ラメタ TAB の内容は保存しておくこと．（使
用例②参照） 

⑦ 関数 f(t) が単に周期関数であって，その sine 変
換を計算する場合，奇関数  (f(t) - f(-t))/2 に対し
て本サブルーチンを適用すればよい． 

⑧ 奇関数 f(t) が周期をもたず絶対積分可能なと
き，f(t) の（理論的）sine 変換は， 

( ) ( ) tdttfF ωω sin
0∫
∞

=  (3.1) 

で定義される．f(t) が O(e-at)，a > 0 で減衰する
ならば，次のようにして上のフーリエ積分の
近似値を求めることができる． 
まず T を大きくとり区間 [T, ∞) において， 

( )f t  は無視できるものとする．例えば，u を

丸め誤差の単位として， 

( ) Ttutf ≥<   ,  (3.2) 

を満たすように T を定め，f(t) を周期 2T の関
数とみなし，本サブルーチンによって f (t) の 
sine 展開係数 {bk} を求める．ところで， 

( )b
T

f t
T

kt dtk
T= ∫

2
0 sin

π  (3.3) 

であるから，(3.1)，(3.2) より， 

1,...,1,0,
2

−=≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ nkaTk

T
F k

π  (3.4) 

が成り立つ．この関係を用いて離散型 sine 変
換から，sine 変換 (3.1) の近似値を計算でき
る． 
なお，逆変換 

( ) ( ) ωωω
π

tdFtf  sin2
0∫
∞

=  (3.5) 

を計算する場合は，n 個のデータ 

1,...,1,0,2 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ nkk

T
F

T
π  

を入力としてサブルーチン FSINT を呼べば，
出力として， 

1,...,1,0, −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ njj

n
Tf  

の近似値が得られる． 
（使用例②参照）． 
 

c. 使用例 
① 助変数 p を含む周期 2π の奇関数 

( )f t t
p t p

=
− +

sin
cos1 2 2  

を要求精度 εa = εr= 5･10-5 及び NMIN = 8，
NMAX = 256 の下で sine 級数に展開する． 
f(t) の真の sine 級数展開は， 

( ) ∑
∞

=

−=
1

1 sin
k

k ktptf  

である．p を 1/4，1/2，3/4 と変えて展開係数
を出力する． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION B(256),TAB(127) 
      EXTERNAL FUN 
      COMMON P 
      TH=ATAN(1.0)*4.0 
      EPSA=0.5E-04 
      EPSR=EPSA 
      NMIN=8 
      NMAX=256 
      P=0.25 
    1 CALL FSINF(TH,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,B,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON,P 
      WRITE(6,601) (B(I),I=1,N) 
      P=P+0.25 
      IF(P.LT.1.0) GO TO 1 
      STOP 
   10 WRITE(6,602) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',5X,'EXPANSION OF', 
     * ' FUNCTION FUN(T)',3X,'N=',I4, 
     * 5X,'ERR=',E15.5,5X,'ICON=',I6,5X, 
     * 'P=', E15.5) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I8) 
      END 
      FUNCTION FUN(T) 
      COMMON P 
      FUN=SIN(T)/(1.0-2.0*P*COS(T)+P*P) 
      RETURN 
      END 

 
② sine 変換およびその逆変換 

無限区間における奇関数の sine 変換 

( ) tdtteF x    sin
0

2 ωω ∫
∞ −=  

を εa = ε r = 5･10-5 の下で行い，解析解 

( ) 4/2

4
ϖ

ωπω
−

⋅= eF  

と比較する．引続きその逆変換， 

ωωωπ dtF sin)(2
0∫
∞

 

をサブルーチン FSINT を用いて行い，解析解
と比べ精度を調べる． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION B(256),TAB(127), 
     *          ARG(256),T(256) 
      EXTERNAL FUN 
      COMMON PI,SQPI 
      PI=ATAN(1.0)*4.0 
      SQPI=SQRT(PI) 
      TH=SQRT(ALOG(4.0/AMACH(TH))) 
      EPSA=0.5E-04 
      EPSR=0.0 
      NMIN=8 
      NMAX=256 
 

C     SINE TRANSFORM 
      CALL FSINF(TH,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,B,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      TQ=TH*0.5 
      H=PI/TH 
      DO 1 K=1,N 
      ARG(K)=H*FLOAT(K-1) 
      B(K)=B(K)*TQ 
      T(K)=TRFN(ARG(K)) 
    1 CONTINUE 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON 
      WRITE(6,610) 
      WRITE(6,601) (ARG(K),B(K),T(K), 
     *              K=1,N) 
C     INVERSE TRANSFORM 
      Q=1.0/TQ 
      DO 2 K=1,N 
      B(K)=B(K)*Q 
    2 CONTINUE 
      CALL FSINT(B,N,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      H=TH/FLOAT(N) 
      DO 3 K=1, N 
      ARG(K)=H*FLOAT(K-1) 
      T(K)=FUN(ARG(K)) 
    3 CONTINUE 
      WRITE(6,620) 
      WRITE(6,610) 
      WRITE(6,601) (ARG(K),B(K),T(K), 
     *              K=1,N) 
      STOP 
   10 WRITE(6,602)ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',5X,' CHECK THE SINE', 
     * ' TRANSFORM OF FUNCTION FUN(T)', 
     * 3X,'N=',I4,5X,'ERR=',E15.5,5X, 
     * 'ICON=',I5) 
  610 FORMAT('0',6X,'ARGUMENT',7X, 
     * 'COMPUTED',11X,'TRUE') 
  620 FORMAT('0',5X,'CHECK THE INVERSE', 
     * ' TRANSFORM') 
  601 FORMAT(/(3E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I6) 
      END 
      FUNCTION FUN(T) 
      FUN=T*EXP(-T*T) 
      RETURN 
      END 
      FUNCTION TRFN(W) 
      COMMON PI,SQPI 
      TRFN=W*EXP(-W*W*0.25)*SQPI*0.25 
      RETURN 
      END 

 
(4) 手法概要 

本方法は，離散点入力の高速 sine 変換（台形公
式）を関数入力の  sine 変換に応用したものであ
る． 
a. sine 級数展開法 

簡単のため奇関数 f(t) の周期は 2π とする． 
f (t) の sine 級数は， 

( )f t b ktk
k

= ∑
=

∞

sin
1

 (4.1) 

( ) dttkbtfb kk  sin2
0∫=
π

π
 (4.2) 
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と表される．積分区間 [0, π] を 2 等分，4 等
分，8 等分，………と細分しながら (4.2) を台
形公式で求める．得られた，3 個，5 個，9 
個，………の係数 bk により，(4.1) を有限の項
数で近似する．被積分関数が滑らかならば，
要求精度 εa，εr に応じて等分割数を倍々と増
し，適当に大きく標本数 n（= (2 のべき) + 1）
をとれば， 

( ) { }f t b kt fk
k

n

a r− ∑ <
=

−
sin max ,

0

1
ε ε  (4.3) 

が満たされる．ただし，b0=0． 
得られた n - 1 次の三角多項式は，台形公式の
各分点を補間点とする三角補間多項式になっ
ている．すなわち， 

1,...,1,0   ,sin
1

0

−==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑

−

=

njkj
n

bj
n

f
n

k
k

ππ  (4.4) 

となる． 
上述したことを，更に詳しく説明する． 
今，標本数  (n=np, np=2p) の台形公式による係
数 

1,...,2,1             

,sin 
1

0

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∑

−

=

p

pp

pn

j

p

k

nk

kj
n

j
n

fb ππ
 (4.5) 

が求められているとする．ここで正規化定数 
2/np は省略している． 
np+1 = 2np として，項数を倍に拡張したときの

係数 { }bk
p+1  は，台形公式に対する中点公式の

補完的性質により効率よく求められる．すな
わち台形公式 (4.5) の標本点の中点で f(x) を 
(4.6) のように標本化し， 

1,...,1,0,
2
1 −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + p

p

njj
n

f π  (4.6) 

これに対する離散型 sine 変換（中点公式）を 
(4.7) で定義する． 

p

pp

pn

j

p

k

nk

jk
n

j
n

fb

,...,2,1             

,
2
1sin

2
1~ 1

0

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∑

−

=

ππ
 (4.7) 

このとき，(4.8) の関係が成り立ち， { }bk
p+1  を

求めることができる． 

1,...,2,1,
~

~

~

11

1

1

1
−=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

−=

+=

++

+
−

+

+ p

p
n

p
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p
k

p
k

p
kn

p
k

p
k

p
k

nk

bb

bbb

bbb

pp

p

 (4.8) 

この { }bk
p  に関する漸化関係を用い，要求精度

に応じ項数を倍々に増しながら f(t) の高次の 
sine 級数を求めることができる．ただし，

{ }bk
p  は，最後の段階で，2/np をかけられ正規

化される． 
 

b. sine 級数の誤差評価 
 f (t) の理論的な sine 係数 bk と p 段階の離散型 
sine 係 数  p

kb  の 間 に は ， そ れ ら の 定 義 式 
(4.2)， (4.5) 及び三角関数の選点直交関係よ
り， 

( )
1,...,2,1

, 
1

22

−=

++= ∑
∞

−
+−

p

m
kpmnkpmnk

p

k

nk

bbbb
 (4.9) 

が成り立つ．これより p 段階の sine 級数の誤
差評価 

( ) ∑∑
∞

+=

−

=
+≤−

1

1

0
2sin

p
p

p

nk
kn

n

k

p
k bbktbtf  (4.10) 

が導かれる． 
ところで，f(t) が解析的周期関数のとき，その
展開係数 {bk} は番号 k の増加に伴い指数関数的
オーダ O (rk)，0 < r < 1 で減少する．そこで p 段
階の離散型 sine 係数から r を推定することがで

きる．いま bk
p  ≈ Ark （A はある定数）と表す．

k は高々 np - 1 だから末尾の番号 np - 1 と3/4np - 1 
の係数の比から 4/pnr  を知ることができる． 
本サブルーチンでは，偶然にそれらが 0 となる
と都合がわるいので np - 2 および 3/4np - 2 番の
係数も併用して r を， 

⎪
⎪
⎪

⎭
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⎪
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⎬

⎫

⎪
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⎪
⎪
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⎟
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⎛
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4
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12

p

pp
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p

n

p

n

p
n

p
n

bb

bb
r  

で推定している．r の上限を  0.99 としたの
は，これ以上 r が 1 に近くなれば，収束は極
めて緩くなり事実上 f(x) の sine 展開は不可能
だからである． 
さて，r が得られたならば (4.10) より p 段階の
誤差は 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−
= −−

p
pn

p
pnp bb

r
re 121  (4.11) 

で推定できる． 
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c. 計算の手順 
手順 1 ……初期設定 
① 三角関数表の初期値設定 

区間 [0, π/2] を等分割した点上で cosine 関数の
値をビット逆転の順序に 3 個だけ求める．本
サブルーチンが既に呼ばれ，三角関数表が作
成済みならば，この初期化の操作は省略され
る．三角関数表は，離散型 sine 変換のために
用いられる． 

② 初期の sine 級数展開 
(4.5) において，np = 4(p = 2) とした 4 項の sine 
級数展開（実質的には 3 項）を行い，

2
3

2
2

2
1 ,,,0.0 bbb  を計算する．同時にノルムの定義 

(1.3) に基づき f  を求める． 
 
手順 2 ……収束判定 

np ≤ NMIN ならば，収束判定は省略し無条件に
手順 3 に進む．np > NMIN ならば以下の収束判
定を行う． 
まず計算誤差の限界 

( )ρ = n f up 2 ,    u は丸め誤差の単位 (4.12) 

と収束判定定数， 

{ }fra εεε ,max=  (4.13) 

を求める． 
p 段階の末尾 2 項の係数が有効桁を失っている
場合，すなわち， 

ρ<+ −−
p
pn

p
pn bb 12 2

1
 (4.14) 

ならば，これ以上続行しても精度の向上は期
待できないので収束したと判定し，求める級
数の絶対誤差 ep を計算誤差 ρで置き換える．ρ 
< ε ならば ICON = 0 として，又は ρ ≥ ε  ならば 
εa，εr  が，丸め誤差の単位 u に比べ相対的に
小さすぎるとみなし ICON = 10000 として処理
を終わる． 
次に (4.14) が成立しない通常の場合，誤差 ep 
を (4.11) で推定し， 

ep < ε  (4.15) 

を満たすか否か判定する．満たされるなら
ば，ICON = 0 として処理を終わる．満たされ
ない場合で，かつ 2np ≤ NMAX ならば，手順 3 
へ進む．そうでなければ，与えられた展開項
数の上限に達しても要求精度は得られなかっ
たとみなし，ICON = 20000 として処理を終わ
る．正常，異常にかかわらず，終了時には係
数を正規化する． 
 

手順 3 ……標本点の計算 
p 段階において f(x) を標本化するための標本点
は， 

1,...,1,0,
2
1 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += p

p
j njj

n
t π  

であるが，これをビット逆転の順序に，次の
漸化式に従って求める． 

( )

,1,...,1,0,12,...,1,0

,2
2/

21
212

1

0

−=−=

+=
=

+−
−−−

+

+

plj

tt
t

l

lp
lpjlp

j

p

π
π

 (4.16) 

ただし，np = 2p である． 
 

手順 4 ……関数の標本化とノルムの計算 
np 個の標本点 (4.16) の上で f(t) の関数値を求
め，標本点の上に重ね書きする． 
また関数のノルムの定義 (1.3)に従い，ノルム 

f  を計算する． 
 

手順 5 ……三角関数表の作成 
次の手順 6 で必要な三角関数表を計算し保存
する．三角関数の有効利用のため本サブルー
チンが繰返し呼ばれる場合でも一度求めた表
（またはその一部）は，二度と計算しない． 

 
手順 6 ……離散型 sine 変換（中点公式） 

手順 4 で求めた標本に対し，離散型 sine 変換

を FFT の手法で行い，{ ~bk
p } を求める． 

 
手順 7 ……{ bk

p+1 } の計算 
既に求められている { bk

p } と，手順 6 で得られ

た { ~bk
p } を，(4.8) によって合成し項数 2np + 1 

の離散型 sine 展開係数 { bk
p+1 } を得る． 

p を 1 増して手順 2 にもどる． 
 
計算の手間の大部分は，手順 4，6 で費され
る．関数の標本化の手間を除けば，n 項の sine 
展開係数を求めるに必要な乗算回数は，約 
nlog2n である． 
記憶領域の節約を図るため，標本点，標本及
び展開係数は，1 次元配列 B において三重に
重ね書きされる． 
なお詳細については，参考文献 [59] を参照す
ること． 
また離散点入力の sine 変換については，サブ
ルーチンのFSINT，FSINM を参照のこと． 
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F11-21-0201 FSINM, DFSINM 

離散型 sine 変換（中点公式，2 基底 FFT） 
CALL FSINM (A, N, ISN, TAB, ICON) 
 

(1) 機能 
周期 2π の奇関数 x(t) の半周期を等分割した n 個

の標本 {xj+1/2}, 

1,...,1,0,
2
1

2/1 −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+ njj

n
xx j

π  (1.1) 

が与えられたとき，中点公式による離散型 sine 変
換，又はその逆変換を高速変換手法 (FFT) により行
う． 

ただし， n = 2l（l: 0 又は，正整数）であるこ
と． 
① sine 変換 

{xj+1/2} を入力し，(1.2) で定義する変換を行
い，フーリエ係数 {n/2･bk} を求める． 

nkjk
n

xbn n

j
jk ,...,2,1,

2
1sin

2

1

0
2/1 =⎟
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⎜
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=
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π  (1.2) 

② sine 逆変換 
{bk} を入力し，(1.3) で定義する変換を行い，
フーリエ級数の値 {xj+1/2} を求める． 

1,...,1,0

,
2
1sin

2
1

2
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1

0
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n

k
kj ππ

 
(1.3)

 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．{xj+1/2} 又は {bk}． 

出力．{n/2･bk} 又は {xj+1/2}． 
大きさ n の 1 次元配列． 
図 FSINM-1 参照． 

N ············ 入力．標本数 n． 
ISN········· 入力．変換か逆変換かを指定する（+1 又

は -1）． 
変換: ISN = +1 
逆変換: ISN = -1 
 

 A(N) なる 1 次元配列 

N 

xn−1/2xn−3/2x2+1/2x1+1/2 x1/2 

bnbn−1 b3b2 b1 {bk} 

{xj+1/2} 

 
[注意]  {

2
n bk} は {bk} に準じる． 

図 FSINM-1  データの格納方法 

TAB········出力．変換で使用された三角関数表が格
納される． 
大きさ n - 1 の 1 次元配列． 
（使用上の注意③参照） 

ICON ······出力．コンディションコード． 
表 FSINM-1 参照． 

 
表 FSINM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  
30000 ISN ≠ 1，ISN ≠ -1 又は N ≠ 2l 

（l: 0 又は正整数）であった． 
処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … UPNR2, UTABT, USINM，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … SQRT，MAX0 

 
b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

中点公式による離散型 sine 変換及び，その逆
変換は，一般的に (3.1)，(3.2) で定義される． 
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本サブルーチンでは，(3.1)，(3.2) の左辺に対
応して {n/2･bk}，{xj+1/2} を求めるので，結果の
正規化は必要に応じて行うこと． 

② 三角多項式の計算 
逆変換により，n 次の三角多項式 

( ) ntbtbtbtx n sin...2sinsin 21 +++=  

の値 x(π/n(j+1/2)) を求める場合は，最高次の係
数 bn はあらかじめ 2 倍する必要がある． 
使用例②を参照すること． 

③ 三角関数表の扱いについて 
同一項数の下で本サブルーチンを繰り返し呼
ぶ場合，三角関数表の計算は最初の 1 回だけ
行われる．したがって 2 回目以降，パラメタ 
TAB の内容は保存したまま呼び出すこと． 
一方，変換の項数が異なる場合でも，三角関
数表に不足が生じた場合だけ，その都度不足
分を計算し表に追加するので効率がよい． 
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c. 使用例 
n 個の標本 {xj+1/2} を入力し，本サブルーチン
により変換したのち正規化し，離散型フーリ
エ係数 {bk} を求める．引続き逆変換すること
によって {xj+1/2} を求める． 
 
n ≤ 512 の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(512),TAB(511) 
C     SINE TRANSFORM 
      ISN=1 
      READ(5,500) N,(X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,N) 
      CALL FSINM(X,N,ISN,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
C     NORMALIZE 
      CN=2.0/FLOAT(N) 
      DO 10 K=1,N 
      X(K)=X(K)*CN 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,602) ISN 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,N) 
C     SINE INVERSE TRANSFORM 
      ISN=-1 
      CALL FSINM(X,N,ISN,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,602) ISN 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,N) 
   20 WRITE(6,603) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(6F12.0)) 
  600 FORMAT('0',5X,'INPUT DATA N=',I5) 
  601 FORMAT(5F15.7) 
  602 FORMAT('0',5X,'OUTPUT DATA',5X, 
     *       'ISN=',I2) 
  603 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE', 
     *       I8) 
      END 
 

④ 中点公式による sine 係数 {bk} を入力し，n 次
の三角多項式 

( ) ntbtbtbtx n sin...2sinsin 21 +++=  

の標本点 {π(j+1/2)/n} における値 
{x(π(j+1/2)/n)} を求める．この場合，末項の係
数 bn だけ 2 倍して入力すること． 
 
n ≤ 512 の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION B(512),TAB(511) 
      ISN=-1 
      READ(5,500) N,(B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      WRITE(6,601) (B(I),I=1,N) 
      B(N)=B(N)*2.0 
      CALL FSINM(B,N,ISN,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,602) ISN 
      WRITE(6,601) (B(I),I=1,N) 
   20 WRITE(6,603) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(6F12.0)) 
  600 FORMAT('0',5X,'INPUT DATA N=',I5) 
  601 FORMAT(5F15.7) 
  602 FORMAT('0',5X,'OUTPUT DATA',5X, 

     *       'ISN=',I2) 
  603 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE', 
     *       I8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

項数 n（= 2l, l=0, 1, …）の中点公式による離散型 
sine 変換を，2 を基底とする高速変換手法 (FFT) に
より行う． 

ところで，中点公式による変換は，変換の対象
となる奇関数 x(t) を複素数値関数とみなし，それに
対して項数 2n の中点公式による離散型複素フーリ
エ変換を行えば得られる．しかしこの場合，複素
変換の性質を利用すると効率よく変換が可能であ
ることが知られている． 

いま，周期 2π の複素数値関数 x(t) に対する 2n
（=2l+1, l=0, 1, 2, …）項の中点公式による離散型フ
ーリエ変換を (4.1) で定義する． 
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FFT の基本は，入力データに対し少ない項数の
適当な離散型フーリエ変換（2 基底ならば項数は 
2）を繰り返し行い目的の変換を達成するところに
ある． 

すなわち，j + 1 番目の標本から間隔 
( ),...2 ,1,2~ == −+ pn pll

p
 で，与えられた標本を間引き

し，np = 2p 項の変換， 
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1...,1,0,1~...,,1,0 −=−= pp nknj  (4.2) 

を定義すれば，これは基底 2 の FFT の算法 (4.3) 
に従う． 

 
初期値 
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この漸化式の最終段階の値が離散型フーリエ係
数 (4.4) である． 

( ) 12...,,1,0   ,,02 1 −== + nkkxn l

kα  (4.4) 

ところで関数 x(t) が奇関数ならば，x(t) の実数性 

( ) ( )txtx =      （ ( )tx  は x(t) の共役複素数） 

及び歪対称性 

( ) ( )x t x t2π − = −  

は，FFT の中間結果 {xp(j, k)} に対して，次のよう
に波及する． 

実数性: xp(j, 0) は実数 
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歪対称性 
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 (4.5) 

一方，奇関数 x(t) の複素フーリエ係数 {ak} と，
離散型 sine 変換 
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 k = 1,2,…, n (4.6) 

で定義されるフーリエ係数の間には 

nkib kk ...,,2,1  ,2 == α  

が成立するので，FFT の算法 (4.3) において，性質 
(4.5) を利用することにより，演算回数と使用する
領域を 1/4 に減らすことができる．すなわち，(4.3) 
における j, k の範囲はそれぞれ半分となり，離散型 
sine 変換 (4.6) に対する基底 2 の FFT の算法は，
(4.7) で表せる． 
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中間結果 {xp(j, k)} を格納するためには，大きさ 
n の 1 次元配列が必要であるが，入力データをあら
かじめビット逆転によって並べ換えれば，上の計
算を入力データと同一領域上で行うことができ
る． 

n 項の sine 変換のために必要な実数乗算回数は
約 nlog2n である． 
a. 本サブルーチンにおける変換の手順 
① 変換に必要な三角関数表（大きさ n - 1）を，

ビット逆転の順序に作成する． 
② 標本 {x(π/n(j+1/2))}（大きさ n）をビット逆転

の順序に並べ換える． 
③ 入力データの歪対称性を利用した FFT (4.7) の

計算を同一領域上で行い，フーリエ係数を 
bn，bn-1，…，b1 の順に求める． 

④ フーリエ係数 {bk} を番号順に並べ換える． 
 

b. 逆変換の手順 
① 逆変換に必要な三角関数表を作成する．変換

①で用いる表と同じものである． 
② フーリエ係数 {bk} を，bn，bn-1，…，b1 の順に

並び換え，{bn-k} を得る． 
③ {bn-k} を入力し，p に関する漸化式 (4.7) を逆に

た ど る こ と に よ り 奇 関 数  x(t) の 関 数 値 
{x(π/n(j+1/2))} をビット逆転の順序に求める． 

④ 得られた n 個のデータをビット逆転の順序に
並べ変えることによって関係値 {x(π/n(j+1/2))} 
を番号順に求める． 
 
なお，詳細については，参考文献 [58] を参照
すること． 
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F11-21-0101, FSINT, DFSINT 

離散型 sine 変換（台形公式，2 基底 FFT） 
CALL FSINT (A, N, TAB, ICON) 
 

(1) 機能 
周期 2π の奇関数 x(t) の半周期を n 等分した n 個

の標本 {xj} 

1...,,1,0, −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= njj

n
xx j

π  (1.1) 

が与えられたとき，台形公式による離散型 sine 変
換，又はその逆変換を高速変換手法 (FFT) により行
う． 

ただし n = 2l（l: 正整数）であること． 
① sine 変換 

{xj} を入力し，(1.2) で定義する変換を行い，
フーリエ係数 {n/2･bk} を求める． 
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ただし x0 = 0． 

② sine 逆変換 
{bk} を入力し，(1.3) で定義する変換を行い，
フーリエ級数の値 {xj} を求める． 
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n
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kj
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ただし b0 = 0． (1.3) 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．{xj} 又は {bk}． 

出力．{n/2･bk} 又は {xj}． 
大きさ n の 1 次元配列． 
図 FSINT-1 参照． 

 
 A(N) なる 1 次元配列 

N

xn−1 xn−2 x2 x1 

bn−1 bn−2 {bk} 

{xj} 

b2 

0 

0 b1 
 

[注意]  {
n

bk2
} は {bk}に準じる． 

図 FSINT-1  データの格納方法 

N·············入力．標本数 n． 
TAB········出力．変換で使用された三角関数表が格

納される． 
大きさ n/2-1 の 1 次元配列． 
（使用上の注意②参照） 

ICON ······出力．コンディションコード． 
表 FSINT-1 参照． 

 
表 FSINT-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  
30000 N ≠ 2l（l: 正整数）であった． 処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … UPNR2, UTABT, USINM, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … SQRT and MAX0 
 
b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

台形公式による離散型 sine 変換及び，その逆
変換は，一般的に (3.1)，(3.2) で定義される． 
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本サブルーチンでは，(3.1)，(3.2) の左辺に対
応して，{n/2･bk}，{xj} を求めるので結果の正
規化は必要に応じて行うこと． 

② 三角関数表の扱いについて 
同一項数の下で本サブルーチンを繰り返し呼
ぶ場合，三角関数表の計算は最初の 1 回だけ
行われる．したがって 2 回目以降，パラメタ 
TAB の内容は保存したまま呼び出すこと． 
一方，変換の項数が異なる場合でも，三角関
数表に不足が生じた場合だけ，その都度不足
分を計算し表に追加するので効率がよい． 
 

c. 使用例 
n 個の標本 {xj} を入力し，本サブルーチンに
より変換したのち正規化し，離散型フーリエ
係数 {bk} を求める．引続き逆変換することに
より，{xj} を求める． 
 
n ≤ 512 の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(512),TAB(255) 
C     SINE TRANSFORM 
      READ(5,500) N,(X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      WRITE(6,601) (X(I),I=1,N) 
      CALL FSINT(X,N,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
C     NORMALIZE 
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      CN=2.0/FLOAT(N) 
      DO 10 K=1,N 
   10 X(K)=X(K)*CN 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601)(X(I),I=1,N) 
C     SINE INVERSE TRANSFORM 
      CALL FSINT(X,N,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601) (X(I),I = 1,N) 
   20 WRITE(6,603) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(6F12.0)) 
  600 FORMAT('0',5X,'INPUT DATA N=',I5) 
  601 FORMAT(5F15.7) 
  602 FORMAT('0',5X,'OUTPUT DATA') 
  603 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE', 
     *       I8) 
      END 
 

(4) 手法概要 
項数 n (= 2l, l = 1, 2, …) の台形公式による離散型 

sine 変換を，2 を基底とする高速変換手法 (FFT) に
より行う． 

ところで，台形公式による変換は，中点公式に
よる変換を利用して効率よく変換できる．本サブ
ルーチンでは，この方法を採用している． 

いま，周期 2πの奇関数 x(t) の半周期 [0, π] を np 
(=2p, p = 1,2, …) 等分した場合の台形公式による離
散型 sine 変換を (4.1) で定義する． 
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一方，項数 np の中点公式による離散型 sine 変換
を (4.2) で定義する． 
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ただし，(4.1)，(4.2) では通常の正規化定数 2/np 

は省略している． 
ところで分割数を 2 倍に増し np+1 としたとき 

{ b
k
p+1 } は，項数がその半分の { b

k
p } と { p

k
b̂ } を用い

て次のように表現できる． 
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 (4.3) 

この式は，{ b
k
p } から { b

k
p+1 } への p に関する漸化

式とみなすことができる． 
したがって分割数が  2l の変換を行う場合，初期

条件として 1
1b  = x(π/2) を与え，各 p 段階（p=1, 2, 

… , l-1）で項数 np の中点公式による離散型 sine 変
換を行えば，(4.3) より台形公式による離散型 sine 
変換の列 { b

k
p ; k = 1, 2, …, np-1} (p = 1, 2, …, l) が得ら

れる．実数乗算回数は約 nlog2n (n = 2l) である． 
 
本サブルーチンにおける手順 
番号順に並べられた n 個の標本 x0，x1，…，xn-1 

をビット逆転によって並べ換え，これをあらため
て x(0)，x(1)，…，x(n-1) と表す．ただし x(0) = x0 = 
0． 

次に変換に必要な三角関数表（大きさ n/2 - 1）
を標本の番号に対応してビット逆転の順序に作成
する． 

以上で予備の処理を終わり sine 変換に移る． 
① 初期条件の設定 

1
1b = x(1)，p = 1 とおく． 

② np 項の中点公式による sine 変換 
np 個の標本 x(np)，x(np+1)，…，x(np+1-1) を入力

し，中点公式による sine 変換を行い，{ p
k

b̂ } を 
pp

n
p

n bbb
pp 1̂,...,ˆ,ˆ

1−
 の順序で同一領域上に求める．

中点公式による sine 変換についてはサブルー
チン FSINM 手法概要の項参照． 

③ { p

k
b } に関する漸化式の計算 

p 段階においては x(0)，x(1)，…，x(np+1-1) の

上に，中間結果 ( ) ,,...,, 0 121

p

pn

pp bbbx −
pp

n bb
p 1̂,...,ˆ  が

格納されている．この領域の上だけで { b
k
p+1 } 

を求める． 
す な わ ち ， p 段 階 の 二 つ の 要 素  b

k
p ，

( )1,...,2,1ˆ −= p
p nkb
k

 から，p + 1 段階の二つの

要素 b
k
p+1 ，

1

1

+

−+

p

kpn
b  が漸化式 (4.3) にしたがって

計算され，p 段階の対応する要素の上に，それ
らを格納する． 
手順②，③を p = 1，2，…，l - 1 と動かしつつ
繰り返すことにより {bk} を求める． 
 

なお，詳細については参考文献 [58] を参照する
こと． 
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1B52-11-0101 GBSEG, DGBSEG 

実対称バンド行列の一般固有値及び固有ベクト
ル（ジェニングス法） 
CALL GBSEG (A, B, N, NH, M, EPSZ, EPST,  

LM, E, EV, K, IT, VW, ICON) 
 

(1) 機能 
次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A と B と

に対する一般固有値問題 

Ax Bx= λ  (1.1) 

の，絶対値の大きい方から又は小さい方からの m 個
の固有値及びそれらに対応する固有ベクトルを，m
個の与えられた初期ベクトルをもとにして，ジェニ
ングスのベクトル加速法を伴う，ジェニングスの同
時反復法によって求める．ただし，絶対値の大きい
方から求めるときは B が，小さい方から求める時は 
A が正値行列でなければならない．なお固有ベクト
ルは，それぞれの場合に応じて， 

X BX IT =  (1.2) 
又は， 

X AX IT =  (1.3) 

の意味で正規化されている．1 ≤ <<m n ，

0 ≤ <<h n であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称バンド行列 A．絶対値の小さ

い方から求めるときには，演算後，その内
容は保存されない． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n (h+1) − h (h+1)/2 の 1 次元配列． 

B ············· 入力．実対称バンド行列 B．演算後，内容
は保存されない． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n (h+1) − h(h+1)/2 の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照）． 

N ············· 入力．行列 A，B の次数 n． 
NH ·········· 入力．行列 A，B のバンド幅 h． 

（使用上の注意②参照）． 
M ············ 入力．求める固有値及び固有ベクトルの個

数 m． 
M = m のときは絶対値の大きい方から求め
る． 
M = −m のときは絶対値の小さい方から求
める・ 

EPSZ······· 入力．B 又は A の LLT 分解におけるピボ
ットの相対零判定値．零又は負のときは標
準値が設定される（使用上の注意③参
照）． 

EPST ······ 入力．固有ベクトルの収束判定に用いられ
る定数 ε．零又は負のときは標準値が設定
される． 
（使用上の注意④参照）． 

LM ·········· 入力． 反復回数の上限．反復回数がこれ
を超えると処理を中断する． 
（使用上の注意⑤参照）． 

E ············· 出力．固有値．指定された順序に格納され
る．大きさ m の 1 次元配列． 

EV··········· 入力． 始めの m 列に列方向に格納された 
m 個の初期ベクトル． 
（使用上の注意⑥参照）． 
出力．固有ベクトル．始めの m 列に列方
向に格納される．大きさ EV (K, m+2) の 2
次元配列． 

K ············· 入力．EV の整合寸法． 
IT ············ 出力．固有値固有ベクトルが求まるまでの

反復回数 
VW ········· 作業領域．大きさ 2n+m(3m+1)/2 以上の 1

次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 GBSEG-1 参照． 
 

表 GBSEG-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

20000 反復回数が上限 LM を超えた． 処理を終了する． 
E と EV には，そ
のときまでに得ら
れた固有値と固有
ベクトルの近似値
が入っている． 

25000 反復ごとの固有ベクトルの直
交化処理が不可能となった． 

処理を打ち切る． 

28000 行列 B 又は Aが正値行列でな
い． 

処理を打ち切る． 

29000 行列 B 又は Aが正則行列でな
い． 

処理を打ち切る． 

30000 NH < 0, NH ≥ N, N > K, M = 0 又

は M  > N であった． 
処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MSBV, TRID1, TEIG1, 

TRBK, UCHLS, UBCHL, UBCLX, UESRT, 
MGSSL 

② FORTRAN 基本関数 ... IABS, ABS, AMAX1, 
FLOAT, SQRT 

 
b. 注意 
① 絶対値の小さい方から求めた場合，行列 B の内

容は配列 A に保存される．よって，行列 B が同
一な複数組の一般固有値問題を続けて扱う場合
には，これを利用できる． 

② A と B のバンド幅は同一であること．もし，A
と B のバンド幅が異なる場合は大きいバンド幅
に合わせるために，パラメタ A 若しくは B へ拡
大された分だけ零を追加すること． 

③ パラメタ EPSZの標準値は，丸め誤差の単位 u
としたとき，16･u である． 
本サブルーチンにおいて EPSZに 10-sを設定し



GBSEG 

325 

たとすると，行列 B 又は A の LLT分解の過程で
ピボットの値が 10 進 s 桁以上の桁落ちを生じた
場合に，そのピボットを零と見なしコンディシ
ョンコードを設定し(ICON=29000)処理を打ち切
る．なお，ピボットが小さくなっても計算を続
行させる場合には，EPSZに非常に小さな値(例
えば 10-70)を与えればよい． 
行列 B 又は A の LLT分解の過程でピボットが負
となった場合，行列を非正則であると見なしコ
ンディションコードを設定し(ICON= 28000)処
理を打切る． 

④ パラメタ EPST は x
2

1= の意味で正規化された

固有ベクトルの各成分の収束を判定するために
用いられる．固有ベクトルが判定定数 ε に対し
て収束したとき，固有値は少なくとも ε⋅A の

精度で，そして多くの場合よりも高い精度で収
束している．このことを考慮して幾分大きめに
EPST を選ぶのがよい．丸め誤差の単位を u とす
るとき，標準値は 16･u である．しかし，固有値
が密集した問題では，収束が得られないことが
あるので，そのような場合には ε ≥ 100u ぐらい
にとるのが安全である． 

⑤ 反復回数の上限 LM は，何らかの理由で収束が
達成されないとき，強制的に反復を中断するた
めのものである．要求精度や固有値の密集の度
合などを考慮して定められるべきものである
が，500～1000 あたりが妥当な標準値である． 

⑥ 初期固有ベクトルは，求めようとする固有値に
対応する固有ベクトルの良い近似であることが
望ましい．しかしそのような近似ベクトルが得
られないときには，単位行列 I の始めの m 個の
列ベクトルを初期ベクトルとして採用するのが
標準的である．固有値及び固有ベクトルの個数
m は，n に比べて小さく，例えば m/n < 1/10 程度
にとるのがよい．固有値を絶対値の大きい方か
ら，あるいは小さい方から番号をつけて， λ1, 
λ2, ..., λnとするとき，もし選んだ m が|λm-

1/λm|<<1 あるいは|λm+1/λm|>>1 を満足するなら
ば，収束が速い．  

 
c. 使用例 

次数 n，バンド幅 h の実対称行列 A と B とに対
する，一般固有値問題 Ax = λBx の固有値と固
有ベクトルを求める． 
n ≤ 100, h ≤ 10,  m ≤ 10 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1100),B(1100),E(10), 
     *          EV(100,12),VW(400) 
   10 READ(5,500) N,NH,M,EPSZ,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      MM=IABS(M) 
      NN=(NH+1)*(N+N-NH)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN), 
     *            (B(I),I=1,NN), 
     * ((EV(I,J),I=1,N),J=1,MM) 
      WRITE(6,600) N,NH,M 

      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=MIN0(NH+1,I)+NE 
   20 WRITE (6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      WRITE(6,620) N,NH,M 
      NE=0 
      DO 30 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=MIN0(NH+1,I)+NE 
   30 WRITE(6,610) I,(B(J),J=NI,NE) 
      CALL GBSEG(A,B,N,NH,M,EPSZ,EPST,500, 
     *     E,EV,100,IT,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON,IT 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(3I5,2E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',20X,'ORIGINAL MATRIX A', 
     * 5X,'N=',I3,5X,'NH=',I3,5X,'M=',I3/) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     * (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ORIGINAL MATRIX B', 
     * 5X,'N=',I3,5X,'NH=',I3,5X,'M=',I3/) 
  630 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5, 
     * 5X,'IT=',I5) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称
行列の固有値及び固有ベクトルを出力するサブ
ルーチンである．その詳細については，サブル
ーチン SEIG1 の使用例を参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

次数 n，バンド幅 h の実対称バンド行列 A と B と
に対する一般固有値問題 

Ax = λBx (4.1) 

の，絶対値の大きい方から又は小さい方からの m 個
の固有値とそれらに対応する固有ベクトルを，m 個
の与えられた初期ベクトルをもとにして，ジェニン
グスのベクトル加速を伴う，ジェニングスの同時反
復法によって求める． 

ジェニングスの同時反復法の詳細についてはサブ
ルーチン BSEGJ を参照すること． 
a. 本サブルーチンにおける計算手順 

以下に本サブルーチンの手順を示す． 
なお，小さい方から m 個の固有値を求める時に
は，(4.1)を  

Bx Ax Ax= =
1
λ

µ  (4.2) 

と変形し (4.2) について絶対値の大きい方から
m 個の固有値 µ1, µ2, ..., µmを求め， 

miii ...,,1,/1 == µλ  

とすれば良い． 
以上のことを念頭において，以後の説明は，絶
対値の大きい方から求める場合についてのみ行
う． 

① サブルーチン UBCHLを用いて Bを LLT 分解して 
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B BB= ~ ~ T  (4.3) 

とする．これは一般固有値問題 (4.1)を，標準問
題 

uuBAB λ=−− T1 ~~  (4.4) 

に変換するためのものである．ただし，u は 

xBu T~=  (4.5) 

である． 
② m 個の近似固有ベクトル u1, u2, ..., um を m 個の

列とし，n 行 m 列の行列を U とする．これらの
ベクトルは正規直交系をつくるものと仮定す
る．すなわち， 

U U IT
m=  (4.6) 

ただし，Imは m 次の単位行列である． 
U に

~B −T ，A， ~B −1 をこの順に左から乗じて 

UBABV T1 −−= ~~  (4.7) 

とする．次に V の左から UTを乗じて 

C U V U B AB UT T 1 T= = −~ ~  (4.8) 

をつくる． 
以上の処理は，領域を節約するために実際には
次のように行われる．すなわち， i=1, 2, ..., m
に対して，補助ベクトル y を用いて 

y u

v B AB y
i

i
1 T

=

= − −~ ~  (4.9) 

とする．このことをサブルーチン UBCLX を
MSBV によって行う．次に C は m 次の実対称
行列であるから，その下三角部分のみを対象と
して 

cii = y vT
i ,  (4.10) 

mijc ji ,...,1, +== i
T
j vu  (4.11) 

とする．このようにして，U から列ごとに uiを
取り出して，vi，cii，cji を求めることにより，V
はそのまま U の領域につくられる．  

③ C の固有値問題を解き， 

C PMP T=  (4.12) 

と分解する．ただし M は C の固有値を対角要
素とする対角行列，P は m 次の直交行列であ
る．このことを順次サブルーチン TRID1，
TEIG1，TRBK によって行う．次に，固有値と
対応する固有ベクトルを，固有値の絶対値の大
きい方から整列する．これをサブルーチン
UESRT によって行う． 

④ V の右から P を乗じて，n 行 m 列の行列 W をつ
くる． 

W VP=  (4.13) 

⑤ W の各列の正規直交化を行うために，m 次の実
対称正値行列 WT W をつくり，これを LLT分解
する． 

WTW = LLT (4.14) 

このことをサブルーチン UCHLS によって行
う．もしも LLT 分解が不可能なときは，
ICON=25000 として処理を打ち切る． 

⑥ 方程式 U*LT = W を解いて， 

U*=WL-T (4.15) 

を計算する．この U*は(4.6)の意味の正規直交性
を有している．U と U*の第 m 列ベクトル umと
um

*について 

ε≤−=
∞

mmd uu*  (4.16) 

が成り立つかどうかを調べる． 
この収束条件が成立しないときは，U*をあらた
めて U として手順②へ行く． 

⑦ 収束条件が成立した場合は，反復を止めて，③
で得られた M の対角要素を固有値とする． 
又，固有ベクトルは 

X B UT *= −~  (4.17) 

の始めの m 列とする．(4.17)の計算はサブルー
チン UBCLX によって行う． 
以上がジェニングス法の算法の大要である．な
お，参考文献[18], [19]を参照のこと． 
 

b. ジェニングスの加速法 
本サブルーチンでは，上に述べたジェニングス
の同時反復法を加速するために，ベクトル列に
関するジェニングスの加速法を組み入れてい
る．加速法の原理及びその実際的な適用につい
ては，サブルーチン BSEGJ の手法概要を参照
すること．  
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E51-30-0301 GCHEB, DGCHEB 

チェビシェフ級数の導関数 
CALL GCHEB (A, B, C, N, ICON) 

 
(1) 機能 

区間[a, b]で定義された n 項のチェビシェフ級数, 

( ) ( )








−

+−
= ∑

−

= ab
abxTcxf kk

n

k

21

0

'  (1.1) 

が与えられたとき，その導関数をチェビシェフ級数 

( ) ( )








−
+−

= ∑
−

= ab
abxTcxf

n

k
kk

22

0

'''  (1.2) 

に展開し，その係数{ ′ck }を求める． 
ここで，Σ′は初項を 1/2 倍して和をとることを意

味する．ただし，a ≠ b，n ≥ 1 であること．  
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．チェビシェフ級数の定義域の下限

a． 
B ············· 入力．チェビシェフ級数の定義域の上限

b． 
C ············· 入力．係数{ck} .  

C(1) =c0, C(2) =c1, ..., C(N) =cn-1のように格
納する． 

出力．導関数の係数 {c′k}  
C(1) =c′0, C(2) =c′1, ..., C(N-1) =c′n-2のよう
に格納される． 
大きさ N の 1 次元配列． 

N ············· 入力．項数 n ． 
出力．導関数の項数 n−1． 
（使用上の注意③参照）． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 GCHEB-1 参照． 

 
表 GCHEB-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

30000 次のいずれかであった． 
①  N < 1 
②  A = B 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... FLOAT 

b. 注意 
① 任意の関数の導関数を求める場合，チェビシェ

フ級数展開するサブルーチン FCHEB と，本サ
ブルーチンを順次呼び出せばよい． 
更に，任意の点における微係数を求める場合
は，チェビシェフ級数の求和のサブルーチン
ECHEB を続けて呼び出せばよい． 

（使用例参照）． 
② 高階の導関数を必要とする場合，本サブルーチ

ンを繰り返し呼び出せばよい． 
導関数の誤差は，末尾 2 項の係数の絶対値和で
推定できるが，高階になる程誤差が大きくなる
ことを考慮する必要がある． 

③ 入力の項数nが1の場合は，出力の項数も1とな
る． 

 
c. 使用例 

区間[-2, 2]上で，指数関数 

( ) 









== ∑

∞

=0 !n

n
x

n
xexf  

を，サブルーチン FCHEB により要求精度 
εa = 0，εr = 5･10-5の下でチェビシェフ級数展開
し，本サブルーチンによりその導関数を求め
る．さらに，x  =-2 から，0.05 刻みで２までの
分点上における微係数の値をサブルーチン
ECHEB により求め真値と比較する．  

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION C(257),TAB(127) 
      EXTERNAL FUN 
      EPSR=5.0E-5 
      EPSA=0.0 
      NMIN=9 
      NMAX=257 
      A=-2.0 
      B=2.0 
      CALL FCHEB(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,C,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 20 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON 
      WRITE(6,601) (C(K),K=1,N) 
      CALL GCHEB(A,B,C,N,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 20 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601) (C(K),K=1,N) 
      WRITE(6,603) 
      H=0.05 
      X=A 
   10 CALL ECHEB(A,B,C,N,X,Y,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 20 
      ERROR=FUN(X)-Y 
      WRITE(6,604) X,Y,ERROR 
      X=X+H 
      IF(X.LE.B) GOTO 10 
      STOP 
   20 WRITE(6,605) ICON 
      STOP 
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  600 FORMAT('0',3X,'EXPANSION OF', 
     * ' FUNCTION FUN(X)',3X,'N=',I4,3X, 
     * 'ERROR=',E13.3,3X,'ICON=',I6) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'DERIVATIVE OF', 
     * ' CHEBYSHEV SERIES') 
  603 FORMAT('0',10X,'X',7X, 
     * 'DIFFERENTIAL',6X,'ERROR'/) 
  604 FORMAT(1X,3E15.5) 
  605 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I8) 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      REAL*8 SUM,XP,TERM 
      EPS=AMACH(EPS) 
      SUM=1.0 
      XP=X 
      XN=1.0 
      N=1 
   10 TERM=XP/XN 
      SUM=SUM+TERM 
      IF(DABS(TERM).LE. 
     *   DABS(SUM)*EPS) GOTO 20 
      N=N+1 
      XP=XP*X 
      XN=XN*FLOAT(N) 
      GOTO 10 
   20 FUN=SUM 
      RETURN 
      END 

 

(4) 手法概要 
区間[a, b]で定義された n 項のチェビシェフ級数を

項別微分し，再びそれをチェビシェフ級数で表現す
る．即ち， 
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とすると，係数間には次の関係が成りたつ． 
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本サブルーチンでは，チェビシェフ多項式の微分
公式 (4.2)により{ ′ck }を求めている． 

n 項の級数の導関数を求める必要な乗算回数は，
約 2n 回である． 

なお，(4.2)式の漸化関係については，サブルーチ
ン ICHEB の「手法概要」参照． 
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A25-31-0101 GINV, DGINV 

実行列の一般逆行列（特異値分解法） 
CALL GINV (A, KA, M, N, SIG, V, KV, EPS, 

 VW, ICON) 
 

(1) 機能 
m × n の実行列 A の一般逆行列 A+を特異値分解法

によって求める．m ≥ 1,  n ≥ 1 なること．  
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A． 

出力．一般逆行列 A+の転置行列． 
A (KA, N) なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照）． 

KA ·········· 入力．配列 Aの整合寸法 (≥ M)． 
M ············ 入力．行列 A の行数 m． 
N ············· 入力．行列 A の列数，行列 V の行数 n． 
SIG ········· 出力．行列 A の特異値． 

大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意②参照）． 

V ············· 出力．特異値分解による直交行列． V(KV, 
K) なる 2 次元配列． 
K = min (M + l, N). 

KV ·········· 入力． 配列 V の整合寸法 ( ≥ N)． 
EPS ········· 入力．特異値の相対零判定値 (≥ 0.0)． 

0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意③参照）． 

VW ········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 GINV-1 参照． 
 

表 GINV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

15000 ある特異値が求められ
たなかった． 

処理を打ち切る． 

30000 KA < M, M < 1, N < 1, 
KV < N 又は EPS < 0.0 
であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 

a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... ASVD1, AMACH, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数... なし 

 
b. 注意 
① パラメタ Aの一に出力されるのは，A の一般逆

行列の転置行列(A+)Tであるので注意すること． 
② 特異値はすべて非負で，大きさの減少する順に

格納される．ICON=15000 の場合には，求めら
れなかった特異値は-1 とし，大小順に整列しな
い． 

③ 入力パラメタ EPS は A の階数を決定するため
の重要な役目を果たすので，その選択は慎重に
行わなければならない．手法概要を参照のこ
と． 

④ 連立 1 次方程式 Ax = b の最小二乗最小ノルム解
は，一般逆行列 A+によって，X = A+ b として表
されるが，この目的のためには，専用サブルー
チン LAXLM を用いる方がはるかに有利であ
る．結局，本サブルーチンは，一般逆行列 A+

自体が必要な場合以外は用いない方がよい． 
 

c. 使用例 
m × n の行列 A の一般逆行列を求める． 
1 ≤ n ≤ m ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),SIG(100), 
     *          V(100,100),VW(100) 
   10 READ(5,500) M,N 
      IF(M.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      WRITE(6,600) M,N, 
     *  ((I,J,A(I,J),J=1,N),I=1,M) 
      CALL GINV(A,100,M,N,SIG,V,100,0.0, 
     *          VW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      WRITE(6,620) N,M, 
     *  ((I,J,A(J,I),I=1,M),J=1,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX'/ 
     *  6X,'ROW NUMBER=',I4,5X, 
     *  'COLUMN NUMBER=',I4/ 
     *  (10X,4('(',I3,',',I3,')',E17.7, 
     *  3X))) 
  610 FORMAT(' ',10X,'CONDITION CODE=' 
     *  ,I6) 
  620 FORMAT('1',5X, 
     *  'GENERALIZED INVERSE'/6X, 
     *  'ROW NUMBER=',I4,5X, 
     *  'COLUMN NUMBER=',I4/(10X, 
     *  4('(',I3,',',I3,')',E17.7,3X))) 
      END 

 
(4) 手法概要 

 m × n の行列 A が対して，次の関係を満足する n 
× m の行列 X を，A の (Moore-Penrose の) 一般逆行列
という．  

( )
( )

AXA A
XAX X
AX AX
XA XA

=
=
=
=











T

T

 (4.1) 

一般逆行列は A に対して一意的に定まり，これを
A+と書く．なお A が正方行列で正則ならば A+ は A-1 

である．一般逆行列の一意性と(4.1)から，  
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( )A A+ +
= , (4.2) 

( ) ( )A AT T+ +=  (4.3) 

が成り立つ．(4.3)により，一般性を失うことなく，
m ≥ n と仮定してもよい．  

 
a. 特異値分解と一般逆行列 

今，A の特異値分解 

A U V= ∑ T  (4.4) 

が与えられているものとする．ここに，U は UT 
U = I なる m × n の行列，V は n 次の直交行列，
Σ は n 次の対角行列である．U の右側に m−n 個
の列ベクトルを補って，m 次の直交行列 Uc を
作り，Σ の下側に m−n 行 n 列の零行列を付加し
てΣcを作ると，A の特異値分解は 

T
cc VUA ∑=  (4.5) 

と書きかえることができる． 

( )nσσσ ,...,,diag 21=∑  (4.6) 

とすると明らかに，n 次の対角行列Σ +を次のよ
うに表すことができる． 

( )++++ =∑ nσσσ ,...,,diag 21  (4.7) 

ただし， 

σ
σ σ

σi
+ =

>
=





1 0
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i i
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,
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 (4.8) 

とする．Σ +の右側に n × (m-n)の零行列を付加

した行列は， ∑+
c に等しい． T

cc UVX +∑= と仮

定して，この X と(4.5)を (4.1)に代入し，Uc と
V とが直交行列であることを利用すると，(4.1)
は 

( )
( ) 
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T  (4.9) 

となる． 
したがって，一般逆行列の一意性から A+ は 

T
cc UVA ++ ∑=  (4.10) 

で与えられるが，∑+
c の性質と Uc の定義から 

TUVA ++ ∑=  (4.11) 

と書きかえることができる． 
 
b. 本サブルーチンにおける計算手順 
① A の特異値分解を行い，U，Σ，V を求める．U 

は A の位置に作られる．このことを，サブルー
チン ASVD1 によって行う．詳細については，
サブルーチン ASVD1 を参照のこと．  

② A+ の転置行列(A+)T を 

( ) TT
VUA ++ ∑=  (4.12) 

によって，A の位置に生成する． 
Σ+を乗ずるときには特異値σ i に対する零判定を

行う．判定基準としては σ1 ･EPS を用いる．こ

こに， σ1  は最大の特異値である．この判定基

準より小さい特異値は 0 とみなされる．EPS と
して 0.0 が入力されたときは，16u を基準値と
して用いる．ただし，u は丸め誤差の単位であ
る．  

 
なお，詳細については，サブルーチン ASVD1 の

手法概要及び参考文献[11]を参照すること． 
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B22-21-0402 GSBK, DGSBK 

一般形の固有ベクトルへの逆変更 
（実対称行列の一般固有値問題） 
CALL GSBK (EV, K, N, M, B, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称行列 S の m 個の固有ベクトル y1, 
y2, ..., ym,を，一般固有値問題 Ax = λBx の固有ベクト
ル x1, x2, ..., xm へ変更する． 

ただし，S は B = LLTとして 

S=L-1AL-T (1.1) 

により得られたものであること．ここで L は下三角
行列である．1≤ m ≤ n であること． 

 
(2) パラメタ 
EV ·········· 入力．実対称行列 S の m 個の固有ベクト

ル． 
出力．一般固有値問題 Ax = λBx の固有ベ
クトル． 
EV (K, m) なる 2 次元配列． 
（使用上の注意②参照） 

K ············· 入力．入力 EV の整合寸法． 
N ············· 入力．実対称行列 S，A 及び B の次数 n． 
M ············ 入力．|M|は，固有ベクトルの個数 m． 

（使用上の注意③参照） 
B ············· 入力．下三角行列 L．（図 GSBK-1 参照）

大きさ n (n+1)/2 の 1 次元配列．  
（使用上の注意①参照） 

 

 
[注意] 配列 B には，下三角行列 Lが対称行列用圧縮モードで

格納されていること．  

図 GSBK-1  配列 B の内容 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 GSBK-1 参照． 

 
表 GSBK-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N = 1 であった EV (1, 1) = 1.0 / B(1)
とする． 

30000 N < |M|, K < N 又は 
M = 0 であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL  
② FORTRAN 基本関数... IABS 
 
b. 注意 
① サブルーチン GSCHLの出力パラメタ B は，本

サブルーチンの入力パラメタ B と対応している
のでそのまま使用できる． 

② 固有ベクトル x1, x2, ..., xm は，入力のベクトル
y1, y2, ..., ymが YTY = I を満足するように正規化
されていれば， XTBX = I を満足するように出
力される．ただし，Y = [y1, y2, ..., ym]，X = [x1, 
x2, ..., xm]である． 

③ パラメタ M が負であるときはその絶対値をと
って使う． 

 
c. 使用例 

n 次の実対称行列 A 及び n 次の正値対称行列 B
で与えられる一般固有値問題を，一連のサブル
ーチン GSCHL，TRID1，TEIG1，TRBK 及び
GSBK により，すべての固有値固有ベクトルを
求める．  
  n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(5050), 
     *          SD(100),E(100), 
     *EV(100,100),D(100) 
   10 READ(5,500) N,M,EPSZ,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,M,EPSZ,EPST 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      WRITE(6,620) 
      NE=0 
      DO 30 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
   30 WRITE(6,610) I,(B(J),J=1,NI,NE) 
      CALL GSCHL(A,B,N,EPSZ,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
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      CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) 
      CALL TEIG1(D,SD,N,E,EV,100,M,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL TRBK(EV,100,N,M,A,ICON) 
      CALL GSBK(EV,100,N,M,B,ICON) 
      MM=IABS(M) 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5,2E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'**ORIGINAL ', 
     * 'MATRIX A**',11X,'** ORDER =',I5, 
     * 10X,'** M =',I3/46X,'EPSZ=',E15.7, 
     * 'EPST=',E15.7) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     * (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('1',10X,'**ORIGINAL ', 
     * 'MATRIX B**') 
  630 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =', 
     * I5/) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称行

列の固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチ
ンである．その詳細についてはサブルーチン SEIG1
の使用例参照のこと． 
 
 (4) 手法概要 

n 次の実対称行列 S の固有ベクトル y を，一般固
有値問題（A: 対称行列，B: 正値対称行列） 

Ax = λBx (4.1) 

の固有ベクトル x へ変換する． 
この場合，(4.1)から標準形(4.2)の変換は前もって行
われていなければならない． 

Sy = λy (4.2) 

この過程は(4.3)～(4.6)によって示される． 
正値対称行列 B を 

B = LLT (4.3) 

のように分解し，これを(4.1)へ代入すると 

  ( )
( ) ( )

Ax = LL x
L Ax = L x

L A L L x = L x

L AL L x L x

λ
λ

λ

λ

T

T T

T T

-1

-1 -T

-1 -T

T

=

 (4.4) 

となる．したがって 

S = L-1AL-T (4.5) 
y = LTx (4.6) 

L は既知であるから，x は(4.6)より次のように求め
ることができる． 

x = L y-T  (4.7) 

詳細については，参考文献 [13]の pp.303－314 参
照のこと． 
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B22-21-0302 GSCHL, DGSCHL 

一般形から標準形への変換 
（実対称行列の一般固有値問題） 
CALL GSCHL (A, B, N, EPSZ, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称行列 A，及び n 次の正値対称行列 B 
に対して，一般固有値問題 

Ax = λBx (1.1) 

を標準固有値問題 

Sy = λy (1.2) 

に変換する．ここで S は実対称行列である． 
 n ≥ 1 なること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称行列 A. 

出力．実対称行列 S. 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n+1)/2 の 1 次元配列． 

B ············· 入力．正値対称行列 B． 
出力．下三角行列 L．（図 GSCHL-1 参照)  
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列の次数 n． 
EPSZ ······ 入力．B の LLT 分解におけるピボットの相

対零判定値． 
0.0 又は負を指定すると，標準値が採用さ
れる．（使用上の注意①参照）  

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 GSCHL-1 参照．. 

 

 
[注意] 行列 L の下三角行部分を，対象行列圧縮モードで 1 次

元配列 B に格納する． 

図 GSCHL-1  行列 L の格納方法 

表 GSCHL-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N = 1 であった． A(1) = A (1) / B(1) 
B(1)=SQRT (B(1))
とする． 

28000 行列 B の LLT分解におい
て，ピボットが負となっ
た． 
入力行列 B は正値ではな
い． 

処理を打ちき
る． 

29000 行列 B の LLT分解におい
て，ピボットが相対的に零
となった． 
入力行列 B は非正則の可能
性が強い． 

処理を打ちき
る． 

30000 N < 1 であった． 処理を打ちき
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL, UCHLS  
② FORTRAN 基本関数 ... SQRT 
 
b. 注意 
③ パラメタ EPSZの標準値は丸め誤差の単位を u

としたとき，EPSZ = 16･u である（サブルーチ
ン LSX 参照）． 
本サブルーチンにおいて EPSZ に 10-S を設定し
たとすると，正値対称行列 B の LLT 分解の過程
でピボットの値が 10 進 s 桁以上の桁落ちを生
じた場合に，そのピボットを零と見なしコンデ
ィションコードを設定し (ICON＝29000) 処理を
打ち切る．なおピボットが小さくなっても計算
を続行させる場合には，EPSZ に極小の値（例
えば 10-70）を与えればよいが，その結果は保証
されない． 
行列の B の LLT分解の過程でピボットが負とな
った場合，B は正値行列ではない．本サブルー
チンでは，このときコンディションコードを設
定し(ICON＝28000) 処理を打ち切る．  
 

c. 使用例 
n 次の実対称行列 A 及び n 次の正値対称行列 B
の一般固有値問題 Ax = λBx を，サブルーチン
GSCHL により標準形に変換し，更にサブルー
チン TRID1 により実対称 3 重対角行列に変換す
る．その後，サブルーチン BSCT1 により m 個
の固有値を求める．n ≤ 100 の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(5050),VW(300), 
     *          E(100),D(100),SD(100) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N,M,EPSZ,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,M,EPSZ,EPST 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      WRITE(6,620) 
      NE=0 
      DO 30 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
   30 WRITE(6,610) I,(B(J),J=1,NI,NE) 
      CALL GSCHL(A,B,N,EPSZ,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) 
      CALL BSCT1(D,SD,N,M,EPST,E,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) 
      MM=IABS(M) 
      WRITE(6,650) (I,E(I),I=1,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5,2E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL ', 
     * 'MATRIX A'/11X,'** ORDER =',I5,10X, 
     * '** M =',I3,10X,'** EPSZ =',E15.7, 
     * 10X,'EPST =',E15.7) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     * (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('0',10X,'** ORIGINAL ', 
     * 'MATRIX B') 
  630 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =', 
     * I5/) 
  640 FORMAT('0'/11X,'** EIGENVALUES') 
  650 FORMAT(5X,'E(',I3,')=',E15.7) 
      END 

 

(4) 手法概要 
A を n 次の対称行列，B を正値対称行列とすると

き，一般固有値問題 

Ax = λBx (4.1) 

の標準形 

Sy = λy (4.2) 

への変換は (4.3)～(4.6)によって行われる． 
B は正値対称行列であるので，  

B = LLT (4.3) 

の形に分解できる．ここで L は下三角行列である．
しかもこの分解は L の対角要素を正になるように定
めれば，一意に定まる．(4.1)及び(4.3)より， 

( ) ( )L AL L x = L x-1 −T T Tλ  (4.4) 

となる．ここで，L-T は (L-1)T 又は (LT)-1 
を意味する． 
したがって， 

S = L AL-1 −T  (4.5) 
xL=y T  (4.6) 

とすれば，(4.2)が導き出される． 
(4.3)の分解は，コレスキー法により行われる．す

なわち，行列 L の要素は (4.7)，(4.8)により，行ごと
に逐次求められる． 

( )l b11 11

1
2=  (4.7) 

ni

lbl

ijlllbl

i

k
ikiiii

jj

j

k
jkikijij

,...,2

1,...,1,

2
1

1

1

2

1

1
=





















−=

−=







−=

∑

∑
−

=

−

=  (4.8) 

ここで，L = (lij), B = (bij)である． 
 
詳細については，参考文献 [13]の PP.303-314 を参

照のこと． 
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B22-21-0201 GSEG2, DGSEG2 

実対称行列の一般固有値及び固有ベクトル 
（バイセクション法，逆反復法） 
CALL GSEG2 (A, B, N, M, EPSZ, EPST, E, EV, 

K, VW, ICON) 
 

(1) 機能 
n 次実対称行列 A，及び n 次の正値対称行列 B に

対して一般固有値問題 

Ax = λBx (1.1) 

の m 個の固有値を，バイセクション法により，大き
い方から又は小さい方から求め，対応する m 個の固
有ベクトル x1, x2, ..., xm を逆反復法により求める．
固有ベクトルは，  

XTBX = I (1.2) 

となっている．ただし，X = [x1, x2, ..., xm] である． 
1≤ m ≤ n なること． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称行列 A． 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n + 1)/2 なる 1 次元配列． 
演算後，内容は保存されない．  

B ············· 入力．正値対称行列 B． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n + 1)/2 なる 1 次元配列． 
演算後，内容は保存されない．  

N ············· 入力．実対称行列 A 及び正値対称行列 B
の次数 n． 

M ············ 入力．求める固有値の個数 m． 
M = + m のときは大きい方から求める． 
M = − m のときは小さい方から求める． 

EPSZ ······ 入力．B の LLT分解におけるピボットの相
対零判定値． 
0.0 又は負を指定すると，標準値が採用さ
れる．（使用上の注意①参照） 

EPST ······ 入力．固有値の収束判定に使われる絶対誤
差の上限． 
0.0 又は負を指定すると，標準値が採用さ
れる．（使用上の注意②参照） 

E ············· 出力．m 個の固有値． 
M が正の場合大きい順に，M が負の場合
小さい順に並ぶ． 
大きさ m の 1 次元配列． 

EV ·········· 出力．固有ベクトル． 
固有ベクトルは列方向に格納される． 
EV (K, m)なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 EV の整合寸法．  
VW ········· 作業領域．大きさ 7n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 GSEG2-1 参照. 

 
表 GSEG2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N = 1 であった． E(1)=A(1)/B(1)  
X(1, 1)=1.0/SQRT 
(B(1))とする 

15000 固有ベクトルのうち求ま
らないものがあった 

その固有ベクトル
を 0 ベクトルとす
る． 

20000 固有ベクトルはすべて求
まらなかった． 

固有ベクトルはす
べて 0 ベクトルと
する． 

28000 B の LLT分解において， 
ピボットが負となった． 
入力行列 B は正値でな
い． 

処理を打ち切る． 

29000 B の LLT分解において， 
ピボットが相対的に零と
なった． 
入力行列 B は非正則の可
能性が強い． 

処理を打ち切る． 

30000 M = 0 ，N < |M| 又は 
K < N であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... GSCHL, TRID1, UTEG2, TRBK, GSBK, 

 AMACH, UCHLS, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS, SQRT, SIGN, 

 ABS, AMAX1, DSQRT 
 

b. 注意 
① パラメタ EPSZ の標準値は，丸め誤差の単位を

u としたとき EPSZ=16･u である． 
本サブルーチンにおいて EPSZ に 10-S を設定し
たとすると，正値対称行列 B の LLT 分解の過程
でピボットの値が 10 進 s 桁以上の桁落ちを生
じた場合に，そのピボットを零と見なしコンデ
ィションコードを設定し(ICON=29000) 処理を
打ち切る． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZ に非常に小さな値（例え
ば 10-70）を与えればよいが，結果は保証されな
い．正値対称行列 B の LLT 分解の過程でピボッ
トが負となった場合，係数行列は正値ではな
い．本サブルーチンでは，このときのコンディ
ションコードを設定し(ICON=28000) 処理を打
ち切る． 

② パラメタ EPST の標準値は，丸め誤差の単位を 
u としたとき 

( ),max=EPST minmax λλ•u  

である．ここで，λmax 及び λmin は  Ax = λBx の
固有値の存在範囲（ゲルシュゴリン定理により
与えられる）の上限及び下限である． 
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固定値の非常に大きいものと非常に小さいもの
とが混在しているときには，小さい方の固有値
を精度よく求めることは難しいことがある．こ
の場合，EPST に小さな値を設定することによ
り，小さい方の固有値を精度よく求めることが
できる． 
ただし，処理速度は遅くなる． 
EPST の与え方の詳細についてはサブルーチン
BSCT1 参照のこと．  

 
c. 使用例 

n 次の実対称行列 A 及び n 次の正値対称行列 B
についての一般固有値問題 Ax = λBx の大きい
方又は小さい方から m 個の固有値及び対応する
固有ベクトルを求める． 
 n ≤ 100, m ≤ 100 の場合． 

 
C     ** EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(5050),E(10), 
     *          EV(100,10),VW(700) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N,M,EPSZ,EPST 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,M,EPSZ,EPST 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
      WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,620) 
      NE=0 
      DO 30 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
      WRITE(6,610) I,(B(J),J=1,NI,NE) 
   30 CONTINUE 
      CALL GSEG2(A,B,N,M,EPSZ,EPST,E, 
     *           EV,100,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      MM=IABS(M) 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5,2E15.7) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1','OROGINAL MATRIX A',5X, 
     * 'N=',I3,' M=',I3,' EPSZ=', 
     * E15.7,' EPST=',E15.7) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     * (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('1','OROGINAL MATRIX B') 
  630 FORMAT('0',20X 'ICON=',I5) 
      END 

 

本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称行
列の固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチ
ンである．その詳細についてはサブルーチン SEIG1
の使用例参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

n 次の実対称列 A 及び n 次の正値対称行列 B につ
いての一般固有値問題 

Ax = λBx (4.1) 

  の固有値固有ベクトルを次の手順で求める．  
① 一般固有問題の標準形への変換 

(4.1)の B は正値対称行列であるから，  

B = LLT (4.2) 

の形に分解できる．ここで L は n 次の下三角行
列である．この分解は L の対角要素を正になる
ように定めれば，一意に定まる． 
(4.1)及び(4.2)より，A の左から L-1 を，右から
L−TLT を掛けて， 







=






 xLxLALL TTT1

λ--
 (4.3) 

となる．ここで L−T は (LT) −1 又は (L−1)Tの代わ
りに使われている．ここで， 

T1 -- ALL=S  (4.4) 
xL=y T  (4.5) 

とおくと，S は実対称行列，(4.3)は 

Sy = λy (4.6) 

となり，標準形が導かれる． 
② 実対称行列の固有値，固有ベクトル 

実対称行列 S を直交相似変換により実対称三重
対角行列 T とし，T の固有値 λ とそれに対応す
る固有ベクトル y′ をそれぞれバイセクション法
と逆反復法により求める． y′は更に S の固有ベ
クトル y へ逆変換される．  

③ 一般固有値問題の固有ベクトル 
(4.1)の固有ベクトル x は②より求めた固有ベク
トル y から， 

x = L−Ty (4.7) 

により得られる． 
①は GSCHL ②は TRID1 と UTEG2，③は GSBK

の各サブルーチンを用いて行う． 
詳細については，参考文献 [13]の pp. 303-314 を

参照のこと． 
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H11-20-0121 HAMNG, DHAMNG 

連立 1 階常微分方程式（ハミング法） 
CALL HAMNG  (Y, N1, H, XEND, EPS, SUB, 

OUT, VW, ICON) 
 

(1) 機能 
連立 1 階常微分方程式の初期値問題， 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
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 (1.1) 

における関数系 f1，…fn と初期値 x0，y10，…，yn0 が
与えられたとき，ハミング法により x=x0 から x=xe

にわたり解 yi と微係数 y’i(i=1 ,…, n)を求める． 
キザミは，指定されたキザミを採用するが，解に

対する所要の精度を達成するために小さくされるこ
ともあり，逆に計算速度を上げるために（所要の精
度は達成するという条件で）大きくされることもあ
る． 

 
(2) パラメタ 
Y ············· 入力．初期値 x0, y10, y20, ..., yn0. 

大きさ n+1 の 1 次元配列． 
演算後内容は保存されない． 

N1 ··········· 入力．（連立常微分方程式の元数 n）+1．  
H ············· 入力．初期キザミ．H ≠ 0.0 

演算後内容は保存されない． 
XEND ····· 入力．独立変数 x の最終値 xe． 

xe における解が求まったところで計算は終
了する． 

EPS ········· 入力．解に対する相対誤差の上限． 
0.0 の場合は，標準値を採用する． 
（使用上の注意，手法概要参照） 

SUB ········ 入力．(1.1) 式における fi (i = 1, 2, ..., n)を計
算するサブルーチン副プログラム名． 
［副プログラムの用意のし方］ 
SUBROUTINE SUB (YY, FF) 
パラメタ 
YY: 入力．YY(1) = x, YY(2) = y1, 

YY(3) = y2, ...， 
YY(n+1) = yn なる対応を持つ大きさ 
n + 1, の 1 次元配列． 

FF: 出力．FF(2) = f1, FF(3) = f2, 
FF(4) = f3 ,...,  
FF(n+1) = fn なる対応を持つ大きさ 
n + 1 の 1 次元配列． 

(使用例参照.) 
なお FF (1) には何も代入してはならない． 

OUT ······· 入力．計算結果を受けとるサブルーチン副
プログラム名．すなわちキザミ HH (必ず

しも初期キザミと同じではない)で 1 ス
テップ計算するたびに，HAMNG はこの副
プログラムに結果を渡す． 
［副プログラムの用意のし方］ 
SUBROUTINE OUT (YY, FF, N1, HH, IS) 
パラメタ 
YY… 入力．x, y1, ..., yn の計算結果 

YY(1) = x, YY(2) = y1, ...,  
YY(n+1) = yn なる対応をもつ大きさ 
n+1 の 1 次元配列． 

FF… 入力． y’1,..., y’n の計算結果． 
FF(2) = y’1, FF(3) = y’2 ,..., 
FF(n+1) = y’n なる対応をもつ大きさ 
n+1 の 1 次元配列． 
なお FF (1) には常に 1 がセットされ
る． 

N1… 入力．n+1. 
HH… 入力．yi, y’i を求めたときのキザ

ミ． 
IS… ·· 入力．初期キザミを H とするとき，

上記の HH が HH = 2IS*H  
であることを示す． 
（使用上の注意参照）． 
またこの副プログラムの内部で IS 
に -11 を代入することにより，その
時点で計算をただちに終了させるこ
ともできる． 

なおこの副プログラムの内部では，IS 以 
外のパラメタの値を変更してはならない．
（使用例参照） 

VW ········· 作業領域．大きさ 18 (n+1) の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード 

表 HAMNG-1 参照. 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, RKG, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数...ABS, AMAX1 

 
b. 注意 
① パラメタ SUB, OUT は本サブルーチンを呼び出

す側のプログラムで EXTERNAL 宣言をするこ
と． 

② 本ルーチンでは IS<-10 となったとき ICON = 
20000 として計算を打ち切る．ただし利用者自
身が，サブルーチン OUT の中で IS = -11 と代
入したときは ICON = 0 として終了する． 
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表 HAMNG-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 0.0 < EPS < 64 u  

であった．ただし u は丸め
誤差の単位． 

EPS として標準値 
(64u) を採用して処
理を続ける． 

20000 与えられた初期キザミ H 
の 2-10 倍のキザミで計算し
ても相対誤差を EPS 以下
にできないことが起こっ
た． 

その時点で処理を
打ち切る． 

30000 N1 < 2， EPS < 0.0, 
1.0 < EPS，  
     (XEND-Y(1)) *H ≤ 0.0 の
いずれかであった． 

処理を打ち切る． 

 
③ EPS について 

EPS は， 
 64 n ≤ EPS < 1 
を満たす値であること．ただし EPS = 0.0 とし
た場合は，本ルーチンの内部で標準値， 
64u 
の値を採用する．ここで u は丸め誤差の単位で
ある． 

c. 使用例 
連立一階常微分方程式の初期値問題 (3.1) を解
く．  

( )

( )

′ = = =

′ = + = =
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 (3.1) 

H=0.1， XEND=5.0 ， EPS=10-4 の場合 
 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Y(3),VW(54) 
      EXTERNAL SUB,OUT 
      Y(1)=1.0 
      Y(2)=5.0 
      Y(3)=3.0 
      H=0.1 
      EPS=1.0E-4 
      WRITE(6,600) 
      CALL HAMNG(Y,3,H,5.0,EPS,SUB,OUT,VW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('1'/' ',17X,'X',15X,'Y1',14X, 
     * 'Y2',14X,'F1',14X,'F2',14X,'HH', 
     * 12X,'IS'//) 
  610 FORMAT(' ',20X,'ICON=',I5) 
      END 
      SUBROUTINE SUB(YY,FF) 
      DIMENSION YY(3),FF(3) 
      FF(2)=YY(3) 
      FF(3)=4.0*YY(2)/(YY(1)*YY(1))+2.0 
     *      *YY(3)/YY(1) 
      RETURN 
      END 
      SUBROUTINE OUT(YY,FF,N1,HH,IS) 
      DIMENSION YY(N1),FF(N1) 
      WRITE(6,600) (YY(I),I=1,N1),(FF(I), 
     *             I=2,N1),HH,IS 
      RETURN 
  600 FORMAT(' ',10X,6E16.8,I10) 

      END 
 

(4) 手法概要 
連立 1 階常微分方程式の初期値問題 (1.1) は，独

立変数そのものを一つの関数， 

( ) ( )y x x y y x x0 00 0 0 0= = =,  (4.1) 

と見なすことにより次の (4.2) のように書くことがで
きる．  
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 (4.2) 

更に，記号を簡潔にするために，いくつかのベク
トルを導入する． 
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また，y'i (i=0，1,…, n) を要素にもつベクトルを y'
で表すことにする．このような記号を用いれば， 
(4.2) は次の (4.4) のように簡潔に書くことができ
る． 

( ) ( )′ = =y f y , y f0 x0  (4.4) 

a. ハミングの公式 
x=xj における計算解と真の解をそれぞれ yj，y(xj) 
と区別して書き，それに対応して微係数も 
y'j=f(yj) , y'(xj)=f(y(xj)) とを区別して書くことに
する． 
今，xk-3=xk-3h, xk-2=xk-2h, xk-1=xk-h, xk の等間隔な
4 点における計算解と微係数の組， 

y y y y
y y y y

k k k k

k k k k

− − −

− − −′ ′ ′ ′
3 2 1

3 2 1

, , ,
, , ,

 

が既知であるとする．この時，yk+1 は pk+1, mk+1, 
ck+1 なる量を次の手順で計算することにより求
める． 

 
① pk+1 を計算する． 
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( )2131 22
3

4
−−−+ ′+′−′+= kkkkk

h yyyyp  (4.5) 

この Pk+1 は求めようとする yk+1 をある程度“予
測 ” す る 値 で あ る ． こ の 意 味 で 予 測 子
(predictor)と呼ばれている．テイラーの定理を
使えば，  

( ) ( ) ( ) ( )[
( )] ( )

12

131

(5)5

45
142

-2
3

4+=

ηyy

yyyy

hx

xxhxx

k

kkkk

+′+

′′

−

−−+

 (4.6) 

と表せる．ここで η1 は，y の要素により異なり
xk-3 と xk+1 の間の値である． (4.6) 式より，pk+1

は打切り誤差 (14/45)h5y(5)(η1) を持つという．こ
のことは，(4.5) の右辺に現われる yi , yi’ が仮に
真値であったとしても，かつ丸め誤差の影響が
全くないとしても pk+1 は (14/45)h5y(5)(η1)だけの
誤差を持つことを意味する．  

② mk+1 を計算する． 

( )kkkk pcpm −+= ++ 121
112

11  (4.7) 

（ただし ck は後で明らかにする） 
この mk+1 は pk+1 を“改良”した値である．この
意味でここでは改良子 (modifier) と呼んでお
く． 
(4.7) の右辺第 2 項は pk+1 がもつ打切り誤差の推
定量である．（その導出方法は省略する）． 

③ ck+1 を計算する． 

( )

( ) ( )1121

11

2
8

3+9
8
1

 

−+−+

++

′−′+′−=

=′

kkkkkk

kk

mh yyyyc

mfm として
 (4.8) 

この ck+1 は pk+1 を最終的に“修正”した値であ
る．この意味で修正子 (corrector) と呼ばれてい
る．(4.6) と同様な考え方で，ck+1 の打切り誤差
は (-1/40)h5y(5)(η2) となることが導かれる． 

そしてこの ck+1 が所要の精度をもてば x=xk+1 にお
ける解，すなわち yk+1 として採用する． 

b. 出発値の計算 
上記の方法は計算をすすめるのに過去の 4 点に
おける情報を使う．したがって計算の初めにお
いては 

3210

3210

,,,
,,,
yyyy
yyyy
′′′′
′′′′
 

を特別な方法であらかじめ計算しておかなくて
はならない．本ルーチンはそれらをルンゲ・
クッタ･ギル法(サブルーチン RKG) により計算
する．更に m4 を計算するのに 
c3-p3  
なる量を必要とするがこのときに限り，特に 
c3-p3=0 としている． 
 

c. ck+1 の誤差評価 
前に述べた予測子 pk+1 , 修正子 ck+1 の打切り誤
差 は ， そ れ ぞ れ  (14/45) h5y(5) ( η 1) ， 
(-1/40) h5y5 (η2), であった．すなわち丸め誤差が
これらの誤差に比べて無視できるなら (4.9) の
ように書ける． 

( ) ( )

( ) ( )2
(5)5

1+k1

1
(5)5

1+k1

40
1=

45
14=

η

η

ycy

ypy

hx

hx

k

k

−

+

+

+
 (4.9) 

更に y(5)(x) が η1 と η2 の間で大きく変化しない
と仮定すれば，(4.9)より 

( ) ( ) ( )112
(5)5

1
(5)5

121
360

++ −≈≈ kkhh pcyy ηη  

となり結局 ck+1 の打切り誤差は 

( ) ( ) ( )112
55

121
9

40
1

++ −−≈− kkh pcy η  (4.10) 

となる． 
 

d. キザミのコントロール 
一定のキザミで計算を進めていくと，ある場所
では，所要の精度を達成できないことがある．
また逆に所要の精度よりもはるかに精度の良い
解を求めすぎて場合によっては打切り誤差より
も丸め誤差の影響が大きくなり，その結果，計
算解の下位の桁が振動することもある.この理由
により必要に応じてキザミの大きさをコント
ロールしなければならない． 
解として採用する修正子 ck+1 の持つ打切り誤差
が (4.10) で与えられることからキザミを次のよ
うにコントロールする．  
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(a) もしすべての要素に対して 

( )9
121 1 1 1c p y ck k k k+ + +− ≤ ⋅EPS max , (4.11) 

となったときは ck+1 を解として採用する．
ここで EPS は指定された相対誤差の上限
であり，標準値は 64u である． 

(b) もしすべての要素に対して 

( )111 ,maxTOL
121
9

+++ ⋅≤− kkkk cypc  (4.12) 

ただし TOL=EPS/32  
となったら ck+1 を解として採用するが，次
の段階ではキザミを 2 倍にして計算を試み
る． 
このとき新たに以前の yk-5 の値を必要とす
る．このため過去の yk-5 までの情報は可能
なかぎり蓄わえている．  

(c) もしある要素に対して 

( )111 ,maxEPS>
121
9

+++ ⋅− kkkk cypc  (4.13) 

となったときは ck+1 を解とせず，キザミを
1/2 倍にして計算しなおす．このとき新た
に yk-1/2 ， yk-3/2 が必要となるが，それらは
それぞれ yk-1，yk-2 を出発値としてルンゲ・
クッタ･ギル法により求める． 
以上の (b)，(c) のいずれかによりキザミが
変化したときは (4.7) の ck-pk なる量を次の 
(4.14) より計算し直す． 

[ (
)]kk

kkkkkk

yy

yyyypc

′+′+

′+′−−−=−

−

−−−

1

233

3

3
8

3h
27
242

 

 (4.14) 

ここで右辺の h， yi， y'i はすべてキザミが
変化したあとの量である． 

e. XEND における解の計算法 
今まで述べた方法により計算を進めていくと， 
XEND における解は必ずしも求まらない．これ
を補うため，本サブルーチンでは XEND におけ
る解を以下に示す方法で 求める． 
独立変数 x が XEND を越える一歩手前の状態を
考え，その時の x の値を xi ，キザミを h とす
る．（図 HAMG-1 参照） 

  
図 HAMNG-1  最終の段階 (h>0 のとき) 

XEND, xi, h の間には 

[XEND-(xi+h)]h<0 

なる関係が成り立っている．この状態に達した
らハミング法をもはや使わず，xi を出発値とし
てルンゲ･クッタ･ギル法を使う．このときキザ
ミを (XEND-xi)/2 とした場合と (XEND -xi) とし
た場合との二つの近似解を計算することによ
り，XEND における解 ye を求める．それを
(4.15)に示す． 

( ) ( ) ( )( ) 15122
eeee yyyy −+=  (4.15) 

ただし 
ye

(2) ： キザミを(XEND-xi)/2 として得られ
た XEND における近似解 

ye
(1)： キザミを(XEND-xi)として得られた 

XEND における近似解 
 

なお，詳細については，参考文献 [70], を参照す
ること． 
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B21-11-0602 HBK1, DHBK1 

実行列の固有ベクトルへの逆変換と正規化 
CALL HBK1 (EV, K, N, IND, M, P, PV, DV, 

ICON) 
 

(1) 機能 
n 次への実ヘッセンベルグ行列 H の m 個の固有ベ

クトルを，実行列 A の固有ベクトルへ逆変換し，

x
2

1= となるように正規化する．ただし，H は A 
にハウスホルダー法を適用して得られたものである
こと．かつ n ≥1 であること． 

 
(2) パラメタ 
EV ·········· 入力．実ヘッセンベルグ行列 H の m 個の

固有ベクトル（使用上の注意参照）． 
 EV(K，M) なる 2 次元配列． 
出力．実行行列 A の固有べクトル． 

K ············· 入力．配列 EV，P の整合寸法（≥n）． 
N ············· 入力．実ヘッセンベルグ行列 H の次数 n．  
IND ········· 入力．EV に格納する各固有ベクトルが，

実固有ベクトルか複素固有ベクトルかの指
示． 
EV の J 列目が，実固有ベクトルならば 
IND(J)=1，複素固有ベクトルの実部ならば 
IND(J)=-1，虚部ならば IND(J)=0 と与える
こと．大きさ M の 1 次元配列． 

M ············ 入力．配列 IND の大きさ(m≤M≤n)． 
P ············· 入力．ハウスホルダー法による A から H

への変換行列（使用上の注意参照）． 
P(K，N) なる 2 次元配列． 

PV ··········· 入力．ハウスホルダー法による A から H
への変換行列（使用上の注意参照）． 
大きさ n の 1 次元配列． 

DV ·········· 入力．実行列 A の平衡化に使われたス
ケーリングファクタ．大きさ n の 1 次元配
列． 
平衡化が行われなかったときは，DV は 1
次元配列である必要はなく，このとき
DV=0.0 と指示できる．  

ICON ······ 出力．コンディションコード 
表 HBK1-1 参照． 

 
表 HBK1-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N=1であった． EV(1, 1)=1.0 とす

る． 
30000 N<M， M<1 又は K<N で

あった． 
処理を打ち切る． 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II…NRML， MGSSL 
② FORTRAN 基本関数…ABS，SQRT 
b. 注意 
① 固有ベクトルの EV への格納は，実固有ベクト

ルは 1 列毎に，複素固有ベクトルは実部と虚部
を対にして 2 列毎に格納すること． 
（図 HBK1-1 参照のこと） 
なお，サブルーチン HVEC 呼び出し後のパラメ
タ EV, IND, M は，本サブルーチンでそのまま
入力できるようになっている．  

② サブルーチン HES1 のパラメタ A と PV は，本
サブルーチンのパラメタ P と PV に対応してい
るので，そのまま使用できる． 

③ ハウスホルダー法による変換行列の情報を配列
P と PV へ，図 HBK1-2 のように与えること． 
ただし，aij

(k) は，  

2,...,2,1,1 −==+ nkkk
T

kk PAPA  (3.1) 

の計算を行うときに用いた Ak の要素であり，σk 

は，(3.2)により求める．
( )( ) ( )( ) ( )( )22

2
2

1 ... k
kn

k
kk

k
kkk aaa +++= ++σ  (3.2) 

Pk については，HES1 参照のこと． 
 

 

図 HBK1-1 IND とEV の関係 
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［注意］ × は使用されない． 

図 HBK1-2  P，PVの入力方法 

 
④ 平衡化によるスケーリングファクタ DV の内容

については，サブルーチン BLNC 参照のこと． 
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c. 使用例 

n 次の実行列の固有値と固有ベクトルを，以下
のサブルーチンを用いて計算する．ただし固有
ベクトルは，固有値の求まった順に計算する．  
BLNC... 実行列の平衡化． 
HES1... 平衡化した実行列から，実ヘッセン

ベルグ行列へ変換． 
HSQR... 実ヘッセンベルグ行列の固有値． 
HVEC... 実ヘッセンベルグ行列の固有ベクト

ル．  
HBK1... 実ヘッセンベルグ行列の固有ベクト

ルを，実行列の固有ベクトルへ逆変
換して，正規化を行う．  

n≤100， m≤10 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),DV(100), 
     * PV(100),IND(100),ER(100),EI(100), 
     * AW(100,104),EV(100,100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL BLNC(A,100,N,DV,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      CALL HES1(A,100,N,PV,ICON) 
      MP=N 
      DO 35 II=1,N 
      I=1+N-II 
      DO 30 J=1,MP 
   30 AW(J,I)=A(J,I) 
   35 MP=I 
      CALL HSQR(AW,100,N,ER,EI,M,ICON) 
      WRITE(6,620)ICON 
      IF(ICON.EQ.20000) GO TO 10 
      DO 40 I=1,M 
   40 IND(I)=1 
      CALL HVEC(A,100,N,ER,EI,IND,M,EV, 
     *          100,AW,ICON) 
      WRITE(6,620)ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL HBK1(EV,100,N,IND,M,A,PV,DV, 
     *          ICON) 
      CALL EPRT(ER,EI,EV,IND,100,N,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX' 
     * //11X,'** ORDER =',I5) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =', 
     * I5/) 
      END 

 

本使用例中のサブルーチン EPRT は，実行列の固
有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチンで
ある．その詳細については，サブルーチン EIG1 
の使用例参照のこと． 
 

(4) 手法概要 
n 次の実ヘッセンベルグ行列 H の m 個の固有ベク

トルを，平衡化した実行列
~A  の固有ベクトルへ逆変

換し，更に平衡化を行う前の実行列 A の固有ベクト

ルへ逆変換して x
2

1= の正規化を行う．  
実行列 A の平衡化は，(4.1)に示す対角相似変換に

より行い，平衡化された実行列
~A の実ヘッセンベル

グ行列への変換は，ハウスホルダー法により (4.2)に
示す n-2 回の直交相似変換により行う． 

~A D AD= −1  (4.1) 

(ただし，D は対角行列.) 

221122 ...~... −−= n
TTT

n PPPAPPPH  (4.2) 

(ただし， i
T

iii h/uuIP −= ) 
 
H の固有値，固有ベクトルを，λ , y とすると， 

Hy=λy (4.3) 

が成り立つ．(4.1)と(4.2)の関係から，(4.3)は，  

yyPPADPDPPP λ=−
−

− 221
1

122 ...... n
TTT

n  (4.4) 

となり，(4.4)の両辺に DP1P2...Pn-2，を左側より掛
けると(4.5)となる． 

yy 221221 ... ... −− = nn PPDPPPADP λ  (4.5) 

したがって, A の固有ベクトル x は, (4.6)となる. 

yx 221 ... −= nPPDP  (4.6) 

(4.6)の計算は，(4.7), (4.8)により行う．ただし，
y=xn-1 とする． 

( ) 1,2,...,2    , 11

1

−=−=

=

++

+

nih

P

ii
T

iii

iii

xuux

xx  (4.7) 

x Dx= 1  (4.8) 

ハウスホルダー法及び平衡化の詳細は，サブルー
チン HES1, BLNC 参照のこと．固有ベクトルの正規
化は，サブルーチン NRML を用いて行っている． 

なお，詳細については，参考文献 [13] の pp339-
358 を参照すること． 
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B21-25-0201 HEIG2, DHEIG2 

エルミート行列の固有値及び固有ベクトル（ハウス
ホルダー法, バイセクション法, 逆反復法） 
CALL HEIG2 (A, K, N, M, E, EVR, EVI, VW, 

ICON) 
 

(1) 機能 
n 次のエルミート行列 A の固有値を，バイセク

ション法により，大きい方から又は小さい方から m 
個求め，対応する固有ベクトルを逆反復法により求

める．固有ベクトルは， x
2

1= となるように正規化

する． 
1≤m≤n なること．  
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．エルミート行列 A． 

エルミート行列用圧縮モード． 
A(K，N)なる 2 次元配列． 
演算後，内容は保存されない． 

K ············· 入力．配列 A，EVR，EVI の整合寸法
(≥n)． 

N ············· 入力．エルミート行列の次数 n ． 
M ············ 入力．求める固有値の個数 m． 

M=+m のときは大きい方から求める． 
M=- m のときは小さい方から求める. 

E ············· 出力．エルミート行列 A の固有値． 
大きさ m の 1 次元配列． 

EVR，EVI ·········出力．EVR には固有ベクトルの実
数部，EVI には固有ベクトルの虚数部を，
列方向に格納する． 
第 j 番目の固有値 E(J) に対応する固有ベク
トルの，第 l 番目の要素は 
EVR(L, J)+i ⋅ EVI(L, J)と表せる．ただし，

i= −1 である．EVR(K, m)， 
EVI(K, m)なる 2 次元配列．  

VW ········· 作業領域．大きさ 9n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 HEIG2-1 参照． 

表 HEIG2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし  

10000 N=1 であった． E(1)=A(1, 1) EVR(1, 1) 
=1.0 EVI(1.1)=0.0 
とする． 

15000 固有ベクトルのうち求
まらないものがあった. 

その固有ベクトルを 0
ベクトルとする． 

20000 固有ベクトルは全て求
まらなかった. 

固有ベクトル は全て 0
ベクトルとする． 

30000 M=0，N<|M| 又は K<N
であった． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, TEIG2, TRBKH, TRIDH， 

MGSSL, UTEG2 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS, SQRT, ABS, 

AMAX1 
 

b. 注意 
① 本サブルーチンはエルミート行列用であり，一

般複素行列については使用できない． 
② 本サブルーチンは固有値および固有ベクトルを

求める場合に使用し，固有値だけを求める場合
は，サブルーチン TRIDH と BSCT1 を用いるこ
と. 

 
c. 使用例 

n 次のエルミート行列 A の固有値を大きい方か
ら（または小さい方から） m 個，及びそれに対
応する固有ベクトルをそれぞれ求める. 
 n≤100，m≤ 10 の場合. 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),E(10), 
     * EVR(100,10),EVI(100,10),VW(900) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N,M 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,M 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL HEIG2(A,100,N,M,E,EVR,EVI,VW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      MM=IABS(M) 
      CALL HEPRT(E,EVR,EVI,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'///40X,'**ORIGINAL ', 
     * 'MATRIX**',5X,'N=',I3,5X,'M=',I3//) 
  610 FORMAT(/4(4X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E15.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン HEPRT は，エル
ミート行列の固有値及び固有ベクトルを出力す
るサブルーチンである．以下にその内容を示す. 

 
      SUBROUTINE HEPRT(E,EVR,EVI,K,N,M) 
      DIMENSION E(M),EVR(K,M),EVI(K,M) 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 I=1,M 
   10 WRITE(6,610) I,E(I) 
      KAI=(M-1)/3+1 
      LST=0 
      WRITE(6,620) 
      DO 20 I=1,KAI 
      INT=LST+1 
      LST=LST+3 
      IF(LST.GT.M) LST=M 
      WRITE(6,630) (J,J=INT,LST) 
      WRITE(6,640) 
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      DO 20 J=1,N 
   20 WRITE(6,650) J,(EVR(J,L),EVI(J,L), 
     *             L=INT,LST) 
      RETURN 
  600 FORMAT('1'///5X,'**HERMITIAN ', 
     * 'MATRIX**',/// 
     * 5X,'**EIGENVALUES**'/) 
  610 FORMAT(5X,'E(',I3,')=',E20.8) 
  620 FORMAT('0',///5X, 
     * '**EIGENVECTORS**'//) 
  630 FORMAT('0',3X,3(20X,'X(',I3,')', 
     * 14X)) 
  640 FORMAT(//13X,3('REAL PART',10X, 
     * 'IMAG. PART',11X)) 
  650 FORMAT(1X,I3,6E20.8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

n 次のエルミート 行列 A の固有値，固有ベクトル
を次の手順で求める． 
① エルミート 行列 の実対称 3 重対角行列への変

換 
エルミート 行列 A をハウスホルダー法によ
り，エルミート 3 重対角行列 H に変換し， 

H=P*AP (4.1) 

更に対角ユニタリ変換により，実対称 3 重対角
行列 T に変換する． 

T=V*HV (4.2) 

ただし P はユニタリ行列であり，また V は対角
ユニタリ行列である． 

② 実対称 3 重対角行列の固有値，固有ベクトル 
バイセクション法により T の m 個の固有値を求
め，続いて逆反復法により対応する固有ベクト
ル y を求める．逆反復法は， 

( ) ,...2,11 ==− − ryyIT rrµ  (4.3) 

を反復的に解いて固有ベクトル y を求める方法
である．ただし，(4.3)で µ はバイセクション法
により求めた固有値で，y0 は適当な初期ベクト
ルである． 

③ エルミート行列の固有ベクトル 
A の固有ベクトル x は②により求めた固有ベク
トル y から， 

x=PVy (4.4) 

により得られる．(4.4) は (4.1)と (4.2)の逆変換
である． 

①は TRIDH，②は TEIG2，③は TRBKH の各サ
ブルーチンを用いて行う. 

詳細については，参考文献 [12], [13] pp. 259-
269， 及び [17] を参照すること． 
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B21-11-0302  HES1, DHES1 

実行列の実ヘッセンベルグ行列への変換 
(ハウスホルダー法) 
CALL HES1(A, K, N, PV, ICON) 
 

(1) 機能 
n 次の実行列 A を，ハウスホルダー法（直交相似

変換）により実ヘッセンベルグ行列 H へ変換する. 

H=PTAP 

ただし P は変換行列である．n≥1 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．実行列 A． 

出力．実ヘッセンベルグ行列 H 及び変換
行列 P (図 HES1-1 参照)． 
A (K, N)なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 A の整合寸法 (≥n)． 
N ············· 入力．実行列 A の次数 n． 
PV ··········· 出力．変換行列 P (図 HES1-1 参照)． 

大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 HES1-1 参照． 
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[注意] * 部分はヘッセンベルグ行列であり，ほかは変換行列の
ための情報である．×は作業領域． 

図 HES1-1 ハウスホルダー変換後の A と PV  

表 HES1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N=1 又は N=2であった． 変換しない． 
30000 K<N 又は N<1であった． 処理を打ち切る 

 

(3) 使用上の注意 

a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH， MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS， DSQRT， SIGN 

 

b. 注意 
① 出力された配列 A 及び PV は，実行列 A の固有

値固有ベクトルを求めるために必要となる． 
② 固有値の精度は，実ヘッセンベルグ行列化を

行った時点である程度決定される．そのため，
できるだけ精度よく，実ヘッセンベルグ行列を
求めることが必要であり，本サブルーチンでも
若干の考慮が払われている．しかし，固有値に
非常に大きいものと小さいものがあるとき，小
さい方の固有値は，大きい固有値に比べて変換
の影響を受けやすい．したがって，小さい固有
値を精度よく求めることが難しい場合がある．  

 
c. 使用例 

n 次の実行列 を実ヘッセンベルグ行列に変換し
た後，サブルーチン HSQR により固有値を計算
する． n≤100 の場合， 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),PV(100), 
     *          ER(100),EI(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL HES1(A,100,N,PV,ICON) 
      WRITE(6,620) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,610) ((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      CALL HSQR(A,100,N,ER,EI,M,ICON) 
      WRITE(6,640) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,650) (I,ER(I),I,EI(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX' 
     * //11X,'** ORDER =',I5/) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT('0'/11X,'** HESSENBERG ', 
     * 'MATRIX') 
  630 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =', 
     * I5/) 
  640 FORMAT('0'/11X,'** EIGENVALUES') 
  650 FORMAT(5X,'ER(',I3,')=',E14.7, 
     * 5X,'EI(',I3,')=',E14.7) 
      END 

 



HES1 

346 

(4) 手法概要 
n 次の実行列 A の実 ヘッセンベルグ 行列への変

換は，次式で示されるような n-2 回の直交相似変換
により行われる． 

2,...,2,1,1 −==+ nkkk
T

kk PAPA  (4.1) 

ただし A1=A,Pk は変換行列（かつ直交行列）であ
る． 

変換の終了した時点で An-1 は，実ヘッセンベルグ
行列となる． 

第 k 回目の変換は，次の手順により行う． 
( )( )Ak ij
ka= として 

( )( ) ( )( ) ( )( )22
2

2
1 ... k

kn
k

kk
k

kkk aaa +++= ++σ  (4.2) 

( ) ( ) ( ) 





 ±= ++

k
kn

k
kkk

k
kk

T
k aaa ...,,,,0...,,0 22

1

1 σu  (4.3) 

( )
2
1

1 k
k

kkkk ah σσ +±=  (4.4) 

k
T

kkk huuIP −=  (4.5) 

(4.5) の Pk を (4.1) へ適用することによって Ak の 
( )ak k
k
+2 ～ ( )an k

k を消去する． 
実際の変換にあたっては，次のような考慮を払っ

ている． 

① (4.2)～(4.4)の計算におけるアンダフロー，オー
バフローを防ぐために，(4.2) の右辺の各要素
は， 

( )∑
+=

n

ki

k
kia

1
 

でスケーリングしたものを用いる． 
② (4.3)の uk

T を求めるとき， ( )ak k
k

k+ ±1
1 2σ の計算で

桁落ちが生じないようにするため ±σ k
1 2  は，

( )ak k
k
+1 と同符号になる方を採用する．  

③ (4.1)の変換は， Pk を求めて行うかわりに，
(4.1) を (4.6), (4.7)のように展開して Ak+1 を求め
る． 

( ) kk
T

kkkk
T

kk hAuuAAPB −==+1  (4.6) 

( ) T
kkkkkkkk h uuBBPBA 1111 ++++ −==  (4.7) 

また変換行列 Pk. は，実行列 A の固有ベクトルを
求めるときにも必要となる．そのため (4.3) によって
求まる uk の要素を配列 A 及び 1 次元配列 PV に図 
HES1-2 のような形で保存しておく． 
n=2 又は n=1 のときは変換しない． 

なお，詳細については，参考文献 [13] の pp.339-
358 を参照すること． 
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F20-02-0201 HRWIZ, DHRWIZ 

Hurwitz 多項式の判定 
CALL HRWIZ (A, NA, ISW, IFLG, SA, VW, 

ICON) 
 

(1) 機能 
n 次の実係数多項式 

( ) 1
1

21 ...... +
− ++++= nn

nn asasasasP  

が Hurwitz 多項式（すべての零点が複素平面の左半
面，すなわち，Re(s)<0 の領域に存在する多項式）
であるかどうかを判定する．P(s)が Hurwitz 多項式
でない場合はα>α0(≥0)で P(s+α)が Hurwitz 多項式と
なるα0 を探索する． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．P(s)の係数． 

大きさ n+1 の 1 次元配列．A(1)=a1， 
A(2)=a2,…, A(n+1)=an+1 の順に与える． 

NA ·········· 入力．P(s)の次数 n．  
ISW ········ 入力．制御情報． 

ISW=0: P(s)が Hurwitz 多項式か否かの判
定だけを行う．. 

ISW=1: P(s)が Hurwitz 多項式か否かの判
定を行い，かつ Hurwitz 多項式で
ない場合には α0 を探索する． 

上記以外の値を入力すると，ISW は
ISW=1 とみなして処理する． 

IFLG ······· 出力．多項式の判定結果． 
IFLG=0: Hurwitz 多項式である． 
IFLG=1: Hurwitz 多項式でない． 

SA ··········· 出力． α0 の値．P(s)が Hurwitz 多項式の場
合は SA= 0.0 と出力する． 

VW ········· 作業領域．大きさ n+1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 HRWIZ-1 参照． 
 

表 HRWIZ-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 α0 の値が見つからなかっ
た． 

処理を打ち切る． 

30000 NA<1，又は A(1)=0 で
あった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH， MGSSL  
② FORTRAN 基本関数...ABS，ALOG10 

b. 注意 
① 本サブルーチンの機能は，有理関数 

F(s)=Q(s)/P(s)のラプラス逆変換 f(t) を求めるこ
とに関連し，f(t) の大ざっぱな振舞を調べる目
的で利用できる．すなわち，P(s)が Hurwitz 多
項式でないときは，F(s) が Re(s)≥0 の領域に特
異点を持つことになり，その結果，逆変換 f(t)
は t →∞のとき指数関数的に増大する． 
有理関数 F(s)のラプラス逆変換 f(t) を求めるに
は，Re(s)>0 における F(s)の正則性が既知か否
かに応じてサブルーチン LAPS1，又は LAPS2
を使用すればよい．ラプラス逆変換の数値計算
法については，8 章の「ラプラス変換」に述べ
てある． 

 
c. 使用例 

多項式 P(s)=s4-12s3+54s2-108s+81 が， Hurwitz 
多項式であるか否かを判定する． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5),VW(5) 
      NA=4 
      NA1=NA+1 
      A(1)=1.0 
      A(2)=-12.0 
      A(3)=54.0 
      A(4)=-108.0 
      A(5)=81.0 
      ISW=1 
      WRITE(6,600) NA,(I,A(I),I=1,NA1) 
      CALL HRWIZ(A,NA,ISW,IFLG,SA,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0)STOP 
      WRITE(6,620)ISW,IFLG,SA 
      STOP 
  600 FORMAT(//24X,'NA=',I3// 
     *(20X,'A(',I3,')=',E15.8/)) 
  610 FORMAT(/24X,'ICON=',I6) 
  620 FORMAT(/24X,'ISW=',I2,5X, 
     *'IFLG=',I2,5X,'SA=',E15.8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

Hurwitz 多項式の判定法については「8.6 ラプラス
変換」で述べてあるので，そこを参照すること． 
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B21-11-0402  HSQR, DHSQR 

実ヘッセンベルグ行列の固有値 (2 段 QR 法) 
CALL HSQR (A, K, N, ER, EI, M, ICON) 
 

(1) 機能 
n 次の実ヘッセンベルグ行列 A の固有値を，2 段 

QR 法により求める．ただし n≥1 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．実ヘッセンベルグ行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
A(K，N)なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 A の整合寸法 (≥ n)． 
N ············· 入力．実ヘッセンベルグ行列 A の次数 n． 
ER, EI ····· 出力．固有値． J 番目の固有値は，

ER(J)+i･EI(J) (J=1，2， ...，M)である． 
ただし i = − 1  
大きさ n の 1 次元配列． 

M ············ 出力．求まった固有値の個数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 HSQR-1 参照． 
 

表 HSQR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N=1 であった． ER(1)=A(1, 1) ，

EI(1)=0.0 とする． 
15000 固有値のすべてを求めつ

くすことはできなかっ
た． 

M に求まった固有
値の個数をセット
する． 
1≤M<N. 

20000 固有値が，一つも求まら
なかった． 

M = 0 とする． 

30000 K<N 又は N <1 であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSLII...AMACH，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数...ABS，SQRT，SIGN 

 
b. 注意 
① 通常，サブルーチン HES1 を実行した後，本サ

ブルーチンによって固有値.を求める． 
② 固有ベクトルをも必要とする場合は，本サブ

ルーチンを呼び出す前に，配列 A の内容を他の
領域へ移しておくこと． 

c. 使用例 
n 次の実行列を，サブルーチン HES1 によって
実ヘッセンベルグ行列ヘ変換した後，固有値を
計算する． n≤100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),PV(100), 
     *          ER(100),EI(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL HES1(A,100,N,PV,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      CALL HSQR(A,100,N,ER,EI,M,ICON) 
      WRITE(6,630) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) (I,ER(I),I,EI(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX' 
     * //11X,'** ORDER =',I5/) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =', 
     * I5/) 
  630 FORMAT('0'/11X,'** EIGENVALUES') 
  640 FORMAT(5X,'ER(',I3,')=',E14.7, 
     * 5X,'EI(',I3,')=',E14.7) 
      END 

 
(4) 手法概要 

QR 法は，ヘッセンベルグ行列 A に，(4.1) の直交
相似変換を逐次施すことによって，A の下副対角要
素を零に収束させ，そのときの主対角要素を固有値
とする方法である． 

As+1=Qs
TAsQs (4.1) 

ここで Qs は，(4.2) により As を QR 分解したとき
に，一意的に定まる直交行列であり，Rs は主対角要
素が正の実数である上三角行列である． 

As=QsRs (4.2) 

この(4.2)によって定まる Qs を (4.1) に適用するこ
とによって，A 下副対角要素は徐々に零に収束す
る． 

QR 法では通常収束を速めるため，As の代りに原
点移動を行った (As-ksI) に対して QR 分解を行い，そ
して直交相似変換を行う．ここで ks は原点移動量で
ある．しかしながら実行列の場合の固有値は，一般
に実数と複素数とが混在するので ks も複素数を選ぶ
必要があり，複素行列の演算となる．そこで実行列
の演算だけで行える 2 段 QR 法を利用する．これに
よると (4.1), (4.2) はそれぞれ (4.3), (4.4)のようにな
る． 
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( ) ( )A Q Q A Q Qs s s

T

s s s+ + +=2 1 1  (4.3) 

( )( ) ( )( )A A Q Q R Rs s s s s s s sk I k I− − =+ + +1 1 1  (4.4) 

すなわち ks と ks+1 が複素共役なら (4.4) の左辺
は，常に実行列として扱えることを示している．直
交行列の積は，やはり直交行列となるから，(4.3)を
行うにあったっては， 

1211 ...... −+ == nss PPPQQQ  (4.5) 

として(4.6)の形で行う． 

1211212 ...... −−+ = ns
TTT

ns PPPAPPPA  (4.6) 

ここで Pl は (4.4) において QR 分解を行うとき，
Rs+1Rs，の第 1 列の要素を定める変換行列である．ま
た Pi(i=2, 3, ..., n-1)は，(4.6) において Pl As Pl を As+2

へ変換するために，ハウスホルダー法を適用すると
き定まる一連の変換行列である． 

以下に 2 段 QR 法の手順を示す． 
① As の下副対角要素 a(s)

nn-1，…,a21
(s)に，零と見な

せる要素があるか，(4.7)により調べる． 

( ) ( ) ( )( )
2...,,1,

,111

−=

+≤ −−−

nnl

aaua s
ll

s
ll

s
ll  (4.7) 

ただし u は丸め誤差の範囲である． 
(4.7)を満足したとき， ( )a l l

s
−1 を零と見なす．満足

しないときは，②へ進む． 
(a) もし ( )s

nnanl ,であれば= を固有値とし， n を

n-1 と行列の次数を減らし，①へ戻る． 
もし n=0 となれば処理終了． 

(b) もし l=n-1 であれば，右下すみの（2 × 2）
の小行列より二つの固有値を求め，n を n-
2 と行列の次数を減らし①へ戻る． 
もし n=0 となれば処理終了． 

(c) 2≤ l <n-1 のときは， 
図 HSOR-1 のように行列を分解する． 
そして D を As とし，②へ進む． 

l

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗























ε
→ B C

D0






 

[注意]: ε は零と見なした要素. 
図  HSQR-1 ヘッセンベルグ行列の直和分解 

② As の右下すみの (2×2) の小行列の二つの固有値
を移動量とし，それぞれks, ks+1 とする． 

③ (4.4) の左辺 ( )( )A I A Is s s sk k− − +1  の第 1 列を求

める. As はヘッセンベルグ行列であるからその
第 1 列目 m1 は， 

m1=(x1，y1，z1，0，，0)T (4.8) 

となる 
ただし， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )










=

−−+=

+++−=

+

++

ss
ss

sss

ss
ssss

ss

aaz
kkaaay

aakkkkaax

21321

12211211

21121111
2

111
 (4.9) 

である． 
④ P1を求める．Rs+1Rsの第1列を 

( )T0...,,0,11 σ=r  (4.10) 
2

1
2

1
2

11 zyx ++±=σ  (4.11) 

とすると，次のように定めることができる． 
T

111 2 wwIP −=  (4.12) 

( )
211111

,
rmrmw −−=

ただし  (4.13) 

ここでσ1 の符号は，x1 と異符号を選び桁落ち
を防ぐ． 

⑤ P1
TAsP1 を行う．P1

TAsP1 の形は，図 HSQR-2 の
ようになる． 

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗























 

図  HSQR-2 P1
TAsP1の形 

⑥ P1
TAsP1 をハウスホルダー法によって，ヘッセ

ンベルグ行列に変換し，①へ戻る．（ハウスホ
ルダー法については，サブルーチン HES1 の手
法概要参照のこと．） 
この手順を何回か行うことによって，右下すみ
の下副対角要素は徐々に零に収束する．した
がって，①の (a), (b) によって固有値が決ま
る．ただし連続 30 回行っても，①の (a), (b) に
よって固有値が求まらない場合，ICON=15000
若しくは，20000 とする． 

 
なお，詳細については，参考文献 [12], [13] の 

PP.359-371 及び [16] の PP.177-206 を参照すること． 
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B21-11-0502  HVEC, DHVEC  

実ヘッセンベルグ行列の固有ベクトル固有ベク
トル(逆反復法) 
CALL HVEC (A, K, N, ER, EI, IND, M, EV, MK, 

AW, ICON)  
 

(1) 機能 
n 次の実ヘッセンベルグ行列 A の指定された固有

値 µ に対応する固有ベクトル x を，逆反復法により
求める．固有ベクトルの正規化は行わない． 

n≥1 なること． 
 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．実ヘッセンベルグ行列 A. 

A(K，N)なる 2 次元配列．  
K ············· 入力．配列 A，EV 及び AW の整合寸法

(≥n)  
N ············· 入力．実ヘッセンベルグ行列 A の次数 n . 
ER, EI ····· 入力．固有値 µ． 

固有値 µ を実部と虚部とに分け，それぞれ
ER 及び EI に格納しておくこと． 
すなわち，第 j 番目の固有値 µj は， 

µj=ER(j)+i⋅EI(j) 

であらわせる（ただし i =√-1）． 
µj が複素数(EI(j)≠0)のときは，図 HVEC-1
のようにµj+1 と共役複素数の対になってい
なければならない． 
大きさ M の 1 次元配列． 

IND ········· 入力．固有ベクトルの要不要の指定． 
µj に対応する固有ベクトルを要求するとき
IND(J)=1 とし，不要のときは IND(J)=0 と
する．ただし，µj とµj+1 が複素共役関係に
あるとき，IND(J+1)=1 としても 0 と見な
される． 
（使用上の注意①参照） 
大きさ M の 1 次元配列． 

M ············ 入力．配列 ER, EI に格納されている固有
値の総数（≤n）． 

EV ·········· 出力．固有ベクトル x． 
固有ベクトルを列方向に格納する．実固有
値に対応する実固有ベクトルは，EV の 1
列に，複素固有値に対応する複素固有ベク
トルは，実部と虚部とに分けて 2 列に格納
する． 
使用上の注意②参照のこと． 
EV(K，MK)なる 2 次元配列． 

 
ただし，固有値 µjはµ j =αj+iβjとする． 

図 HVEC-1 固有値 の格納法 
 

MK ········· 入力．配列 EV の列数． 
使用上の注意参照のこと． 

AW ········· 作業領域. 
AW(K，N+4)なる 2 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 HVEC-1 参照． 

 
表 HVEC-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N=1 であった． EV(1, 1)=1.0 とす

る． 
15000 ある固有値に対応する固有ベ

クトルが求まらなかった． 
求まらなかった
固有ベクトルの
IND の情報は消
去される． 

16000 配列 EV の列数が，要求され
たすべての固有ベクトルを格
納するには小さすぎた． 

配列 EV に格納
できるだけ計算
する．計算され
なかったものの
IND の情報は消
去される． 

20000 すべての固有ベクトルが求ま
らなかった． 

IND の情報はす
べて消去され
る． 

30000 M<1，N<M 又は K<N であっ
た． 

処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意  
a. 使用する副プログラム 
① SSL II...AMACH, MGSSL.  
② FORTRAN 基本関数...ABS, SQRT, SIGN  

 
b. 注意  
① パラメタ IND と固有ベクトルの格納法． 

図 HVEC-2 の配列 ER，EI のように，固有値が
与えられたとき，同図のように IND を与える
と，µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, µ6, 及び µ8 に対応する固有ベ
クトルが計算され，同図の EV のように格納さ
れる． µ3 及び µ7 に対応する固有ベクトルは計
算されず IND(3)=0，IND (7)=0 とされる．な
お，µ2 及び µ6 は複素固有値であるので，
IND(2)=-1，IND(6) =-1 と変更される． 
また図 HVEC-3 のように IND を与えると，固有
ベクトルは同図の EV のように第 1 列から順に
格納される．このとき，固有値の並びと対応し
た列には格納されないので注意すること． 
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図 HVEC-2 INDの情報と固有ベクトルの格納のされ方(例 1)  

 
図 HVEC-3  IND の情報と固有ベクトルの格納のされ方 (例 2)  

固有ベクトルは，①で述べたように格納される
ので,パラメタ MK は，この点を考慮して固有
ベクトルの格納のために必要な列数を指定すれ
ばよい．ただし，もし固有ベクトルの格納に必
要な列数が，MK で指定した列数より大きいと
きは，  
MK で指定した列数までは計算して格納される
が，越える部分の指定は無視される．この場
合，ICON は 16000 となる． 

 
② 本サブルーチンで用いる固有値は，サブルーチ

ン HSQR を用いて求めることができる． 

サブルーチン HSQR により固有値を求めたとき
は，HSQR のパラメタ ER, EI, M が，そのまま
本サブルーチンのパラメタとして使用できる． 

③ 本サブルーチンは実ヘッセンベルグ行列の固有
ベクトルを求めるためのものである． 
実行列の固有ベクトルを部分的に求める場合
は， 
(a) まず，サブルーチン HES1 により実ヘッセ

ンベルグ行列に変換し， 
(b) 次にサブルーチン HSQR により固有値を求

め， 
(c) 本サブルーチンにより固有ベクトルを求

め， 
(d) 最後にサブルーチン HBK1 により実行列の

固有ベクトルへ逆変換すること． 
なお，実行列の固有値固有ベクトルをすべ
て求めるときは，サブルーチン EIG1 を用
いた方がよい． 

④ 本サブルーチンは，④に示した手順で実行列の
固有ベクトルを部分的に求める場合に用いるこ
とを前提としている．したがって，固有ベクト
ルの正規化は行わない．実ヘッセンベルグ行列
の固有ベクトルを求めるときは，必要に応じて
サブルーチン NRML により正規化すること． 

⑤ サブルーチン HBK1 や NRML を使用するとき
は，本サブルーチンのパラメタ IND, M, EV は
そのまま HBK1 や NRML の入力パラメタとし
て使用できる． 

c. 使用例  
n 次の実行列の固有値を HES1 と HSQR の各サ
ブルーチンにより求め，固有ベクトルを本サブ
ルーチンと HBK1 により求める． 
n≤100 の場合， 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),AW(100,104), 
     *          ER(100),EI(100),IND(100), 
     *          EV(100,100),PV(100) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510)((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL HES1(A,100,N,PV,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      MP=N 
      DO 35 II=1,N 
      I=1+N-II 
      DO 30 J=1,MP 
   30 AW(J,I)=A(J,I) 
   35 MP=I 
      CALL HSQR(AW,100,N,ER,EI,M,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      DO 40 I=1,M 
   40 IND(I)=1 
      CALL HVEC(A,100,N,ER,EI,IND,M,EV, 
     *     100,AW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
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      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL HBK1(EV,100,N,IND,M,A,PV,0.0, 
     *     ICON) 
      CALL EPRT(ER,EI,EV,IND,100,N,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX',5X, 
     * 'N=',I3) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン ERPT は，実行列の
固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチ
ンである．その詳細については，サブルーチン 
EIG1 の使用例参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

n 次の実 ヘッセンベルグ 行列 A の固有値λに対
応する固有ベクトル x を逆反復法により求める． 

逆反復法は，行列 A とその固有値λj の近似解 µj 
が与えられたとき， 

( ) ,...3,2,1,1 ==− − rx rrj xIA µ  (4.1)  

（ここに， r は反復回数， xr は第 r 回目の
反復で得られるベクトル） 

を適当な初期ベクトル x0 を与えて，反復的に解いて
ゆき，収束条件を満たしたときの xr を固有ベクトル
として採用する方法である． 

いま，n 次の行列 A の固有値をλi (i=1，2，...，
n)，λi に対応する固有ベクトルを ui とする． 

適当な初期ベクトル x0 は，行列 A の固有ベクト
ル ui の１次結合， 

∑
=

=
n

i
ii

1
0 ux α  (4.2) 

で表せるから，xr は，すべての固有値λi が異なるも
のとすれば， 

( ) [
( ) ( ) ]r

jj
r

jj

n

ji
i

ii

ii
r

jjr

µλµλα

αµλ

−−+

−=

∑
≠
=1

1

u

ux

 (4.3) 

と書ける．ここに 1/(λj-µj)r は定数であるから，ここ
では省略して次のように書く． 

( ) ( )rjj

n

ji
i

r
jjiiiir µλµλαα −−+= ∑

≠
=1

uux  (4.4) 

一般に ( ) ( )λ λj j j ju u− − << 10. ，とみなせるか

ら， (4.4) は， αj≠0 であれば， r が大きくなる程， 
xr はαj uj に接近することを示している． 

(4.1) の連立方程式は，(A-µjI) を単位下三角行列 L 
と上三角行列 U とに分解し， 

1−= rr PxLUx  (4.5) 
（P は，軸交換のための置換行列であ
る．） 

として解く．(4.5) を解くことは， 

)(11 前進代入−− = rr PxLy  (4.6)  
)(1 後退代入−= rr yUx  (4.7)  

なる二つの連立方程式を解くことに帰着する． 
初期ベクトル x0 はどのように与えてもよいから， 

0
1

0 PxLy −=  (4.8)  

なる，y0 が特定の形，例えば，y0=(1，1，1，...，1)T

となるように x0 が与えられたとしてよい．したがっ
て，第 1 回目には，(4.6) の前進代入は省略できる．
一般には，2 回目以降は前進代入と後退代入をくり
返すことにより固有ベクトルを求めることができ
る． 

本サブルーチンでは，逆反復法を適用するにあた
り，次のようにしている． 
① 初期ベクトルの選定 

初期ベクトル y0 としては，  

  ( )TEPS1EPS1,...,EPS1,0 =y  (4.10)  

を用いている．ここに EPS1 は 
EPS1 = u A

∞
 (4.11)  

である．ただし u は丸め誤差の単位である． 
② 収束判定の方法 

後退代入の終了したとき，固有ベクトルが求
まったか否かを，  

nr 1.01 ≥x  (4.12)  

により判定している．すなわち，(4.12) を満足
すれば，xr を固有ベクトルとして採用する． 
(4.12) が満足されなかったときは，初期ベクト
ルが適切でないと考えられるので，初期ベクト
ルを交換して再び後退代入を行う． 

③ 固有値が重根又は近接根を持つ場合の対策 
いま，固有ベクトルを求めようとする固有値 µj 
が，すでに固有ベクトルの計算を終了した固有
値µi との間で，  

( )1...,,2,1EPS1 −=≤− jiij µµ  (4.13)  

を満足すれば，反復回数を増しても正しい固有
ベクトルは得られない． 
いま，λj=λi であれば，(4.4) より，  
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( ) ( )
( )jik

jk

n

k
jjkkiijj

,       
1

1

≠

−−++= ∑
=

µλµλααα uuux

 (4.14)  

となることが分かる．このとき，x1 が uj の定数
倍となるためには，｜αj｜≫｜αi｜でなければ
ならない．したがって，同一の初期ベクトルを
用いる限り，µj と  µi とに対応して計算された
固有ベクトル x1

(j), x1
(i) は，ほぼ同じベクトルに

なる． 
そこで本サブルーチンでは，このような場合に
は， µj を EPS1 ずつ修正して，  

 

( )1...,,2,1EPS1~ −=>− jiij µµ  (4.15)  

となるような jµ~ を用いて固有ベクトルを計算

している． 
 
なお，詳細については，参考文献 [12] 及び [13] 

PP.418-439 を参照すること． 
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E51-30-0401  ICHEB, DICHEB 

チェビシェフ級数の不定積分 
CALL ICHEB(A,B,C,N,ICON) 

 
(1) 機能 

区間 [a,b] で定義された n 項のチェビシェフ級数 

( ) ( )∑
−

=








−
+−

=
1

1

2n

k
kk ab

abxTc'xf  (1.1) 

が与えられたとき，その不定積分をチェビシェフ級
数 

( ) ( )
∫ ∑

=








−
+−

=
n

k
kk ab

abxTc'dxxf
0

2  (1.2) 

で表現し，その係数 { ck } を求める．ここで，任意

定数 c0  は便宜上 0 とする．また，Σ' は初項を 1/2 
倍して和をとることを意味する． 

ただし， a≠b , n≥1 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ·········· 入力．チェビシェフ級数の定義域の下限 a .  
B ·········· 入力．チェビシェフ級数の定義域の上限 b . 
C ·········· 入力．係数 {ck}.  

C(1)=c0,C(2)=c1,...,C(N)=cn-1 のように格納す
る． 
出力．不定積分の係数 { kc }. 
C(1)=0.0, C(2)= 1c ,...,C(N+1)= nc  のように格

納される． 
大きさ N+1 の 1次元配列． 

N ·········· 入力．項数 n. 
出力．不定積分の項数 n+1. 

ICON ··· 出力．コンディションコード 
表 ICHEB-1 参照． 

 
表 ICHEB-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 次のいずれかであった．  
① N<1 
② A=B 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意  
a. 使用する副プログラム 
① SSL II.....MGSSL 
② FORTRAN 基本関数...FLOAT  
 
b. 注意 
① 任意の関数の不定積分を求める場合，チェビシ

ェフ級数展開するサブルーチン FCHEB と，本
サブルーチンを順次呼び出せばよい． 

更に，区間内の任意の点 ν∈[a,b] に対する積分
値を求める場合は，チェビシェフ級数の求和の
サブルーチン ECHEB を続けて呼び出せばよ
い．（使用例参照）． 

② 積分の任意定数 c0  の決定法 
本サブルーチンでは，任意定数 c0  を便宜上 0 
として出力する．そこで，区間内の任意の点 
ν∈[a,b] における不定積分が値 yv をとるように
定数を定める場合，チェビシェフ級数の求和の
サブルーチン ECHEB を併用して次のように計
算する． 

 
… 

CALL ICHEB(A,B,C,N,ICON) 
CALL ECHEB(A,B,C,N,V,Y,ICON) 
C(1)=(YV-Y)*2.0  

… 
 

ここで，C(1) が 0c , V が v , YV が yv に対応す

る． 
チェビシェフ級数に展開された関数 f(x) につい
て，積分区間の上限を変えながら定積分 

( ) [ ] mibaxdttf i

x

a

i ,...,2,1,,, =∈∫  (3.1) 

を求める場合，端点 a における不定積分の値
が，0 となるように任意定数 c0 の値を決定し，

以後 m 回チェビシェフ級数の求和を行えばよ
い． 
（使用例参照）． 

③ 不定積分の誤差は，末尾 2 項の係数の絶対値和
で推定できる． 

 
c. 使用例 

関数  

( ) [ ]10 , 
10014

1~
0 2

,x
t

dtxf
x

∈
+

+= ∫  (3.2) 

の値を，x=0 から 0.05 刻みで求める． 
まず，被積分関数を，サブルーチン FCHEB に
よ り 級 数 展 開 す る （ 要 求 精 度 ： 絶 対 誤 差  
5⋅10-5）．その後，本サブルーチンにより不定積
分を求める．積分の定数は，x = 0 で不定積分の
値が 1/4 となるように定める． 
各刻みごとの関数値は，サブルーチン ECHEB 
により求め，真値 

( ) xxf 10tan
10
1

4
1 1−+=  (3.3) 

に対する誤差も計算する． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION C(258),TAB(255) 
      EXTERNAL FUN 
      EPSA=5.0E-5 
      EPSR=5.0E-5 
      NMIN=9 
      NMAX=257 
      A=0.0 
      B=1.0 
      CALL FCHEB(A,B,FUN,EPSA,EPSR,NMIN, 
     *           NMAX,C,N,ERR,TAB,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,600) N,ERR,ICON 
      WRITE(6,601) (C(K),K=1,N) 
      CALL ICHEB(A,B,C,N,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      WRITE(6,602) 
      WRITE(6,601) (C(K),K=1,N) 
      CALL ECHEB(A,B,C,N,A,F,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      C(1)=(0.25-F)*2.0 
      WRITE(6,603) 
      H=0.05 
      X=A 
   10 CALL ECHEB(A,B,C,N,X,Y,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 20 
      ERROR=G(X)-Y 
      WRITE(6,604) X,Y,ERROR 
      X=X+H 
      IF(X.LE.B) GO TO 10 
      STOP 
   20 WRITE(6,604) ICON 
      STOP 
  600 FORMAT('0',3X,'EXPANSION OF', 
     * ' FUNCTION FUN(X)',3X,'N=',I4,3X, 
     * 'ERROR=',E13.3,3X,'ICON=',I6) 
  601 FORMAT(/(5E15.5)) 
  602 FORMAT('0',5X,'INTEGRATION OF', 
     * ' CHEBYSHEV SERIES') 
  603 FORMAT('0',10X,'X',7X, 
     * 'INTEGRATION ',6X,'ERROR'/) 
  604 FORMAT(1X,3E15.5) 
  605 FORMAT('0',5X,'CONDITION CODE',I8) 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      FUN=1.0/(1.0+100.0*X*X) 
      RETURN 
      END 
      FUNCTION G(X) 
      G=0.25+ATAN(10.0*X)/10.0 
      RETURN 
      END 

 

(4) 手法概要 
区間 [a,b] で定義された n 項のチェビシェフ級数

を項別積分し，再びそれをチェビシェフ級数で表現
する． 

すなわち， 

( ) ( )∑∫∑
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 (4.1) 

とする．いま，  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2, 
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 (4.2) 

ここで，積分定数は省略している．  

また，
( )y

x b a
b a

=
− +
−

2
． 

なる関係を (4.1) の左辺に代入し，Tk (y) に関して
整理すると，係数 {ck} と { kc } の間には次の関係が

成り立つ． 

( )

1,,.........2,1

,
4

4

0

11

1

1

−−=

+
−

=

−
=

=

+−

−

+

nnk

cc
k
abc

c
n
abc

c

kkk

nn

n

 (4.3) 

本サブルーチンでは，チェビシェフ多項式の積分

公式 (4.3) により，{ kc } を求めている．なお，任意

定数 0c は便宜上 0 としている． 
n 項の級数の不定積分を求めるに，必要な乗算，

除算回数は，それぞれ，約 n 回である． 
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I11-71-0301  IERF, DIERF 

逆誤差関数 erf-1(x)  
CALL IERF (X,F,ICON) 

 
(1) 機能 

誤差関数 ( )erf x e dttx
= −∫

2 2

0π
の逆関数 erf-1(x) の値

を，多項式及び有理関数の最良近似式を用いて計算

する．だたし x <1 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．独立変数 x.  
F ·············· 出力．関数値 erf -1(x).  
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 IERF-1 参照． 
 

表 IERF-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 |x|≥1 であった． F = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II...IERFC,MGSSL 
② FORTRAN 基本関数...ABS,SQRT,ALOG 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は X <1 であること． 

この範囲がこの関数の定義領域である．  
② erf-1(x)=erfc-1(1-x) という関係を利用すれば，逆

誤差関数の値をサブルーチン IERFC を用いて

計算することもできるが， x ≤0.8 の範囲の x 
については本サブルーチン IERF を用いる方
が，値が正確で計算時間も短い． 

c. 使用例 
erf-1(x) の値を，0 から 0.99 までの 0.01 刻みの x 
の値に対して計算し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      X=FLOAT(K-1)/100.0 
      CALL IERF(X,F,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0)WRITE(6,610)X,F 
      IF(ICON.NE.0)WRITE(6,620)X,F,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF INVERSE ', 
     * 'ERROR FUNCTION'///6X,'X',7X, 
     * 'IERF(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'IERF=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 
      END 

 
(4) 手法概要 

逆誤差関数 erf-1(x) の計算には， x ≤ 0.8 である

か，そうでないかに応じて異なる近似式を用いる． 
a. x ≤0.8 の場合 

erf-1(x) の x=0 を中心とするテーラー級数展開
（参考文献 [87] 参照）に基づく相対誤差の意味
での最良有理近似式を用いる． 

単精度： ( )

( )( )2

4

0
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8.0/1
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tbtaxx
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k
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k
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⋅= ∑∑
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−
 (4.1)  

理論精度  9.2 桁 
 

倍精度： ( )

( )( )2

8

0

7

0

1

8.0/1

/erf

xt

tbtaxx
k

k
k

k

k
k

−=

⋅= ∑∑
==

−
 (4.2)  

理論精度  18.8 桁 
 

b. x >0.8 の場合 
erf-1(x)= erfc-1(1-x) の関係を利用して，サブルー
チン IERFC を引用することにより計算する．
詳細については，IERFC の項を参照のこと． 
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I11-71-0401  IERFC,DIERFC  

逆余誤差関数 erfc-1(x) 
CALL IERFC(X,F,ICON) 

 
(1) 機能 

余誤差関数 ( ) dtex
x

t∫
∞

−=
22 erfc

π
 の逆関数 

erfc-1(x) の値を，多項式及び有理関数の最良近似
式を用いて計算する．ただし，0<x<2 であること． 

 
(2) パラメタ 
X ·········· 入力．独立変数 x.  
F ·········· 出力．関数値 erfc-1(x).  
ICON ··· 出力．コンディションコード． 

表 IERFC-1 参照．  
 

表 IERFC-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
30000 X≤0 又は X≥2 であった． F = 0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II...IERF,MGSSL  
② FORTRAN 基本関数...ABS, SQRT, ALOG  
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 0<X<2 であること． 

この範囲がこの関数の定義領域である． 
② erfc-1(x)=erf-1(1-x) という関係を利用すれば，逆

余誤差関数の値をサブルーチン IERF を用いて
計算することもできるが，0<x<0.2 の範囲の x 
については本サブルーチン IERFC を用いる方
が，値が正確で計算時間も短い． 

 
c. 使用例 

erfc-1(x) の値を，0.01 から 1.00 までの 0.01 刻み
の x の値に対して計算し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,100 
      X=FLOAT(K)/100.0 
      CALL IERFC(X,F,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,F 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,F,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF INVERSE', 
     * ' COMPLEMENTARY ERROR FUNCTION', 
     * ///6X,'X',6X,'IERFC(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'IERFC=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 
      END 

 

(4) 手法概要 
逆余誤差関数  erfc-1(x) の計算には，0<x<0.2 又

は，1.8<x<2 である場合とそうでない場合に応じて
異なる近似式を用いる．  
a. 0<x<0.2 又は 1.8<x<2 の場合 

( )( )β = − −log x x2  に対して ( ) ( )erfc− = ⋅1 x Rβ β  とお

き，補助関数 R(β) を，Strecok （参考文献 [87] 参
照）の理論に基づく相対誤差の意味での最良近似式
を用いて計算する． 

(a) 0<x<5.10-16 又は (2-5⋅10-16)<x<2の場合 

t = dc +β/  として， 

単精度： ( ) ∑
=

− ⋅=
7

0

1erfc
k

k
k tax β  (4.1) 

理論精度  9.7 桁 
ただし c=-4.5999961 
       d=1.8974954 

倍精度： ( ) ∑
=

− ⋅=
16

0

1erfc
k

k
k tax β  (4.2) 

理論精度  18.9 桁 
ただし c = -4.59999617941507552 

d = 1.89749541006229975  
 

(b) 5.10-16≤x<2.5･10-3 又は 
2-2.5･10-3<x≤2-5･10-16 の場合 
t=c･β+d として， 

単精度： ( ) ∑∑
==

− ⋅=
4

0

4

0

1 /erfc
k

k
k

k

k
k tbtax β  (4.3) 

理論精度  8.4 桁 
ただし c = 0.27972881 
       d = -0.64395786  

倍精度： ( ) ∑∑
==

− ⋅=
11

0

11

0

1 /erfc
k

k
k

k

k
k tbtax β  (4.4) 

理論精度  18.7 桁  
ただしc = 0.279728815664916161 
      d= -0.643957858131678820  
 

(c) 2.5 10-3≤x<0.2 又は 1.8<x≤1.9975 の場合 
t=c･B+d として 

単精度： ( ) ∑
=

− ⋅=
7

0

1erfc
k

k
k tax β  (4.5) 

理論精度  8.9 桁 
ただし c = -0.77440652  
       d = 1.7827451  

倍精度： ( ) ∑
=

− ⋅=
20

0

1erfc
k

k
k tax β  (4.6) 

理論精度  18.5 桁 
ただし c=-0.774406521186630830 

           d=1.78274506157390808  
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b. 0.2≤x≤1.8 の場合 
erfc-1(x) = erf-1(1-x) の関係を利用して，サブルー
チン IERF を引用することにより計算する．詳
細については，IERF の項を参照のこと． 
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I11-61-0101 IGAM1, DIGAM1 

第1種不完全ガンマ関数 γ (v,x) 
CALL IGAM1(V,X,F,ICON) 

 
(1) 機能 

第1種不完全ガンマ関数 γ (v,x) の値 

( ) dttex
x

t∫ −−=
0

1, ννγ  

を級数展開，漸近展開及び数値積分により求める．
ただし，v>0 , x≥0 であること． 

 
(2) パラメタ 
V ·········· 入力．独立変数 v.  
X ·········· 入力．独立変数 x.  
F ·········· 出力．関数値 γ (v,x).  
ICON ··· 出力．コンディションコード． 

表 IGAM1-1 参照． 
 

表 IGAM1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
30000 V≤0 又は X<0 であった． F=0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AFMAX, AMACH, EXPI, IGAM2, 

MGSSL, ULMAX  
② FORTRAN 基本関数...FLOAT, EXP, GAMMA 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲が，X≥23.0 （単精度），X≥46.0 

（倍精度）であれば，γ (v,x) ≈ Γ(v) となるの
で，FORTRAN 基本関数の完全ガンマ関数 
GAMMA(v) を利用した方がよい．  

 
c. 使用例 

γ (v,x) の値を v,x=a+b, a=0,1,2, b=0.1,0.2,0.3 に対
して求める． 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 20 IV=1,9 
      V=FLOAT(IV+7*((IV-1)/3))/10.0 
      DO 10 IX=1,9 
      X=FLOAT(IX+7*((IX-1)/3))/10.0 
      CALL IGAM1(V,X,F,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) V,X,F 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) V,X,F, 
     *                           ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF', 
     * ' INCOMPLETE GAMMA FUNCTION' 
     * //5X,'V',9X,'X',10X,'FUNC'/) 
  610 FORMAT(' ',2F10.5,E17.7) 
  620 FORMAT(/' ','** ERROR **',5X,'V=', 
     * F10.5,5X,'X=',F10.5,5X,'IGAM1=', 
     * E17.7,5X,'CONDITION=',I10/) 
      END 

 
(4) 手法概要 

計算式は x1=3.5（倍精度では，x1=5.5）を境にし
て異なる． 

 
a. x≤2(v+1) 又は x<x1 の場合，次の級数展開によ

る． 

( ) ( )( ) ν
ννν

νγ ν /...
211

1,
2









+
++

+
+

+= − xxexx x  (4.1) 

級数は，初項からの累和に対して，その項が影
響しなくなるまで計算する． 

 
b. x>2(v+1) かつ x≥x1 の場合， 

( ) ( ) ( )γ ν ν ν, ,x x= −Γ Γ  (4.2) 

を用い，Γ(v) は FORTRAN 基本関数 GAMMA, 
Γ(v,x) はサブルーチン IGAM2 を用いて計算す
る． 

 
なお，詳細については，参考文献 [85] pp.14-16 を

参照のこと． 
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I11-61-0201  IGAM2, DIGAM2 

第2種不完全ガンマ関数 Γ(v,x)  
CALL IGAM2(V,X,F,ICON) 

 
(1)  機能 

第2種不完全ガンマ関数 Γ(v,x) の値 

( ) ( ) dttxeedttex tx

x

t ∫∫
∞ −−−∞ −− +==

0

11, νννΓ  

を級数展開，漸近展開及び数値積分により求める．
ただし，v≥0, x≥0 (v=0 のとき x≠0) であること． 

 
(2) パラメタ 
V ·········· 入力．独立変数v.  
X ·········· 入力．独立変数 x.  
F ··········· 出力．関数値 Γ(v.x).  
ICON ··· 出力．コンディションコード． 

表 IGAM2-1 参照． 
 

表 IGAM2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
20000 xv-1e-x>flmax であった． F=flmax とする． 
30000 V<0 またはX<0, 

V=0 かつ x=0 であった． 
F=0.0 とする． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AFMAX, AMACH, EXPI, MGSSL, 

ULMAX  
② FORTRAN 基本関数...FLOAT, EXP, GAMMA, 

ATAN  
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲が X≥log(flmax) となると Γ(v,x) は

アンダフローするほど小さくなる． 
② xv-1e-x > flmax は x>1 で，v が非常に大きいとき

で，そのとき Γ(v,x) はオーバフローする．  
 
c. 使用例 

Γ(v,x) の値をv,x=a+b, a=0,1,2 ,b=0.1,0.2,0.3 に対
して求める． 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 20 IV=1,9 
      V=FLOAT(IV+7*((IV-1)/3))/10.0 
      DO 10 IX=1,9 
      X=FLOAT(IX+7*((IX-1)/3))/10.0 
      CALL IGAM2(V,X,F,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) V,X,F 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) V,X,F, 
     *                           ICON 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF', 
     * ' INCOMPLETE GAMMA FUNCTION' 

     * //5X,'V',9X,'X',10X,'FUNC'/) 
  610 FORMAT(' ',2F10.5,E17.7) 
  620 FORMAT(/' ','** ERROR **',5X,'V=', 
     * F10.5,5X,'X=',F10.5,5X,'IGAM2=', 
     * E17.7,5X,'CONDITION=',I10/) 
      END 
 
(4) 手法概要 

v=0, x>0 のときΓ(v,x) は本質的に指数積分となる
ので，サブルーチン EXPI を利用して計算する．ま
た，v>0, x=0 のときは Γ(v,x) は v についての完全ガ
ンマ関数となるので FORTRAN 基本関数 GAMMA 
より計算する． 

以下では，v>0, x>0 の場合の計算法を述べる． 
計算式は x1=20.0（倍精度はx1= 40.0）を境にして

異なる． 
a. v=整数又は，x>x1 の場合，次の漸近展開によ

る． 

( ) ( )( )

( ) ( )
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 (4.1) 

級数は初項からの累和に対して，その項が影響

しなくなるまで計算するか， xnv /)( −  が1を超

える前，すなわち n≤v+x を満す最大の整数まで
計算する． 

 
b. v≠整数かつ x≤x1 の場合， 

次の様に変形する． 
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−−

νΓννν

ννν

ννΓ ν

 (4.2) 

ただし，m は m≤v となる最大の整数である． 
v<1 なら，第1項は0とし，(v-1)(v-2)......(v-m)=1 と

する． 
第2項の Γ(v-m,x) は，0<v-m<1 であり，次のよう

に表せる． 

( ) ( ) dttxeexm mtx ∫
∞ −−−− +=−

0

1, ννΓ  (4.3) 

この積分は，(x+t)v-m-1 が特異性を有するので，そ
の場合有力な二重指数関数型数値積分公式（参考文
献 [68]pp.21-27参照）を用いて計算する． 

なお，詳細については，参考文献 [85]pp.14-16を
参照すること．  
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I11-91-0301  INDF, DINDF 

逆正規分布関数 φ-1(x)  
CALL INDF(X,F,ICON)  

 
(1) 機能 

正規分布関数 ( )φ
π

x e dt
tx

= −∫
1
2

20

2

の逆関数  

φ-1(x) の値を，関係式 

( ) ( )φ − −=1 12 2x xerf  (1.1) 

により，計算する．ただし x < 1 2  であること． 
 

(2) パラメタ 
X ·········· 入力．独立変数 x． 
F ·········· 出力．関数値 φ-1(x). 
ICON ··· 出力．コンディションコード． 

表 INDF-1 参照． 
 

表 INDF-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 |x| ≥ 1/2 であった． F=0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... IERF, IERFC, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数...ABS,SQRT,ALOG 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は定義領域， x < 1 2 であるこ

と． 
② 逆余正規分布関数 ( )x1−ψ との間の関係 

( ) ( )φ ψ− −= −1 1 1 2x x  (3.1)  

を利用すれば，φ -1(x) の値をサブルーチン
INDFC を用いて計算することもできる．ただ

し，このように計算すると x ≤ 0 4.  の範囲の x 
については本サブルーチン INDF を直接用いる
のに比べ精度が悪く，計算時間も長くなるので
注意すること． 

 

c. 使用例 
φ-1(x) の値を，0.0 から 0.49 までの 0.01 刻みの x 
の値に対して計算し数表を作る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,50 
      X=FLOAT(K-1)/100.0 
      CALL INDF(X,F,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,F 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,F,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF INVERSE ', 
     * 'NORMAL DISTRIBUTION FUNCTION' 
     * //6X,'X',7X,'INDF(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'INDF=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 
      END 

 
(4) 手法概要 

正規分布関数 φ(t) と誤差関数 erf(t) との間には 

( ) ( ) ∞<<∞−= ttt    ,22  erfφ  (4.1) 

なる関係がある．この式の両辺を )2/1( <xx と置く

とφ (t)=x より t=φ -1(x), および ( )erf 2t x2 = より

( )xt 2erf2 1−= となる．ゆえに 

( ) ( )φ − −=1 12 2x xerf  (4.2) 

が導かれる．本サブルーチンではサブルーチン IERF 
を使用して (4.2) より φ -1(x) の計算を行う． 
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I11-91-0401  INDFC, DINDFC 

逆余正規分布関数 ψ-1(x)  
CALL INDFC(X,F,ICON) 

 
(1) 機能 

余正規分布関数 ( ) dtex
x

t

∫
∞ −

=

2

2
2
1
π

ψ の逆関数 

ψ -1(x) の値を，関係式 

( ) ( )ψ − −=1 12 2x xerfc  (1.1) 

により計算する．ただし，0<x<1であること． 
 

(2) パラメタ 
X ·········· 入力．独立変数 x. 
F ··········· 出力．関数値 ψ -1(x). 
ICON ··· 出力．コンディションコード． 

表 INDFC-1 参照 
 

表 INDFC-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 X≤0 又は X≥1 であった． F=0.0 とする． 
 

(3) 使用上の注意  
a. 使用する副プログラム 
① SSL II...IERFC,IERFC,MGSSL 
② FORTRAN 基本関数...ABS, SQRT, ALOG 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は定義領域 0< X <1 であること. 
② 逆正規分布関数 φ-1(x) との間の関係 

( ) ( )ψ φ− −= −1 1 1 2x x  (3.1)  

を利用すれば，ψ -1(x) の値をサブルーチン 
INDF を用いて計算することもできる．ただ
し，このように計算すると 0<x<0.1 の範囲の x 
については本サブルーチン INDFC を直接用い
るのに比べ精度が悪くなるので注意すること． 

 
c. 使用例 
ψ -1(x) の値を，0.01 から 0.50 までの 0.01刻みの x 
の値に対して計算し数表を作る 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,50 
      X=FLOAT(K)/100.0 
      CALL INDFC(X,F,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,F 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,F,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF INVERSE ', 
     * 'COMPLEMENTARY NORMAL ', 
     * 'DISTRIBUTION FUNCTION'// 
     * 6X,'X',7X,'INDFC(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'INDFC=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 
      END 

 
(4) 手法概要 

余正規分布関数 ψ(t) と 余誤差関数 erfc(t) との間
には 

( ) ( ) ∞<<∞−= ttt      ,22 erfcψ  (4.1) 

なる関係がある．この式の両辺を x(0<x<1) と置くと

ψ(t)=x より t=ψ -1(x), および  ( ) xt =22erfc より 

( )t x= 2 2erfc-1  となる．ゆえに 

( ) ( )ψ − −=1 12 2x xerfc  (4.2) 

が導かれる．本サブルーチンでは，サブルーチン
IERFC を使用して (4.2) より ψ -1(x) の計算を行う． 
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E12-21-0101 INSPL, DINSPL 

3次 spline 補間式 
CALL INSPL(X,Y,DY,N,C,D,E,ICON) 

 
(1) 機能 

離散点x1, x2, ..., xn (x1<x2<...<xn) に対して，関数値 
yi=f(xi), i=1,...,n と，両端における2階微係数y1'' , yn''が
与えられたとき，3次 spline 関数を用いて， f(x) に対
する (1.1) で表される補間式 S(x) （以後3次  spline 補
間式という）を求める．ただし n≥2 であること．  

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
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xxe
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nixxx
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xx

xS
i

のとき

のとき

のとき

 (1.1) 

(2) パラメタ 
X ·········· 入力．離散点 xi. 

大きさ n の1次元配列． 
Y ·········· 入力．関数値 yi. 

大きさ n の1次元配列． 
DY ······· 入力．両端における2階微係数 y1'' , yn''. 

大きさ2 の 1次元配列． 
DY(1) = y1'' DY(2) = yn''と格納する． 
(使用上の注意参照) 

N ·········· 入力．離散点の個数 n . 
n≥2. 

C ·········· 出力．(1.1) 式における係数 ci.  
大きさ n の1次元配列． 

D ·········· 出力．(1.1) 式における係数 di. 
大きさ n の1次元配列．  

E ·········· 出力．(1.1) 式における係数 ei .  
常に E(N)=0.0 となる． 
大きさ n の1次元配列． 

ICON ··· 出力．コンディションコード． 
表INSPL-1 参照． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 

表 INSPL-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 n<2 ,又は xi≥xi+1 であった． 処理を打ち切
る． 

 
b. 注意 
① 両端の2階微係数 y1'' , yn'' は任意に指定すること

ができるが，それらの値があらかじめ分からな
い場合は，y1''=0.0, yn''=0.0 とするのが良い．こ

のとき，積分 ( )[ ]′′∫ S x dx
x
xn

1

2
が最小となる．こ

こで S''(x) は求めようとする3次 spline 補間式の
2階導関数である． 

② 補間しようとする関数 f(x) が， xn-xl の 周期を
持つと考えるならば，両端の2 階微係数は 
y1''=yn'' となる値を与えるとよい． 

 
c. 使用例 

離散点の個数 n, 離散点 xi, 関数値 yi, i=1,...,n を
入力し，3次 spline 補間式を求め，それにより
ある区間 [xi,xi+1] 内のある点 x=ν における補間
値を求める．y1''=0.0, yn''=0.0, n≤10の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(10),Y(10),DY(2),C(10), 
     *          D(10),E(10) 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      DY(1)=0.0 
      DY(2)=0.0 
      CALL INSPL(X,Y,DY,N,C,D,E,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.GT.10000) STOP 
      READ(5,520) I,V 
      XX=V-X(I) 
      YY=Y(I)+(C(I)+(D(I)+E(I)*XX)*XX)*XX 
      WRITE(6,610) YY 
      STOP 
  500 FORMAT(I2) 
  510 FORMAT(2E16.8) 
  520 FORMAT(I2,E16.8) 
  600 FORMAT('1',10X,'ICON=',I5) 
  610 FORMAT('0',10X,'INTERPOLATED ', 
     * 'VALUE=',E16.8) 
      END 
 
(4) 手法概要 

離散点 x1,x2...,xn (x1<x2<...<xn) に対して，関数値
yi=f(xi), i=1,...,n が与えられたとき，(1.1) で表せる補
間式を求めることを考える．ところで (1.1) は，区間 
[xi,xi+1] ご と に 異 な っ た 高 々 3 次  ((-∞,x1) ,  
(xn, ∞) では高々2次) の多項式を表している． 

説明の都合上，求めようとする補間式を S(x) で表
し，さらにそれを区分的に次の (4.1) で表す． 

( )
( )
( )
( ) 
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xxxS
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1,...,1,,

,

1
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 (4.1) 

ただし S(xi) = yi,  i=1,…,n 
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ここで S0(x) , Sn(x) は高々2次の多項式であり，
S1(x),...,Sn-1(x) は高々3次の多項式である． 

本ルーチンでは，S(x) を，その2階までの導関数
が，(-∞,∞) で連続になるよう決定する．そのために
は Si(x) が (4.2) を満たせばよい．  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
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 (4.2) 

(1.1) における係数 ci, di, ei は (4.2) の条件により決
定される．それを (4.3) に示す． 
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 (4.3) 

ここで hi=xi+1-xi, yi"=S "(xi) である．yi"は (4.2) の2
番目の条件より，(4.4) の3項関係を満たすものであ
る． 

( )

1,...,2,
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1
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 (4.4) 

(4.4) は y 1", yn" が与えられれば，y2", y3", ..., y"n-1 

に関する連立方程式となり，その係数行列は正値対
称行列であるので，本ルーチンでは，変形コレスキ
ー法を使って解く． 

 
y1"=yn"=0 なるときの S(x) の意味 

y1"=yn"=0 と与えられたとき，S(x) は (-∞,x1),  
(xn, ∞) において1次式になるが，このときは，特に次
の性質をもつ3次自然 spline (cubic natural spline) 補間
式となる． 

g(x) を (4.5) を満たす任意の補間式とする． 

( ) niyxg ii ,...,1, ==  

g(x), g'(x), g''(x) は [xl, xn] で連続である． (4.5) 

そして S(x) を，y''1=yn''=0 としたときの3次 spline補
間式とすると，  

( ){ } ( ){ }′′ ≥ ′′∫ ∫g x dx S x dx
x
x

x
xn 2 2

1 1
 (4.6) 

が成り立つ（ここで等号は g(x)=S(x) のときに限り成
り立つ)．故に，S(x) は 

( ){ }′′∫ g x dx
x
xn 2
1

 

を最小にするという意味において，“最も滑らか
な”補間式である． 

 
なお，詳細については，参考文献 [48], [49], 及び

[50] pp.349 – 356 を参照すること． 



LAPS1 

365 

F20-01-0101 LAPS1, DLAPS1 

ラプラス変換（複素右半平面で正則な有理関数） 
CALL LAPS1(A,NA,B,NB,T,DELT,L, 

EPSR,FT, T1,NEPS,ERRV,ICON) 
 

(1) 機能 
(1.1) で表される有理関数 F(s) が与えられたと

き，そのラプラス逆変換 f(t) の値，f(t0)，f(t0+Δt)，
…，f(t0+Δt(L-1)) を求める． 

)(
)()(

sP
sQsF =  

 Q(s) = b1sm + b2sm-1 + …  + bms + bm+1 
 P(s) = a1sn + a2sn-1 + …  + ans + an+1 
  n ≧ m, a1, a2, …, an+1, b1, b2, …, 

 bm+1: 実数 
 (1.1) 

ただし，F(s) は Re(s) > 0 で正則であるとする． 
 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．P(s) の係数．大きさ n + 1 次元配

列．A(1)=a1，A(2)=a2，...，A(n+1)=an+1 の
順に与える． 

NA·········· 入力．P(s) の次数 n． 
B············· 入力．Q(s) の係数． 

大きさ m + 1 の 1 次元配列．B(1)=b1，
B(2)=b2,…,B(m+1)=bm+1 の順に与える． 

NB·········· 入力．Q(s) の次数 m． 
T············· 入力．f (t) の計算開始値 t0 (≥0)． 
DELT ····· 入力．変数 t の増分 Δt (> 0)． 

DELT = 0.0 の場合は，f (t0) だけが計算さ
れる． 

L············· 入力．f (t) の値を求めようとする点の個
数．ただし L≥1． 

EPSR······ 入力．f (t) の値に対する相対誤差の上限 
(≥0.0)．単精度では 10-2 ～ 10-4，倍精度で
は 10-2 ～ 10-7 程度がよい．EPSR = 0.0 と
入力したときは標準値  10-4が採用され
る． 

FT··········· 出力．f (t0)，f (t0+Δt)，…，f (t0+Δt(L-1)) の
値．大きさ L の 1 次元配列． 

T1··········· 出 力 ． t0 ， t0+Δt，…， t0+Δt(L-1) の列． 
大きさ L の 1 次元配列． 

NEPS······ 出力．打切り項数 N （手法概要  参照）． 
大きさ L の 1 次元配列．FT(I) を計算する
ために用いた項数 N が NEPS(I) に格納さ
れる． 

ERRV····· 出力．各結果 FT の相対誤差． 
大きさ L の 1 次元配列．FT(I) における相
対誤差が ERRV(I) に格納される． 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 LAPS1-1 参照． 

表 LAPS1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  
10000 結果 f (t) の中に要求精度を

満足しないものがある． 
処理を続ける． 
f (t0+Δt･l): l=0,1,
…,L-1の精度は配列 
ERRV に出力され
る． 

30000 次のいずれかであった． 
① NB<0，又は NB>NA 
② T<0，又は DELT<0 
③ L<1 
④ EPSR<0 
⑤ A(1) = 0 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MGSSL, AFMAX 
② FORTRAN 基本関数 … FLOAT, ALOG, 

ALOG10, CMPLX, AIMAG, EXP, 
ABS, INT, ATAN 

 
b. 注意 
① 有理関数 F(s) は Re(s)>0 で正則であること． 

Re(s)>0 で非正則であったり，あるいは正則性
について不明である場合は，本サブルーチン
の代りに LAPS2 を使用すること． 

② t0=0 と与えたとき f(0) の値は，次の初期値定
理より計算する． 

( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

+>
+=

=
1       0
1

0 11

mn
mnab

f  

③ NA=NB の場合，(1.1) は 

( ) ( )
( ) ( ) ( )sFsF
sP
sQsF 21 +==  (3.1) 

ただし， 
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と分解できる． 
F1(s) の逆変換 f1(t) は 

( ) ( )f t
b
a

t1
1

1

= δ  は   δ(t) : デルタ関数 

となる．F2(s) は 8 章の式 (8.20) の条件を満足
しているので F2(s) の逆変換 f2(t) は式 (8.22) か
ら計算できる． 
NA = NB のとき，本サブルーチンを用いて逆
変換を計算すると t > 0 で F2(s) の逆変換の値が
出力される．t = 0 では浮動小数点の最大値を
出力する． 
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c. 使用例 
Re(s)>0 で正則な有理関数， 

( )
811085412

4
234

2

++++
+=

ssss
ssF  

のラプラス逆変換 f(t) をti = 0.2 + 0.2(i-1)，i=1，
2，…，9 の各点で求める．EPSR=10-4 とす
る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5),B(3),T1(9),FT(9), 
     *ERRV(9),NEPS(9) 
      NB=2 
      NB1=NB+1 
      B(1)=1.0 
      B(2)=0.0 
      B(3)=4.0 
      NA=4 
      NA1=NA+1 
      A(1)=1.0 
      A(2)=12.0 
      A(3)=54.0 
      A(4)=108.0 
      A(5)=81.0 
      T=0.2 
      DELT=0.2 
      L=9 
      EPSR=1.0E-4 
      WRITE(6,600) NB,(I,B(I),I=1,NB1) 
      WRITE(6,610) NA,(I,A(I),I=1,NA1) 
      WRITE(6,620) EPSR 
      CALL LAPS1(A,NA,B,NB,T,DELT,L,EPSR, 
     *           FT,T1,NEPS,ERRV,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,640) (T1(I),FT(I),ERRV(I), 
     *              NEPS(I),I=1,L) 
      STOP 
  600 FORMAT(//24X,'NB=',I3// 
     * (20X,'B(',I3,')=',E15.8/)) 
  610 FORMAT(/24X,'NA=',I3// 
     * (20X,'A(',I3,')=',E15.8/)) 
  620 FORMAT(22X,'EPSR=',E15.8/) 
  630 FORMAT(22X,'ICON=',I6//) 
  640 FORMAT(15X,'F(',F8.5,')=',E15.8,2X, 
     * 'ERROR=',E15.8,2X,'N=',I3/) 
      END 

 
(4) 手法概要 

ラプラス逆変換の計算法については，8 章の「ラ
プラス変換」のところで述べた．すなわち，f (t) 
は，N 項の σ0 近似 
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で近似する．ここで 
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である．本サブルーチンでは，σ0，N，p を以下の
ように決めている．σ0 近似 f(t,σ0) は 

( ) ( ) ( ) ( ) ...53, 00 42
0 −+−= −− tfetfetftf σσσ  

を満たすことから，σ0 を，利用者の与える相対誤
差的要求精度 EPSR より， 

02

0

010

),(

),(),(
EPSR σ

σ
σσ

−− =
−

≈ e
tf

tftf

N

NN

 (4.2) 

となるように 

( ) 2
2

EPSRlog
0 +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−=σ  

と定める．ただし [・] はガウス記号である． 
(4.2) の条件を満足させる N は，t の値によっても異
なるので，経験的に得られた次の関係式より決め
る． 

[ ] [ ]5.25= 00 tN ⋅+ σσ  (4.3) 

また，p は 

σ0 ≤ 4 のとき p = 5 
4 < σ0 ≤ 9 のとき p = [σ0+1] 
9 < σ0 のとき p = 9 

としている． 
パラメタ ERRV には，結果 fN(t,σ0) の相対誤差が

出力され，次の式より見積る． 

( ) ( )
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ERRV =
− −f t f t

f t
N N
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σ σ
σ
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F20-02-0101 LAPS2, DLAPS2 

ラプラス変換（一般の有理関数） 
CALL LAPS2(A,NA,B,NB,T,DELT,L,EPSR, 
 FT, T1,NEPS,ERRV,IFLG,VW,ICON) 
 

(1) 機能 
(1.1) で表される有理関数 F(s) が与えられたと

き，そのラプラス逆変換 f(t) の値，f(t0)，f(t0+Δt)，
…，f(t0+Δt(L-1)) を求める． 
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 (1.1) 

ここで F(s) は Re(s)>0 で正則であってもなくて
もよい． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．P(s) の係数． 

大きさ  n+1 の 1 次元配列．A(1)=a1，
A(2)=a2，…，A(n+1)=an+1 の順に与える． 

NA·········· 入力．P(s) の次数 n． 
B············· 入力．Q(s) の係数． 

大きさ m + 1 の 1 次元配列．B(1)=b1，
B(2)=b2，…，B(m+1)=bm+1 の順に与え
る． 

NB·········· 入力．Q(s) の次数 m． 
T············· 入力．f (t) の計算開始値 t0(≥0.0)． 
DELT ····· 入力．変数 t の増分 Δt(>0.0)． 

DELT = 0.0 の場合は f (t0) だけが計算され
る． 

L············· 入力．f(t) の値を求めようとする点の個
数．ただし L ≥ 1． 

EPSR······ 入力．f(t) の値に対する相対誤差の上限 
(≥0.0)．単精度では 10-2 ～ 10-4，倍精度で
は 10-2 ～ 10-7 程度がよい．EPSR = 0.0 と
入力したときは標準値 10-4 が採用され
る． 

FT··········· 出力．f(t0)，f(t0+Δt)，… ,  f(t0+Δt(L-1)) の
値．大きさ L の 1 次元配列． 

T1··········· 出力．t0，t0+Δt，…，t0+Δt(L-1) の列． 
大きさ L の 1 次元配列． 

NEPS······ 出力．打切り項数 N． 
大きさ L の 1 次元配列．FT(I) を計算する
ために用いた項数 N が NEPS(I) に格納さ
れる． 

ERRV····· 出力．各結果 FT の相対誤差． 
大きさ L の 1 次元配列．FT(I) における相
対誤差が ERRV(I) に格納される． 

IFLG ·······出力．正則性の判定結果． 
F(s) が Re(s)>0 で正則であったとき，
IFLG=0，そうでないとき IFLG=1 と出力
する（使用上の注意②  参照）． 

VW ·········作業領域．大きさ n+m+2 の 1 次元配列． 
ICON ······出力．コンディションコード． 

表 LAPS2-1 参照． 
 

表 LAPS2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  
10000 結果 f (t) の中に要求精度

を満足しないものがあ
る． 

処理を続ける． 
f(t0+Δt･l): l=0,1,…,L-1 
の精度は配列 ERRV 
に出力される． 

20000 F(s) が Re(s)>γ0 で正則と
なる非負な実数 γ0 が見つ
からなかった． 

処理を打ち切る． 

30000 次のいずれかであった． 
① NB<0，又は 
② NB>NA 
③ T<0，又は 
④ DELT<0 
⑤ L<1 

EPSR<0 
A(1) = 0 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AFMAX，AMACH，HRWIZ，

LAPS1，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… FLOAT，ALOG，

ALOG10，CMPLX，AIMAG，EXP，
ABS，INT，ATAN 

 
b. 注意 
① 有理関数 F(s) は，Re(s)>0 で正則であってもな

くてもよい．しかし，Re(s)>0 で正則であるこ
とが分っているならば，本サブルーチンより
も LAPS1 を用いた方が処理が速い． 

② IFLG = 1 と出力されたときは，F(s) が Re(s)>0 
で正則でないことを表す．このことは，f(t) が 
t → ∞ のとき指数関数的に増大することをも
意味する． 

③ t0=0 と与えたときは f(0) の値は，次の初期値
定理より計算する． 
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④ NA=NB の場合，(1.1) は 

( ) ( )
( ) ( ) ( )F s

Q s
P s

F s F s= = +1 2  (3.1) 

ただし 
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と分解できる． 
F1(s) の逆変換 f1(t) は 

( ) ( )f t b
a

t1
1

1

= δ  δ(t): デルタ関数 

となる．F2(s) は 8 章の式 (8.20) の条件を満足
しているので F2(s) の逆変換 f2(t) は式 (8.22) か
ら計算できる． 
NA=NB のとき本サブルーチンを用いて逆変換
を計算すると，t>0 で F2(s) の逆変換の値が出
力される．t=0 では浮動小数点数の最大値を出
力する． 

 
c. 使用例 

有理関数 

( )
811085412

4
234

2

+−+−
+=

ssss
ssF  

のラプラス逆変換 f(t) を ti=0.2+0.2(i-1)，i=1，
2，…，9 の各点で求める．EPSR=10-4 とす
る． 

 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5),B(3),T1(9),FT(9), 
     *          ERRV(9),NEPS(9),VW(8) 
      NB=2 
      NB1=NB+1 
      B(1)=1.0 
      B(2)=0.0 
      B(3)=4.0 
      NA=4 
      NA1=NA+1 
      A(1)=1.0 
      A(2)=-12.0 
      A(3)=54.0 
      A(4)=-108.0 
      A(5)=81.0 
      T=0.2 
      DELT=0.2 
      L=9 
      EPSR=1.0E-4 
      WRITE(6,600) NB,(I,B(I),I=1,NB1) 
      WRITE(6,610) NA,(I,A(I),I=1,NA1) 
      WRITE(6,620) EPSR 
      CALL LAPS2(A,NA,B,NB,T,DELT,L,EPSR, 
     *     FT,T1,NEPS,ERRV,IFLG,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON,IFLG 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,640) (T1(I),FT(I),ERRV(I), 
     *NEPS(I),I=1,L) 
      STOP 
  600 FORMAT(//24X,'NB=',I3// 
     * (20X,'B(',I3,')=',E15.8/)) 
  610 FORMAT(/24X,'NA=',I3// 
     * (20X,'A(',I3,')=',E15.8/)) 
  620 FORMAT(22X,'EPSR=',E15.8/) 
  630 FORMAT(22X,'ICON=',I6,20X,'IFLG=', 
     * I2) 
  640 FORMAT(15X,'F(',F8.5,')=',E15.8,2X, 
     * 'ERROR=',E15.8,2X,'N=',I3/) 
      END 

 
(4) 手法概要 

ラプラス逆変換の計算法については，「8.6 ラプ
ラス変換」のところで述べた．ここでは，本サブ
ルーチンの計算手順について述べる． 
① F(s+γ0) が Re(s)>0 で正則となるような実数 γ0 

を求める．これはサブルーチン HRWIZ を使
用して行う． 

② G(s)≡F(s+γ0) に対するラプラス逆変換 g(t) を
計算する．これはサブルーチン LAPS 1 を使
用して行う． 

③ f(t)= er t0 g(t) の関係より f(t) を計算する． 
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F20-03-0101 LAPS3, DLAPS3 

ラプラス変換（一般関数） 
CALL LAPS3(FUN,T,DELT,L,EPSR,R0,FT, 

T1, NEPS,ERRV,ICON) 
 

(1) 機能 
関数 F(s) （非有理関数でもよい）が与えられた

とき，そのラプラス逆変換 f(t) の値 f(t0)，f(t0+Δt)，
…，f(t0+Δt(L-1)) を求める． 

ここで，F(s) は Re(s)>γ0（γ0: 収束座標）で正則
であるとし，γ0 は既知であるとする． 

 
(2) パラメタ 
FUN ······· 入力．複素変数 s に対して関数 F(s) の虚

数部を計算する関数副プログラム名． 
〔副プログラムの用意の仕方〕 
FUNCTION FUN(S) 
ここで S は複素数型変数である（使用例
参照） 

T············· 入力．f(t) の計算開始値 t0（>0.0） 
DELT ····· 入力．変数 t の増分 Δt（≥0.0）．

DELT=0.0 の場合は，f(t0) だけが計算され
る． 

L············· 入力．f(t) の値を求めようとする点の個
数．ただし L ≥ 1． 

EPSR······ 入力．f(t) の値に対する相対誤差の上限
（≥0.0）．単精度では 10-2 ～ 10-4，倍精度
では 10-4 ～ 10-7 程度がよい．EPSR=0.0 あ
るいは EPSR≥1.0 と入力された場合は，標
準値 10-4 が採用される． 

R0··········· 入力．関数 F(s) が Re(s)>γ0 で正則である
とき，γ ≥ γ0 を満たす γ の値．R0<0.0 と入
力された場合は，本サブルーチン内で 
R0=0.0 とされる． 

FT··········· 出力．f(t0)，f(t0+Δt)，…，f(t0+Δt(L-1)) の
値の列．大きさ L の 1 次元配列． 

T1··········· 出力．t0，t0+Δt，…，t0+Δt(L-1) の値の列．
大きさ L の 1 次元配列． 

NEPS······ 出力．打切り項数．大きさ L の 1 次元配
列．FT(I) を計算するのに用いた項数が 
NEPS(I) に出力される． 

ERRV····· 出力．各結果 FT(I) の相対誤差．大きさ L 
の 1 次元配列．FT(I) における相対誤差が 
ERRV(I) に出力される． 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 LAPS3-1 参照． 

表 LAPS3-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 結果 f (t) の中に要求精度を
満たさないものがある． 

処理を続ける． 
f(t0+Δt･l)，l=0，1，
…，L-1 の精度は配列 
ERRV に出力される．

20000 ある I に対して 
EXP(R0*T1(I)+σ0)/T1(I) の値
がオーバフローするほど大
きくなった． 

処理を打ち切る． 
結果は保証されない．

30000 次のいずれかであった． 
① T≤0，又は DELT<0 
② L<1 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… FLOAT, ALOG, 

CMPLX, EXP, INT, ATAN, ABS 
 

b. 注意 
① F(s) が有理関数の場合には，サブルーチン 

LAPS1 あるいは LAPS2 を使用する方が効率が
良い． 

② F(s) が Re(s)>γ0 で正則であるとき，パラメタ 
R0 には γ ≥ γ0 なる γ を入力すること．γ0≤0.0 の
ときは R0 = 0.0 とすればよい．R0 < 0.0 と入力
された場合には，サブルーチン内で R0=0.0 と
みなす． 

③ R0 = 0.0 の場合と，R0 > 0.0 の場合とで f(t) が
大きく変わるときには γ0 > 0.0 と考えられる．
本サブルーチンを使用して γ0 を推定するには
次のようにすればよい． 
R0 に適当な値（例えば R0 = 0.0，R0 = 0.5 な
ど）を入力して f(t) を計算する．f(t) の曲線が 
R0 = 0.0，0.5，1.0 で同じにならない t を推定
し そ れ を  ta と す る ． F(s) の 特 異 点 を 
s0=ν0+iμ0(ν0>0) とすると（特異点が 2 個以上存
在する場合は，実数部の一番大きい特異点を 
s0 とする），t が ( )000 Rta −≈ νσ よりも大きい

領域では f(t) が R0 の値によって変化する． 
ここで σ0 の値は 

( )σ 0 2
2= −

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ +

log EPSR
 

である．ゆえに γ0(=v0) は 

at
R 0

0 0
σγ +≈  (3.1) 

より推定できる．以上のことを例によって示
す． 
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例: 

( ) 841 2 +−= sssF  (3.2) 

に対し，EPSR = 10-2 とし R0 = 0.0，R0 = 0.5，
R0 = 1.0 としたときの f(t) の結果をそれぞれ 図 
LAPS3-1 の  (a) ， (b) ， (c) に 実 線 で 示 す ． 
図中の点線は正しい結果である．R0 の値によ
って f(t) が大きく変っていることが分かる． 
R0 = 0.0 では ta ≈ 2 ，R0 = 0.5 では ta ≈ 35. ，そ

して R0 = 1.0 では ta ≈ 5 の位置で f(t) が急に変

化している．EPSR = 10-2 のとき σ0=5 となるの
で (3.1) を用いて γ0 を推定すると 

R0=0.0 のとき 5.20 ≈γ  
R0=0.5 のとき γ 0 193≈ .  
R0=1.0 のとき γ 0 2 0≈ .  

となる．(3.2) の F(s) は s i0 2 2 3= ±  に特異点

があるので，上記の γ0 は良好な推定値である
ことを示している．ちなみに，図中の点線は 
R0 = 2.0 と入力したときの結果である． 

④ f(t) の計算式（手法概要 (4.4)）に te 0σ  の因子

があるので f(0.0) を計算することはできない．
f(0.0) の値は，f(0.01) や f(0.0001) などで代用す
ること．しかし，t を余り小さくするとオーバ
フローを起こすことがあるので注意を要す
る． 

⑤ 本サブルーチンでは，関数 F(s) の虚数部の値
を， 

( )

0,0

...,3,2,15.0

0

0

>>

=−+=

t

n,
t

nisn

σ

πσ
 

の点で評価する．このような点で F(s) が多価
関数である場合には，関数副プログラムの中
で，F(s) の正しい枝を計算するよう注意が必
要である．例えば， 

( ) 11 2 += ssF  

における 12 +s  は，上記の sn に対し，第 1 
象限と第 3 象限に枝を作るが，この場合，関
数副プログラム内では第 1 象限の枝を採用す
ること． 

⑥ ( ) sssF ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= 14exp 2  (3.4) 

( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += 1cosh1 2sssF  (3.5) 

などのように s → ∞ のとき F(s) に遅れ要素 
exp(-as)（a > 0）の項が含まれている場合に
は，関数副プログラムを定義する段階で注意
が必要である．例えば，(3.4) をそのままの形
で用いると，f(t) の結果は図 LAPS3-2 の①に示
すように t < 2 で f(t) ≠ 0.0 となり，2 と 4 の間
で振動を起こす．これは，Euler 変換の有効条
件（8.6節の (8.25)）が満足されないために生
ずる Gibbs の現象である． 
(3.4) の場合，t < 2 ならば f(t) = 0 となることが
理論的に分かるから 

50
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(a) EPSR=10−2，R0=0.0 
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(b) EPSR=10−2， R0=0.5 

図 LAPS3-1  F(s)= 84/1 2 +− ss  の γ0 の推定（続く） 
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t

 
(c) EPSR=10−2，R0=1.0 

図 LAPS3-1  F(s)= 1 4 82/ s s− +  の γ0 の推定（続き） 
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図 LAPS3-2  F(s) = exp( − +4 12s )/s の変換 

( ) ( )g t f t′ ≡ ′ + 2  ′ >t 0  

の像関数 

( ) ( ) ( )
sss

sFssG

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

⋅≡

142exp           

2exp

2
 (3.6) 

を扱えば十分であり，また F(s) よりも G(s) の
方が高精度の結果を与える．ただし (3.6) の 

( )2 4 12s s− +  の計算は桁落ちを生ずるので 

142

1142
2

2

++
−=+−

ss
ss  

と変形した方がよい．図 LAPS3-2 の②は，こ
のようにして  G(s) を用いたときの結果であ
る． 
一方，(3.5) の F(s) は 

( ) ( ) ( ){
( ) }...15exp

13exp1exp2

2

22

−+−+

+−−+−=

s

ss
s

sF
 

と展開し，(3.4) の場合にならって各項別に変
換した方がよい． 
 

c. 使用例 

( ) ( )
F s

X s

s
X=

− +

+
=

exp
,

2

2

1

2
40  

のラプラス逆変換  f(t) を  (ti-X)=0.2+0.2(i-1)，
i=1，2，…，800 の各点で求める．EPSR=10-4 
とする．F(s) の代りに 

( ) ( ) ( )

2
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を関数副プログラムで計算する． 
f(t) は，G(s) の逆変換 g(t) を用いて， 

( ) ( )f t
t X

g t X t X=
<

− ≥
⎧
⎨
⎩

0 ,
,  

となる．図 LAPS3-3 に，t-X を横軸としたと
きの g(t-X) の結果を示す（文献 [101] 参照）． 
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図 LAPS3-3  使用例の結果 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION FT(800),T1(800),NEPS(800), 
     *          ERRV(800) 
      EXTERNAL FUN 
      T=0.2 
      DELT=0.2 
      L=800 
      EPSR=1.0E-4 
      R0=0.0 
      CALL LAPS3(FUN,T,DELT,L,EPSR,R0,FT, 
     *           T1,NEPS,ERRV,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      WRITE(6,610) (T1(I),FT(I),NEPS(I), 
     *             ERRV(I),I=1,L) 
  600 FORMAT('1',20X,'ICON=',I5//) 
  610 FORMAT(6X,'F(',F8.3,')=',E16.7,3X, 
     * 'N=',I3,3X,'ERR=',E16.7) 
      STOP 
      END 
      FUNCTION FUN(S) 
      COMPLEX*8 S,SR 
      SR=CSQRT(S*S+1.0) 
      IF(REAL(SR).LT.0.0) SR=-SR 
      SR=CEXP(40.0/(S+SR))*(S*S+2.0) 
      FUN=AIMAG(1.0/SR) 
      RETURN 
      END 

 
(4) 手法概要 

ラプラス逆変換の計算法については，8 章の
「8.6 ラプラス変換」のところで述べた．パラメタ 
R0 の値を γ とすると，γ >0 のとき，G(s)=F(s+γ) は 
Re(s)>0 で正則となり，その逆変換 g(t) を求めれ
ば，f(t) は 

)()(  tgetf tγ=  (4.1) 

より計算できる．以下では，Re(s)>0 で正則な関数
を，あらためて F(s) とし，その逆変換 f(t) を計算す
ることを考え，その場合の 8.6 節で述べたいくつか
のパラメタ σ0，p，N の決め方について述べる． 

① σ0 の値（近似誤差） 
8.6 節の式 (8.23) より f(t) の σ0 近似 f(t,σ0) は 

( ) ( ) ( ) ( ) ......53, 00 42
0 −+−= −− tfetfetftf σσσ  (4.2) 

となることから，相対的要求精度 EPSR が 

( )
( )

( ) ( )
( )
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0
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e

tf
tftf

tf

tftf

 

となるように σ0 を決める． 

( )σ 0 2
2 0= −

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

+
log

.
EPSR

 (4.3) 

ただし［•］はガウス記号である． 
(4.3) の右辺第 2 項に 2.0を加えてあるのは，
EPSR = 10-1 のときでも σ0 = 3 とするためであ
る． σ0 の値は，ほぼ fN(t,σ0) の有効桁数と考え
てよい． 

② p の値 
8.6 節の式 (8.28) よりf(t) の近似値 fN(t,σ0) は， 

( )
⎪⎭
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1
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1
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2
1,

0σ
σ  (4.4) 

から計算する．ここで (p+1) は Euler 変換の項
数であり，本サブルーチンでは，p を経験的に 

p = +σ 0 2  (4.5) 

と決めている．F(s) が s → ∞ のとき F(s) = 
O(sα) である場合は，p の値が 

( )p ≥ +α 5  (4.6) 

となるように  σ0，すなわち  EPSR を与えれ
ば，f(t) が超関数となるF(s) にも (4.4) が適用で
きる．ここでF(t) が超関数となる例を挙げる． 

( )F s s=   

の逆変換 f(t) は 

( ) ( ) ( )
( )232 t

tU
t

ttf
ππ

δ
　　−=  

となる．ここで δ(t) はディラックのデルタ関
数，U(t) は， 
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( )U t t
t= ≥

<
⎧
⎨
⎩
1 0
0 0

,
,  

である． ( )F s s=  は， ( ) 0lim ≠
∞→

sF
s

 であるか

ら，理論的には，本手法の適用外である．し
かし t > 0 なる範囲では，p を 6(>1/2+5) 以上に
とれば普通の場合と同じようにして本サブル
ーチンを利用することができる． 

③ N の値（打切り項数） 
(4.4) の k，p より， 

pkN +=  

とすると，N は，打切り項数であり，関数 
F(s) の評価回数に等しい．k の値は，Euler 変
換の有効条件（8.6 節の (8.25)）が満たされる
ように選ぶ必要がある．そのような k は，t に
依存し，k1，k2 を定数とすると， 

tkkk 21 +=  (4.7) 

なる関係がある． ( )t t t t0 0 1≤ ≤ + −Δ L  なる範囲

で f(t) を求める場合，本サブルーチンでは，
k1，k2 を次の方法で決めている．まず，t=t0 と
して打切り誤差 ERRV(1) が ERRV(1) < EPSR 
となる  k を定め，これを  k' とする．次に 
t=t0+Δt(L-1) として同様に ERRV(L) < EPSR と
なる k を定め，これを k'' とする．これより連
立方程式， 

( ){ }1L021

021

−++=′′
+=′

ttkkk
tkkk

Δ
 (4.8) 

が得られ，これを解いて k1，k2 を決める．こ
れらを (4.7) に適用して k を計算する（ただ
し，小数以下は切り上げる）．N の値は，配
列 NEPS に出力される． 
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A22-11-0101 LAX, DLAX 

実行列の連立 1 次方程式（クラウト法） 
CALL LAX(A,K,N,B,EPSZ,ISW,IS,VW,IP,ICON) 
 

(1) 機能 
実係数連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

をクラウト法で解く．ただし，A は n×n の正則な
実行列，b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次元
の解ベクトルである．n≥1 であること． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
A(K, N) なる 2 次元配列． 

K ············ 入力．配列 A の整合寸法（≥N）． 
N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
B············· 入力．定数ベクトル b． 

出力．解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値
（≥0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意②参照） 

ISW········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ l (≥1) 組の方程式
を解くとき，次のとおり指定する． 
ISW = 1 のとき 1 組目の方程式を解く． 
ISW = 2 のとき 2 組目以降の方程式を解
く．ただし，このとき B の値だけを新し
い定数ベクトル b の値に変え，それ以外
のパラメタはそのままで使う． 
（使用上の注意③参照） 

IS············ 出力．行列 A の行列式を求めるための情
報．演算後の配列 A の n 個の対角要素と 
IS の値を掛け合わせると行列式が得られ
る． 

VW········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
IP············ 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LAX-1 参照． 
 

表 LAX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  
20000 係数行列のある行の要素がすべ

て零であったか又はピボットが
相対的に零となった．係数行列
は非正則の可能性が強い． 

処理を打ち切る．

30000 K<N，N<1，EPSZ<0.0 又は 
ISW≠1，2 であった． 

処理を打ち切る．

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… ALU，LUX，AMACH，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンにより得られた解 x は，続け

てサブルーチン LAXR を呼び出すことにより
改良することができる． 

② ピボットの相対零判定値 EPSZ に10-s を設定し
たとすると，この値は次の意味を持ってい
る．すなわち，クラウト法による LU 分解の
過程でピボットの値が 10 進 s 桁以上の桁落ち
を生じた場合に，そのピボットを相対的に零
と見なし，ICON=20000 として処理を打ち切
る．EPSZ の標準値は丸め誤差単位を u とした
とき，EPSZ = 16･u である．なお，ピボットが
小さくなっても計算を続行させる場合には，
EPSZ へ極小の値を与えればよいが，その結果
は保証されない． 

③ 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいく
つか続けて解く場合には，2 回目以降 ISW=2 
として解くと，係数行列 A の LU 分解過程を
省略するので計算時間が少なくなる．なお，
この場合 IS の値は，ISW = 1 のときの値が保
証される． 
 

c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l 組 n 元連立 1 次方程式
を解く．n≤100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),B(100), 
     *          VW(100),IP(100) 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      READ(5,500) L 
      M=1 
      ISW=1 
      EPSZ=1.0E-6 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,610) (I,B(I),I=1,N) 
      CALL LAX(A,100,N,B,EPSZ,ISW,IS,VW, 
     *         IP,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,630) (I,B(I),I=1,N) 
      IF(L.EQ.M) GOTO 20 
      M=M+1 
      ISW=2 
      GOTO 10 
   20 DET=IS 
      DO 30 I=1,N 
      DET=DET*A(I,I) 
   30 CONTINUE 
      WRITE(6,640) DET 
      STOP 
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  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX'/12X,'ORDER=',I5/ 
     * (10X,4('(',I3,',',I3,')',E16.8))) 
  610 FORMAT(///10X,'CONSTANT VECTOR' 
     * /(10X,5('(',I3,')',E16.8))) 
  620 FORMAT('0',10X,'CONDITION CODE=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR' 
     * /(10X,5('(',I3,')',E16.8))) 
  640 FORMAT(///10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX=',E16.8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

を次の手順で解く． 
a. 係数行列 A のLU 分解（クラウト法） 

クラウト法により，係数行列 A を下三角行列 
L と単位上三角行列 U の積に分解する．丸め
誤差を少なくするため分解過程において部分
ピボッティングを行う． 

PA LU=  (4.2) 

ここで，P はピボッティングによる行の入換
えを行う置換行列である．この計算はサブル
ーチン ALU を用いて行う． 
 

b. 求解（前進代入，後退代入） 
連立 1 次方程式 (4.1) を解くことは 

PbLUx =  (4.3) 

を解くことと同値であり，この方程式は， 

Ly = Pb (4.4) 
Ux = y (4.5) 

として，前進代入，後退代入によって解く．
この計算はサブルーチン LUX を用いて行う． 
 

なお，詳細については，参考文献  [1]，[3] 及
び，[4] を参照すること． 
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A25-11-0101 LAXL, DLAXL 

実行列の最小二乗解（ハウスホルダー変換） 
CALL LAXL(A,K,M,N,B,ISW,VW,IVW,ICON) 
 

(1) 機能 
実係数連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

の最小二乗解 ~x  を求める． 
すなわち，A が m × n，rank(A) = n なる実行列で

あり，b が m 次元の実定数ベクトルであるとき， 

2Axb −  

が最小となる解を求める． 
m ≥ n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
A(K,N) なる 2 次元配列． 

K ············ 入力．配列 A の整合寸法 (≥M)． 
M············ 入力．係数行列 A の行数 m． 
N ············ 入力．係数行列 A の列数 n． 
B············· 入力．定数ベクトル b． 

出力．最小二乗解  ~x ． 
大きさ m の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

ISW········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ l（≥ 1）組の方程
式を解くとき，次のとおり指定する． 
ISW = 1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW = 2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く．ただし，このとき B の値だけを新し
い定数ベクトル b の値に変え，それ以外
のパラメタはそのままで使う． 
（使用上の注意②参照） 

VW········· 作業領域．大きさ 2n の 1 次元配列． 
IVW ······· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LAXL-1 参照． 
 

表 LAXL-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 rank (A) < n であった． 処理を打ち切る． 
 30000 K < M，M < N，N < 1 又

は， ISW ≠ 1，2 であった．
処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL Ⅱ… AMACH，MGSSL，ULALH，

ULALB 
② FORTRAN 基本関数… SQRT 

 
b. 注意 
① 最小二乗解 ~x  は配列 B の先頭 n 要素に格納さ

れる． 
② 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいく

つか続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 
として解くと，係数行列 A の三角行列化過程
を省略するので計算時間が少なくなる．（手
法概要参照）． 

 
c. 使用例 

同一の係数行列を持つ l 組の連立 1 次方程式（未
知数の数 n，方程式の数 m，m  ≥ n）の最小二乗解
を求める．m ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),B(100), 
     *          VW(200),IVW(100) 
      READ(5,500) M,N,L 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      WRITE(6,600)M,N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *            I=1,M) 
      LL=1 
      ISW=1 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,M) 
      WRITE(6,610) (I,B(I),I=1,M) 
      CALL LAXL(A,100,M,N,B,ISW,VW,IVW, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,630) (I,B(I),I=1,N) 
      IF(L.EQ.LL) GO TO 20 
      ISW=2 
      LL=LL+1 
      IF(LL.LE.L) GO TO 10 
   20 WRITE(6,640) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X, 
     * 'LINEAR LEAST SQUARES SOLUTION'/ 
     * 6X,'ROW NUMBER=',I4,5X, 
     * 'COLUMN NUMBER=',I4/6X, 
     * 'COEFFICIENT MATRIX='/ 
     * (10X,4('(',I3,',',I3,')',E17.8, 
     * 3X))) 
  610 FORMAT(///10X,'CONSTANT VECTOR=' 
     * /(10X,4('(',I3,')',E17.8,3X))) 
  620 FORMAT(' ',10X,'CONDITION CODE=',I6) 
  630 FORMAT(' ',10X,'SOLUTION VECTOR=' 
     * /(10X,4('(',I3,')',E17.8,3X))) 
  640 FORMAT('0',5X, 
     * 'LINEAR LEAST SQUARES SOLUTION ', 
     * 'END') 
      END 
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(4) 手法概要 
A を与えられた m × n なる実行列（rank(A) = n)，

b を与えられた  m 次元の定数ベクトルとすると
き， 

2Axb −  (4.1) 

を最小にする解（最小二乗解）を求めることを考
える． 

さて，ユークリッドノルムは直交変換に対して不
変であるから，Q を直交行列とすれば， 

b Ax Qb QAx C Rx− = − = −
2 2 2

 (4.2) 

となる．ここで，C = Qb，R = QA とする． 
いま，Q を 

( ) nnm ×−⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==
 }0

...

~R
RQA  (4.3) 

ここで，
~R  は n × n の上三角行列である． 

となるように選べば，(4.2) は (4.4) で表せる． 

21

2

   

~~

.........
C

xRC
RxC

−
=−  (4.4) 

ここで，
~C  は C の最初の n 次元ベクトル，C1 

は C から ~C  部分を除いた m - n 次元ベクトル
である． 

したがって，(4.4) は ~ ~C Rx 0− =  となるとき最小
となる． 

すなわち，(4.3) のように行列 A を直交変換によ
って上三角行列とすることが出来るならば，(4.1) 
の最小二乗解 ~x  は (4.5) により求めることができ
る． 

CRx 1 ~~ −=  (4.5) 

なお，本サブルーチンでは，次の手順により最
小二乗解を求める． 
a. 三角行列化 ····ハウスホルダー変換により， A 

を三角行列化して (4.3) により行
列 R を求める． 

b. 求解 ················(4.5) により最小二乗解 ~x  を求
める． 

実際の手続きは以下のとおりである． 

a. 三角行列化 
実行列を三角行列化する．すなわち，A(k) の要

素を )(k
ija とするならば， 

( )

( ) ( ) ( ) nk ,...,1,   

1

==
=

+ kk1k APA
AA

 (4.7) 

なる変換により， aik
k( +1) =0，i=k+1，…，m とな

るように直交行列 P(k) を (4.8) のように選ぶ
（図 LAXL-1 参照）． 
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A (k+1)=P (k) A (k) の変換では○印
要素が零となるように直交行列
P を選びだす。  枠要素は変更
される。 

 

図 LAXL-1  三角行列化過程 

 
したがって，次のようになる． 

( ) ( ) ( ) ( ) QAAPPPAR === −+ 111 ...nnn  

この変換をハウスホルダー変換という．とこ
ろで，本サブルーチンでは，次の点を考慮し
ている． 

・ k 段目の変換に先だって，計算誤差を少なくす
るために (4.8) において σk の値が最大となるよ
うな列を選択する．すなわち，(4.9) のうちか
ら最大となるような第 l 列を選び，それと第 k 
列を入れ換える． 
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( ) nkias
m
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k
ij

k
j ,...,, 2)()( ==∑
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 (4.9) 

sl
(k) の値が， 

( ) )1(

1
  maxs ini

k
l su

≤≤
⋅≤  

ここで，u は丸め誤差の単位である． 
であるならば，rank (A) < n と見なし ICON = 
20000 として処理を打ち切る． 

・ 変換時における計算量を減らすために P(k) を
直接計算せず，次のように変換する． 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )kTk
k

kk

kTkk
k

k

Auy
yuA

AuuIA

T
k

T
k

β

β

=

−=

⋅−=+

                      

                 

1

ここで，

 

 である． 

なお，ベクトル yk と A(k+1) を計算するとき，
u(k) の先頭 (k-1) 個の要素がゼロであることを
考慮する． 

b. 求解 

( ) ( ) ( )APPPR 11 ...−= nn  (4.10) 

であるから，定数ベクトルにも同じ変換を行
う． 

( ) ( ) ( )bPPPQbC 11 ...−== nn  (4.11) 

この C を用いて，連立 1 次元方程式 (4.12) を
解いて (4.1) の最小二乗解 ~x  を求める． 

CxR ~~ =  (4.12) 

~R  は上三角行列であるから，後退代入により
計算する． 

 
なお，詳細については，参考文献 [6] を参照する

こと． 
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A25-21-0101 LAXLM, DLAXLM 

実行列の最小二乗最小ノルム解（特異値分解法） 
CALL LAXLM(A,KA,M,N,B,ISW,EPS,SIG,V, 

KV, VW,ICON) 
 

(1) 機能 
m × n の実行列 A を係数とする連立 1 次方程式 

Ax=b (1.1) 

の最小二乗最小ノルム解 x+ を求める． 
すなわち，b が m 次元の実定数ベクトルである

とき， 

2Axb −  

が最小となる n 次元のベクトル x の中で， 

2x  

が最小となるものを求める． 
m≥1，n≥1 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
A(KA,N) なる 2 次元配列． 

KA·········· 入力．配列 A の整合寸法（≥M）． 
M············ 入力．係数行列 A の行数 m． 
N ············ 入力．係数行列 A の列数，行列 V の行数 

n． 
B············· 入力．定数ベクトル b． 

出力．最小二乗最小ノルム解 x+． 
大きさ max(m,n) の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

ISW ········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ方程式を 1 組だけ
解く場合及び複数組解く場合に応じて，
次のように指定する． 
ISW=0 のとき，1 組だけ方程式を解く． 
ISW=1 のとき，1 組目の方程式を解き，2 
組目以降の方程式を解くための情報を残
す． 
ISW=2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く．ただし，このとき B の値だけを新し
い定数ベクトル b の値に変え，それ以外
のパラメタは，ISW=1 として用いたとき
のままで使う． 
（使用上の注意②参照） 

EPS········· 入力．特異値の相対零判定値（≥0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意④参照） 

SIG ·········出力．特異値． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意③参照） 

V·············作業領域．V(KV,K) なる 2 次元配列． 
K=min(M+1,N)． 
（使用上の注意②参照） 

KV ··········入力．配列 V の整合寸法（≥N）． 
VW ·········作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······出力．コンディションコード． 

表 LAXLM-1 参照． 
 

表 LAXLM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 15000 ある特異値が求められなか

った． 
処理を打ち切る． 

 30000 KA<M，M<1，N<1，
KV<N，EPS<0.0 又は 
ISW≠0，1，2 であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，ASVD1，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… MIN0，SIGN，

SQRT，AMAX1，ABS 
 

b. 注意 
① 最小二乗最小ノルム解 x+ は，配列 B の先頭 n 

要素に格納される． 
② 最小二乗最小ノルム解を一つだけ求めるとき

には，ISW=0 と指定すると，特異値分解によ
る変換行列 U を計算しないので，計算量が少
なく有利である． 
なお，このとき配列 V の先頭の l 列に，行列 
V が格納される．この行列 V は A の上に重ね
書きができるように配慮されている． 
ここに l = min(m, n)． 
同一の係数行列を持つ複数組の連立 1 次方程
式の最小二乗最小ノルム解を続けて求める場
合には，1 組目は ISW = 1 と指定し，2 組目以
降は ISW = 2 と指定すれば，2 組目以降は，係
数行列の特異値分解を省略するので計算量が
少なくなる．なお，このときには，A の先頭
の l 列には行列 U が， V の先頭の l 列には行
列 V が格納されている． 
手法概要参照のこと． 

③ 特異値はすべて非負で，大きさの減少する順
に格納される．ICON = 15000 の場合には，求
められなかった特異値は -1 とし，大小順に整
列しない． 
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④ 本サブルーチンは A に階数落ち（rank(A) < 
min(m, n)）があるか，又はそのおそれがある
ときに用いるべきで，階数落ちがないことが
明白な場合には，サブルーチン LAXL を用い
るのが合理的である． 
入力パラメタ EPS は A の階数を決定するため
の重要な役目を果すので，その選択は慎重に
行わなければならない．手法概要④を参照の
こと． 

 
c. 使用例 

m 行 n 列の係数行列 A に関する連立 1 次方程
式 Ax = b の最小二乗最小ノルム解を求める．
行列 V を A の上に重ね書きする． 
 
1≤m≤100，1≤n≤100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),B(100), 
     *          SIG(100),VW(100) 
   10 READ(5,500) M,N 
      IF(M.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      WRITE(6,600) M,N,((I,J,A(I,J), 
     *             J=1,N),I=1,M) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,M) 
      WRITE(6,610) (I,B(I),I=1,M) 
      CALL LAXLM(A,100,M,N,B,0,0.0,SIG, 
     *           A,100,VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      CALL SVPRT(SIG,A,100,N,N) 
      WRITE(6,630)(I,B(I),I=1,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X, 
     * 'LEAST SQUARES AND MINIMAL', 
     * ' NORM SOLUTION'/6X, 
     * 'ROW NUMBER=',I4,5X, 
     * 'COLUMN NUMBER=',I4/6X, 
     * 'COEFFICIENT MATRIX='/ 
     * (10X,4('(',I3,',',I3,')', 
     * E17.7,3X))) 
  610 FORMAT(///10X, 
     * 'CONSTANT VECTOR=' 
     * /(10X,4('(',I3,')',E17.7,3X))) 
  620 FORMAT(' ',10X,'CONDITION CODE=', 
     * I6) 
  630 FORMAT('1',10X, 
     * 'SOLUTION VECTOR=' 
     * /(10X,4('(',I3,')',E17.7,3X))) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン SVPRT は，特異値
と固有ベクトルを印刷するものである．サブ
ルーチン SVPRT は，サブルーチン ASVD1 の
使用例に記載されている． 
 

(4) 手法概要 
m × n の行列 A と，m 次元の定数ベクトル b が与

えられたとき，連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

の最小二乗最小ノルム解 x+ を求める． 
すなわち残差ノルム 

2Axb −  (4.2) 

を最小にする解 x の中で，x 自身のノルム 

2x  (4.3) 

を最小にするものを求める． 
本サブルーチンでは，m と n の大小関係に制限

なく，どのような場合でも取り扱うことができる
が，実際によく現れるという理由から，以下の説
明では簡単のために m ≥ n と仮定する． 

 
a. 特異値分解と最小二乗最小ノルム解 

今，A の特異値分解が与えられているものと
する． 

TVUA Σ=  (4.4) 

ただし，U は (4.5) なる m × n の行列， 

U U IT =  (4.5) 

V は n 次の直交行列 

V V VV IT T= =  (4.6) 

Σ は n 次の対角行列 

( )nσσσ ,...,,diag 21=Σ  

であり， 

0...21 ≥≥≥≥ nσσσ  

となっているものとする． 
U の右に m - n 個の列ベクトルを追加して，m 
次の直交行列 Uc を作り，Σ の下に m - n 行 n 
列の零行列を付加して Σc とすると，特異値分
解は 

TVUA ccΣ=  (4.8) 

の形に書き直すことができる． 
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xVx
bUb

T

T
cc

~
,~

 (4.9) 

とすれば，直交行列 Uc は 
2
 ノルムを変えな

いので，(4.8) 及び (4.9) により 

( )
222

~~ xbAxbUAxb c
T
c cΣ−=−=−  (4.10) 

となる．したがって，
2

~~ xb cc Σ−  を最小にす

ればよい．ところが， Σc の最後の m - n 行は
零行列であるので 

21
2 ~

~ 
~

~~
b

b
c

xxb c
ΣΣ −=−  (4.11) 

の形である．ここに ~b  は cb
~

 の初めの n 個の

要素から成る n 次元ベクトルで， 

bUb T=~  (4.12) 

で与えられているものであり， 1

~
b  は cb

~
 から 

~b  の部分を除いた m - n 次元ベクトルである． 
このようにして，結局 

2
~~ xb ∑−  (4.13) 

を最小化すればよいことが分かる． 
今，行列 A の階数を r，つまり， 

0... , 0... 11 ===>≥≥ + nrr σσσσ  

と仮定する． ( )T
nxx ~,...,~~

1=x ， ( )Tnbbb ~,...,~~
1=  と

すると明らかに，最小二乗解の初めの r 個の
成分は 

rix iii ...,,2,1   ,~~ == σb  (4.14) 

で与えられ，残りの成分は任意である．すな
わち最小二乗解は一意的でない．これに対し
て，解自身のノルムを最小にするという条件
を加えれば，解は一意的に定められる．それ
には，(4.14) で与えられる成分以外の成分を 

nrixi ...,,1  , 0~ +==  (4.15) 

とすればよい．(4.9) を考慮し，V が直交変換

であって 
2
 ノルムを不変にすることから， 

xVx ~=+  (4.16) 

で得られる x+ は目的の最小二乗最小ノルム解
である．次に x+ を行列を用いて表すことを考
える． 
Σ の一般逆行列 Σ + は明らかに次のように表さ
れる． 

,,...,,diag 21 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=Σ ++++
nσσσ  (4.17) 

ここに， 

⎩
⎨
⎧

=
>

=+

0,0
0,1

i

ii
i σ

σσ
σ  (4.18) 

である．この Σ + を使えば (4.14)，(4.15) から 

bx ~~ += Σ  (4.19) 

となる．(4.16)，(4.19)，及び (4.12) より，最小
二乗最小ノルム解 x+ は 

bUVx T++ = Σ  (4.20) 

として与えられる．(4.20) は一般逆行列 A+ を
使って x+ = A+b と書くことができる．サブル
ーチン GINV の手法概要参照． 
 

b. 本サブルーチンにおける計算手順 
① A に左と右から交互にハウスホルダー変換を

施して，上 2 重対角行列 J0 に変換する． 

2-2111 ...... n-nn QQAQPPPJ =0  (4.21) 

詳細については，サブルーチン ASVD1 手法概
要 を参照のこと． 

② 上 2 重対角行列 J0 に左と右から直交変換を施
して，対角行列 Σ に変換する． 

q
TT

q TTJSS ...... 101=Σ  (4.22) 

各々の Si，Ti はそれぞれ 

ni LLLS ...32=  (4.23) 

ni RRRT ...32=  (4.24) 

の形で，2 次元の回転変換の積として与えられ
る．詳細については，サブルーチン ASVD1 手
法概要を参照のこと． 
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③ 行列 UT と V は，(4.4)，(4.21) 及び (4.22) から 

11 ...... PPSSU n
TT

q
T =  (4.25) 

qn TTQQV ...... 121 −=  (4.26) 

で与えられる． 
U と V とは，変換行列を逐次右から乗ずるこ
とにより，それぞれ配列 A と V の位置に生成
される． 
ただし，以上は ISW = 1 のときで，ISW = 0 の
場合には，U を生成することなく，直接に UTb 
を計算する．それには，UT を構成する変換行
列を，逐次 b の左から乗ずればよい． 

④ b の左から，順次 UT，Σ +，V を乗じて 

bUVx T++ = Σ  

を作る．ただし，ISW = 0 の場合は UT を乗ず
る部分を省略する． 

Σ + を乗ずるところで，実際には特異値 σi に対
す る 零 判 定 を 行 う ． 判 定 基 準 と し て は  

∞0J ･ EPS を用いる．判定基準より小さい特

異値は 0 とみなされる．EPS として 0.0 が入力
されたときは，16u を標準値として用いる．こ
こに，u は丸め誤差の単位である． 
 

以上の処理を，ISW = 0 の場合には直接本サブル
ーチンで，ISW = 1 の場合には，特異値分解の部分
を，サブルーチン ASVD1 により行っている． 

 
なお，詳細については，サブルーチン ASVD1 の

手法概要及び参考文献 [11] を参照すること． 
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A25-11-0401 LAXLR, DLAXLR 

実行列の最小二乗解の反復改良 
CALL LAXLR(X,A,K,M,N,FA,FD,B,IP,VW,ICON) 
 

(1) 機能 
m × n なる実行列 A (rank (A)=n) の連立 1 次方程

式 

Ax b=  (1.1) 

の近似最小二乗解 ~x  が与えられたとき，その解を
反復修正して改良する． 

ただし，b は m 次元の実定数ベクトル，x は n 次
元の解ベクトルである． 

なお，あらかじめ，係数行列 A は，列の入換え
を行う部分ピボッティングを伴って (1.2) のとおり
ハウスホルダー変換されていること． 

R QA=  (1.2) 

ここで，R は上三角行列，Q は直交行列であ
る． 

m≥n≥1 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············ 入力．近似最小二乗解 ~x ． 

出力．反復改良された最小二乗解 x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

A ············ 入力．係数行列 A． 
A(K,N) なる 2 次元配列． 

K ············ 入力．配列 A の整合寸法（≥M）． 
M············ 入力．係数行列 A の行数 m． 
N ············ 入力．係数行列 A の列数 n． 

（使用上の注意②参照） 
FA ·········· 入力．行列 R の上三角部分と行列 Q． 

FA(K,N) なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照．） 

FD ·········· 入力．行列 R の対角部分． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照．） 

B············· 入力．定数ベクトル b． 
大きさ m の 1 次元ベクトル． 

IP············ 入力．部分ピボッティングによる列の入
換えの履歴を示すトランスポジションベ
クトル． 
大きさ n の 1 次元ベクトル． 
（使用上の注意①参照．） 

VW········· 作業領域．大きさ m の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LAXLR-1 参照． 

表 LAXLR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 rank(A)<n であった． 処理を打ち切る． 
 25000 係数行列の条件が悪く，収

束条件を満足しなかった． 
処理を打ち切る． 
（収束条件につい
ては 手法概要 b. 参
照のこと） 

 30000 K<M， M<N 又は N<1 であ
った． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II…AMACH，MAV，MGSSL，ULALB 
② FORTRAN 基本関数… IABS，ABS，SQRT 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン LAXL によ

り求められた近似最小二乗解 ~x  を反復修正し
て，その精度を改良するものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に
サブルーチン LAXL を呼び出して近似最小二
乗解 ~x  を求め，続けて本サブルーチンを呼び
出すことにより反復改良された最小二乗解を
得ることができる． 
この場合，パラメタ X，FA，FD，IP には直前
に呼び出したサブルーチン LAXL のパラメタ 
B，A，VW，IVW の値（サブルーチン LAXL 
の項目参照）をそのまま入力すること．ただ
し，本サブルーチンでは係数行列 A と定数ベ
ク ト ル  b も 必 要 と す る た め サ ブ ル ー チ ン 
LAXL を呼ぶに先立ってこれらを保存してお
く必要がある． 
具体的には，使用例を参照されたい． 

② N=-n として指定すれば，サブルーチン LAXL 
により得られた近似最小二乗解 ~x  の残差ベク

トルのユークリッドノルム ( )b Ax− ~
2

 を得

ることができる． 
この場合，本サブルーチンでは解の反復改良
は行わず，単に残差ベクトルのユークリッド
ノルムを計算し，VW(1) に出力する． 

 
c. 使用例 

未知数の数 m，方程式の数 n（≤ m）の連立 1 
次方程式の最小二乗解  ~x  をサブルーチン 
LAXL により求め，その ~x  を本サブルーチン
で反復改良する． 
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m ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(50,50),FA(50,50),X(50), 
     *   B(50),VW(100),IVW(50),FD(100) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(4),NT3(4) 
      DATA NT1/'CO  ','EF  ','FI  ', 
     *         'CI  ','EN  ','T   '/, 
     *     NT2/'CO  ','NS  ','TA  ', 
     *         'NT  '/, 
     *     NT3/'SO  ','LU  ','TI  ', 
     *         'ON  '/ 
      READ(5,500) M,N 
      WRITE(6,600) M,N 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      CALL PGM(NT1,6,A,50,M,N) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,M) 
      CALL PGM(NT2,4,B,M,M,1) 
      DO 20 I=1,M 
      X(I)=B(I) 
      DO 10 J=1,N 
      FA(I,J)=A(I,J) 
   10 CONTINUE 
   20 CONTINUE 
      ISW=1 
      CALL LAXL(FA,50,M,N,X,ISW,FD,IVW, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL LAXLR(X,A,50,M,N,FA,FD,B,IVW, 
     *           VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL PGM(NT3,4,X,N,N,1) 
      STOP 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(10F8.3) 
  600 FORMAT('1',/6X,'LINEAR LEAST ' 
     * 'SQUARES SOLUTION'/ 
     * 6X,'ROW NUMBER=',I4/ 
     * 6X,'COLUMN NUMBER=',I4) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LAXL=',I6) 
  620 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LAXLR=',I6) 
      END 

 
サブルーチン PGM は，実行列を印刷するもの
である．プログラムは，サブルーチン MGSM 
の使用例に記載されている． 
 

(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

の近似最小二乗解（以降，近似解と略す） ~x  が与
えられたとき，その解を反復改良することを考え
る． 

a. 反復改良の考え方 
反復改良とは，(4.1) の解 x の s 回目の近似解
を x(s) と表せば，x(1)= ~x  として 

( ) ( )ss Axbr −=  (4.2) 
( ) ( )ss rAd =  (4.3) 

( ) ( ) ( )sss dxx +=+1  (4.4) 
 s=1,2,… 

によって連立 1 次方程式 (4.1) の改良された近
似解 x(s+1) (s=1,2,…) を逐次求めていくことであ
る． 
なお，反復改良の原理から，(4.2) の計算を正
確に行うなら，数値的に近似解 x(1) の改良解が
得られる． 
ただし，係数行列 A の条件が非常に悪い場合
には改良されないことがある． 
（3.4 (2) e. 解の反復改良  参照） 
 

b. 本サブルーチンにおける手順 
サブルーチン LAXL で最初の近似解 x(1) は求
められているものとする． 
本サブルーチンでは，以下を繰り返す． 

・ 残差 r(s) を (4.2) から計算する．これはサブル
ーチン MAV を用いて行う． 

・ 修正量 d(s) を (4.3) から求める．これはスレー
ブサブルーチン ULALB を用いて行う． 

・ 修正された近似解 x(s+1) を (4.4) から求める． 
 
収束判定法は，以下のとおりである． 
ここで丸め誤差の単位を u としたとき，s 回目
の反復過程において 

( ) ( ) uss ⋅<
∞

+
∞

21xd  (4.5) 

なる関係を満たしたとき，反復改良は収束し
たものと見なし，そのときの x(s+1) を解として
採用する． 
ただし，反復過程で 

( )

( )

( )

( )
∞

∞
−

∞
+

∞ ⋅>
s

s

s

s

x

d

x

d 1

1 2
1  

なる関係が生じた場合には，係数行列 A の条
件が非常に悪く，反復改良は収束しないと見
なし，ICON=25000 として処理を打ち切る． 
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A22-11-0401 LAXR, DLAXR 

実行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 
CALL LAXR(X,A,K,N,FA,B,IP,VW,ICON) 
 

(1) 機能 
n × n の実行列 A の連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復修正
して改良する． 

ただし，b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次
元の解ベクトルである． 

なお，あらかじめ，係数行列 A は (1.2) のとおり 
LU 分解されていること． 

PA LU=  (1.2) 

ここで，L と U はそれぞれ n × n の下三角行列と
単位上三角行列，P は部分ピボッティングによる行
の入換えを行う置換行列である． 

n≥1 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············ 入力．近似解ベクトル ~x ． 

出力．反復改良された解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

A ············ 入力．係数行列 A． 
A(K,N) なる 2 次元配列． 

K ············ 入力．配列 A，FA の整合寸法（≥N）． 
N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 

（使用上の注意②参照．） 
FA ·········· 入力．行列 L と行列 U． 

図 LAXR-1 参照． 
FA(K,N) なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照．） 

B············· 入力．定数ベクトル b． 
大きさ n の 1 次元配列． 

IP············ 入力．部分ピボッティングによる行の入
換えの履歴を示すトランスポジションベ
クトル． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

VW········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LAXR-1 参照． 
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図 LAXR-1  係数行列 A を LU 分解した下三角行列 L 及び 

単位上三角行列 U の各要素の格納方法 

表 LAXR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 係数行列が非正則であっ

た． 
処理を打ち切る． 

 25000 係数行列の条件が悪く，
収束条件を満足しなかっ
た． 

処理を打ち切る． 
（収束条件については手
法概要 b. 参照のこと） 

 30000 K<N 又は N<1 であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，LUX，MAV，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン LAX により

求められた近似解 ~x  を反復修正して，その精
度を改良するものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に
サブルーチン LAX を呼び出して近似解 ~x を求
め，続けて本サブルーチンを呼び出すことに
より反復改良された解を得ることができる． 
この場合，パラメタ X，FA，IP には直前に呼
び出したサブルーチン LAX の結果をそのまま
入力すること．ただし，本サブルーチンでは
係数行列 A と定数ベクトル b も必要とするた
めサブルーチン LAX を呼ぶに先立ってそれら
を保存しておく必要がある． 
具体的には使用例を参照されたい． 
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② N = −n と指定すれば，サブルーチン LAX によ
り得られた近似解 ~x  の推定精度（相対誤差）
を得ることができる． 
この場合，本サブルーチンでは解の反復改良
は行わず，単に相対誤差を計算し，VW(1) に
出力する． 
精度の推定については，手法概要 c. を参照さ
れたい． 
 

c. 使用例 
n 元の連立 1 次方程式の近似解 ~x  をサブルー
チン LAX により求め，その ~x  を本サブルー
チンで反復改良する． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),FA(100,100), 
     *   X(100),B(100),VW(100),IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,610) (I,B(I),I=1,N) 
      DO 20 I=1,N 
      X(I)=B(I) 
      DO 20 J=1,N 
      FA(J,I)=A(J,I) 
   20 CONTINUE 
      EPSZ=0.0E0 
      ISW=1 
      K=100 
      CALL LAX(FA,K,N,X,EPSZ,ISW,IS,VW,IP, 
     *         ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL LAXR(X,A,K,N,FA,B,IP,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,640) (I,X(I),I=1,N) 
      DET=IS 
      DO 30 I=1,N 
      DET=DET*FA(I,I) 
   30 CONTINUE 
      WRITE(6,650) DET 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X, 
     * '**COEFFICIENT MATRIX'/ 
     * 12X,'ORDER=',I5/(10X,4('(',I3,',', 
     * I3,')',E17.8))) 
  610 FORMAT(///10X,'CONSTANT VECTOR'/ 
     * (10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  620 FORMAT('0',10X,'LAX  ICON=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'LAXR ICON=',I5) 
  640 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  650 FORMAT(///10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX=',E17.8) 
      END 

 

(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復改良
することを考える． 
a. 反復改良の考え方 

反復改良とは，(4.1) の解 x の s 回目の近似解
を x(s) と表せば，x(1) = ~x  として 

( ) ( )ss Axbr −=  (4.2) 
( ) ( )ss rAd =  (4.3) 

( ) ( ) ( )sss dxx +=+1  (4.4) 
    s=1,2,… 

によって連立 1 次方程式 (4.1) の改良された近
似解 x(s+1) (s=1,2,…) を逐次求めていくことであ
る． 
なお，反復改良の原理から，(4.2) の計算を正
確に行うなら，数値的に近似解 x(1) の改良解が
得られる． 
ただし，係数行列 A の条件が非常に 悪い場合
には改良されないことがある． 
（3.4 (2) e. 解の反復改良  参照） 

b. 本サブルーチンにおける手順 
サブルーチン LAX で最初の近似解 x(1) は求め
られているものとする． 
本サブルーチンでは，以下を繰り返す． 

・ 残差 r (s) を (4.2) から計算する．これはサブル
ーチン MAV を用いて行う． 

・ 修正量 d (s) を (4.3) から求める．これはサブル
ーチン LUX を用いて行う． 

・ 修正された近似解 x (s+1) を (4.4) から求める． 
 
収束判定法は，以下のとおりである． 
ここで丸め誤差の単位を u としたとき，s 回目
の反復過程において 

( ) ( ) uss 21 <
∞

+
∞

xd  (4.5) 

なる関係を満たしたとき，反復改良は収束し
たものと見なし，そのときの x(s+1) を解として
採用する． 
ただし，反復過程で 

( )

( )

( )

( )
∞

∞
−

∞
+

∞ ⋅>
s

s

s

s

x

d

x

d 1

1 2
1  

なる関係が生じた場合には，係数行列 A の条
件が非常に悪く，反復改良は収束しないと見
なし，ICON = 25000 として処理を打ち切る． 
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c. 近似解の精度推定 
近似解 x(1) における誤差を e(1)（= x(1) − x）とす

れば，相対誤差は ( ) ( )
∞∞

11 xe  である．い

ま反復法が収束するならば，e(1) と d(1) はほぼ
等しいものと考えられるから，近似解の相対

誤差は ( ) ( )
∞∞

11 xd  によって推定できる．

（3.4 (2) f. 近似解の精度推定  参照） 

 
なお，詳細については，文献 [1]，[3] 及び [5] を

参照すること． 
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A52-11-0101 LBX1,DLBX1 

実バンド行列の連立 1 次方程式（ガウス消去法） 
CALL LBX1(A,N,NH1,NH2,B,EPSZ,ISW,IS, 

FL, VW,IP,ICON) 
 

(1) 機能 
実係数連立 1 次方程式 

Ax=b (1.1) 

をガウス消去法で解く．ただし，A は n × n，下バ
ンド幅 h1，上バンド幅 h2 のバンド行列，b は n 次
元の実定数ベクトル，x は n 次元の解ベクトルであ
る． 

n > h1 ≥ 0，n > h2 ≥ 0 であること． 
 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n･min(h1+h2+1,n) の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
NH1········ 入力．下バンド幅 h1． 
NH2········ 入力．上バンド幅 h2． 
B············· 入力．定数ベクトル． 

出力．解ベクトル． 
大きさ n の 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値 (≥0.0)．
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照．） 

ISW········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ l (≥1) 組の方程式
を解くとき，次のとおり指定する． 
ISW=1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW=2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く．ただし，このとき B の値だけを新し
い定数ベクトル b の値に変え，それ以外
のパラメタはそのままで使う．（使用上
の注意②参照） 

IS············ 出力．行列 A の行列式を求めるための情
報．（使用上の注意③参照） 

FL··········· 作業領域．大きさ (n−1)･h1 の 1 次元配
列． 

VW········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
IP············ 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LBX1-1 参照． 
 

表 LBX1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 ピボットが相対的に零となっ

た．係数行列は非正則の可能性
が強い． 

処理を打ち切る.

 30000 N≤NH1，N≤NH2，NH1<0，
NH2<0，EPSZ<0.0 又は 
ISW≠1,2 であった． 

処理を打ち切る.

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，BLUX1，BLU1，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… ABS，MIN0 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンでは，ピボットの相対零判定

法として，ガウス消去法による LU 分解の過
程でピボットの値が（係数行列の絶対値最大
要素）*EPSZ より小さい場合に，そのピボッ
トを相対的に零と見なし，ICON = 20000 とし
て処理を打ち切る． 
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き，EPSZ = 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行
させる場合には，EPSZ へ極小の値を与えれば
よいが，その結果は保証されない． 

② 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいく
つか続けて解く場合には，2 回目以降 ISW=2 
として解くと，係数行列 A の LU 分解過程を
省略するので計算時間が少なくなる．なお，
この場合 IS の値は，ISW = 1 のときの値が保
証される． 

③ 行列 A の行列式は，n 個の配列要素 A ( i・ 
h+1)，i= 0，1，…，n-1 の積と IS の値を掛け
合わせて得られる．ただし， 
h = min(h1+h1+1,n)． 

④ 本サブルーチンでは，バンド行列の特性を生
かして，データ格納領域を節約出来るよう
に，バンド行列を格納しているが，バンド幅
の大きさによっては，密行列の連立 1 次方程
式を解くサブルーチン LAX より（作業領域を
含めて）データ格納領域を多く必要とする場
合がある．その時は，サブルーチン LAX を用
いた方がデータ格納領域を節約できる． 
本サブルーチンの特性を生かせるのは，次数 n 
の係数行列の上バンド幅と下バンド幅が等し
いなら，各々のバンド幅が約 n / 3 以下の場合
である． 
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c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l 組の n 元連立 1 次方程
式を解く． 
n ≤ 100，h1 ≤ 20，h2 ≤ 20 の場合． 
 

C     ** EXAMPLE ** 
      DIMENSION A(4100),B(100),IP(100), 
     *   FL(1980),VW(100) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(4),NT3(4) 
      DATA NT1/'CO  ','EF  ','FI  ', 
     *         'CI  ','EN  ','T   '/, 
     *     NT2/'CO  ','NS  ','TA  ', 
     *         'NT  '/, 
     *     NT3/'SO  ','LU  ','TI  ', 
     *         'ON  '/ 
      READ(5,500) N,NH1,NH2,L 
      WRITE(6,600) N,NH1,NH2 
      NT=N*MIN0(N,NH1+NH2+1) 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      M=1 
      ISW=1 
      EPSZ=1.0E-6 
      CALL PBM(NT1,6,A,N,NH1,NH2) 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL PGM(NT2,4,B,N,N,1) 
      CALL LBX1(A,N,NH1,NH2,B,EPSZ,ISW,IS, 
     *          FL,VW,IP,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.EQ.0) GOTO 20 
      WRITE(6,620) 
      STOP 
   20 CALL PGM(NT3,4,B,N,N,1) 
      M=M+1 
      ISW=2 
      IF(L.GT.M) GO TO 10 
      WRITE(6,630) 
      STOP 
  500 FORMAT(4I4) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/// 
     * 5X,'LINEAR EQUATIONS  AX=B'/ 
     * 5X,'ORDER=',I4/ 
     * 5X,'SUB-DIAGONAL LINES=',I4/ 
     * 5X,'SUPER-DIAGONAL LINES=',I4) 
  610 FORMAT(' ',4X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(' '/5X, 
     * '** ABNORMAL END **') 
  630 FORMAT(' '/5X,'** NORMAL END **') 
      END 
 
C     ** MATRIX PRINT (REAL BAND) ** 
      SUBROUTINE PBM(ICOM,L,A,N,NH1,NH2) 
      DIMENSION A(1) 
      CHARACTER*4 ICOM(1) 
      WRITE(6,600) (ICOM(I),I=1,L) 
      M=MIN0(NH1+NH2+1,N) 
      IE=0 
      IB=1 
      DO 10 I=1,N 
      J=MAX0(1,I-NH1) 
      KIB=IB 
      KIE=IE+MIN0(NH1+1,I)+MIN0(NH2,N-I) 
 

      WRITE(6,610) I,J,(A(K),K=KIB,KIE) 
      IE=IE+M 
      IB=IB+M 
   10 CONTINUE 
      RETURN 
  600 FORMAT(/10X,35A2) 
  610 FORMAT(/3X,'(',I3,',',I3,')', 
     * 3(2X,E16.7)/(12X,3(2X,E16.7))) 
      END 
 

サブルーチン PGM 及び PBM は，実行列及び
バンド行列を印刷するものである． 
サブルーチン PGM は，サブルーチン MGSM 
の使用例に記載されている． 

 
(4) 手法概要 

バンド行列 A を係数に持つ連立 1 次方程式 

Ax = b (4.1) 

を次の手順で解く． 
a. 係数行列 A の LU 分解（ガウス消去法） 

ガウス消去法により，係数行列 A を単位下バ
ンド行列 L と上バンド行列 U に分解する． 

A = LU (4.2) 

この計算はサブルーチン  BLU1 を用いて行
う． 

 
b. 求解（前進代入，後退代入） 

連立 1 次方程式 (4.1) を解くことは 

LUx = b (4.3) 

を解くことと同値であり，この方程式を 

Ly = b (4.4) 
Ux = y  (4.5) 

として，前進代入，後退代入によって解く． 
この計算はサブルーチン BLUX1 を用いて行
う． 
 

なお，参考文献として [1]，[3]，[4] 及び [8] を参
照すること． 
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A52-11-0401  LBX1R, DLBX1R 

実バンド行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 
CALL LBX1R (X, A, N, NH1, NH2, FL, FU, B, IP, 

VW, ICON) 
 

(1) 機能 
n × n，下バンド幅 h1，上バンド幅 h2 の実バンド

行列 A の連立 1 次方程式 

Ax=b (1.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復修正
して改良する． 

ただし，b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次
元の解ベクトルである． 

なお，あらかじめ，係数行列 A は (1.2) のとおり 
LU 分解されていること． 

A=LU (1.2) 

ここで，L と U はそれぞれ n × n の単位下バンド
行列と上バンド行列である． 

n > h1 ≥ 0，n > h2 ≥ 0 であること． 
 

(2) パラメタ 
X ············ 入力．近似解ベクトル ~x ． 

出力．反復改良された解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

A ············ 入力．係数行列 A． 
バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n･min (h1+h2+1, n) の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
（使用上の注意②参照） 

NH1········ 入力．係数行列 A の下バンド幅 h1． 
NH2········ 入力．係数行列 A の上バンド幅 h2． 
FL··········· 入力．行列 L． 

図 LBX1R-1 参照． 
大きさ (n-1)･h1 の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

FU ·········· 入力．行列 U． 
図 LBX1R-2 参照． 
大きさ n･min (h1 + h2 + 1, n) の 1 次元配
列． 
（使用上の注意①参照） 

B············· 入力．定数ベクトル b． 
大きさ n の 1 次元配列． 

IP············ 入力．部分ピボッティングによる行の入
換えの履歴を示すトランスポジションベ
クトル． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

VW········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LBX1R-1 参照． 
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図 LBXIR-1  配列 FL における L の各要素の格納方法 

 上バンド行列 U
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[注意] 
* … * 印要素は任意の数値である． 
h = min(h1 + h2 + 1, n)． 

n⋅h

unn 

配列 FU 

 
図 LBXIR-2  配列 FU における U の各要素の格納方法 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，BLUX1，MBV，MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 … ABS，MIN0 
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表 LBXIR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 係数行列が非正則であった． 処理を打ち切る．

 25000 係数行列の条件が悪く，収束条
件を満足しなかった． 

処理を打ち切る．
（収束条件につい
ては手法概要 b. 参
照のこと） 

 30000 N=0，N ≤ NH1，N ≤ NH2，
NH1<0 又は NH2<0 であった． 

処理を打ち切る．

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン LBX1 によ

り求められた近似解 ~x  を反復修正して，その
精度を改良するものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に
サブルーチン LBX1 を呼び出して近似解 ~x  を
求め，続けて本サブルーチンを呼び出すこと
により反復改良された解を得ることができ
る． 
この場合，パラメタ X，FL，FU，IP には直前
に呼び出したサブルーチン LBX1 のパラメタ 
B，FL，A，IP（サブルーチン LBX1 の項目参
照）の値をそのまま入力すること．ただし，
本サブルーチンでは，係数行列 A と定数ベク
トル b も必要とするためサブルーチン LBX1 
を呼ぶに先立って，それらを保存しておく必
要がある． 
具体的には使用例を参照されたい． 

② N = −n として指定すれば，サブルーチン LBX1 
により得られた近似解 ~x  の推定精度（相対誤
差）を得ることができる． 
この場合，本サブルーチンでは解の反復改良
は行わず，単に相対誤差を計算し，VW(1) に
出力する．精度の推定については，手法概要 
c. を参照されたい． 

 
c. 使用例 

n 元の連立 1 次方程式の近似解 ~x  をサブルー
チン LBX1 により求め，その ~x  を本サブルー
チンで反復改良する． 
n ≤ 50，h1 ≤ 10，h2 ≤ 10 の場合 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1050),FL(490),FU(1050), 
     *  X(50),B(50),VW(50),IP(50) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(4),NT3(4) 
      DATA NT1/'CO  ','EF  ','FI  ', 
     *         'CI  ','EN  ','T   '/, 
     *     NT2/'CO  ','NS  ','TA  ', 
     *         'NT  '/, 
     *     NT3/'SO  ','LU  ','TI  ', 
     *         'ON  '/ 
 

      READ(5,500) N,NH1,NH2 
      WRITE(6,600) N,NH1,NH2 
      NT0=MIN0(NH1+NH2+1,N) 
      NT=N*NT0 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      CALL PBM(NT1,6,A,N,NH1,NH2) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL PGM(NT2,4,B,N,N,1) 
      DO 10 I=1,N 
   10 X(I)=B(I) 
      DO 20 I=1,NT 
   20 FU(I)=A(I) 
      CALL LBX1(FU,N,NH1,NH2,X,0.0,1,IS, 
     *          FL,VW,IP,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL LBX1R(X,A,N,NH1,NH2,FL,FU,B,IP, 
     *           VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL PGM(NT3,4,X,N,N,1) 
      DET=IS 
      IC=1 
      DO 30 I=1,N 
      DET=DET*FU(IC) 
   30 IC=IC+NT0 
      WRITE(6,630) DET 
      STOP 
  500 FORMAT(3I4) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/ 
     * 6X,'LINEAR EQUATIONS AX=B'/ 
     * 6X,'ORDER=',I4/ 
     * 6X,'SUB-DIAGONAL LINES=',I4/ 
     * 6X,'SUPER-DIAGONAL LINES=',I4) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LBX1=',I4) 
  620 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LBX1R=',I6) 
  630 FORMAT(' ',5X,'DETERMINANT=',E15.7) 
      END 

 
サブルーチン PBM 及び PGM は，バンド行列
及び実行列を印刷するものである．プログラ
ムは，サブルーチン LBX1 及び MGSM の各使
用例に記載されている． 
 

(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

Ax = b (4.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復改良
することを考える． 
a. 反復改良の考え方 

反復改良とは，(4.1) の解 x の s 回目の近似解
を x(s) と表せば，x(1) = ~x として 

)()( ss Axbr −=  (4.2) 
)()( ss rAd =  (4.3) 

)()()1( sss dxx +=+  (4.4) 
,...2,1=s  
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によって連立 1 次方程式 (4.1) の改良された近
似解 x(s+1) (s = 1, 2, …) を逐次求めていくことで
ある． 
なお，反復改良の原理から，(4.2) の計算を正
確に行うなら，数値的に近似解 x(1) の改良解が
得られる． 
ただし，係数行列 A の条件が非常に悪い場合
には改良されないことがある． 
（3.4 (2) e. 解の反復改良  参照） 
 

b. 本サブルーチンにおける手順 
サブルーチン LBX1 で最初の近似解 x(1) は求め
られているものとする． 
本サブルーチンでは，以下を繰り返す． 

・ 残差 r(s) を (4.2) から計算する．これはサブル
ーチン MBV を用いて行う． 

・ 修正量 d(s) を (4.3) から求める．これはサブル
ーチン BLUX1 を用いて行う． 

・ 修正された近似解 x(s+1) を (4.4) から求める． 
 
収束判定法は，以下のとおりである． 
ここで丸め誤差の単位を u としたとき，s 回目
の反復過程において 

uss ⋅<
∞

+
∞

2)1()( xd  (4.5) 

なる関係を満たしたとき，反復改良は収束し
たものと見なし，そのときの  x(s+1) を解として
採用する． 
ただし，反復過程で 

∞

∞
−

∞
−

∞ ⋅>
)(

)1(

)1(

)(

2
1

s

s

s

s

x

d

x

d
 

なる関係が生じた場合には，係数行列 A の条
件が非常に悪く，反復改良は収束しないと見
なし，ICON = 25000 として処理を打ち切る． 

 
c. 近似解の精度推定 

近似解 x(1) における誤差を e(1) (=x(1)-x ) とすれ

ば，相対誤差は e x( ) ( )1

∞ ∞

s  である．いま反

復法が収束するならば，e(1) と d(1) はほぼ等し
いものと考えられるから，近似解の相対誤差

は  d x( ) ( )1 1

∞ ∞
 によって推定できる．（3.4 

(2) f. 近似解の精度推定  参照） 
 

なお，詳細については，文献 [1]，[3] 及び [5] を
参照すること． 
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A22-15-0101 LCX,DLCX 

複素行列の連立 1 次方程式（クラウト法） 
CALL LCX (ZA, K, N, ZB, EPSZ, ISW, IS, ZVW, 

IP,ICON) 
 

(1) 機能 
複素係数連立 1 次方程式 

Ax =b (1.1) 

をクラウト法で解く．ただし，A は n × n の正則な
複素行列，b は n 次元の複素定数ベクトル，x は n 
次元の解ベクトルである．n ≥ 1 であること． 

 
(2) パラメタ 
ZA ·········· 入力．係数行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
ZA (K, N) なる複素数型 2 次元配列． 

K ············ 入力．配列 ZA の整合寸法（≥ N）． 
N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
ZB ·········· 入力．定数ベクトル b． 

出力．解ベクトル x． 
大きさ n の複素数型 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値 
（≥ 0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照） 

ISW ········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ l（≥ 1）組の方程
式を解くとき，次のとおり指定する． 
ISW = 1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW = 2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く． 
ただし，このとき ZB の値だけを新しい
定数ベクトル b の値に変え，それ以外の
パラメタはそのままで使う．（使用上の
注意②参照） 

IS············ 出力．行列 A の行列式を求めるための情
報．演算後の配列 ZA の n 個の対角要素
と IS の値を掛け合わせると，行列式が得
られる． 

ZVW ······ 作業領域．大きさ n の複素数型 1 次元配
列． 

IP············ 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LCX-1 参照． 

表 LCX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 係数行列のある行の要素がす

べて零であったか又はピボッ
トが相対的に零となった．係
数行列は非正則の可能性が強
い． 

処理を打ち切る. 

 30000 K<N，N<1，EPSZ<0.0 又は 
ISW ≠ 1,2 であった． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，CLU，CLUX，CSUM，

MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… REAL，AIMAG，ABS 

 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し

たとすると，この値は次の意味を持ってい
る．すなわち，クラウト法による LU 分解の
過程でピボットの実部と虚部の値が，同時に 
10 進 s 桁以上の桁落ちを生じた場合にそのピ
ボットを相対的に零と見なし，ICON = 20000 
として処理を打ち切る． 
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き，EPSZ = 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行
させるには，EPSZ へ極小の値を与えればよい
が，その結果は保証されない． 

② 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいく
つか続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 
として解くと，係数行列 A の LU 分解過程を
省略するので計算時間が少なくなる．なお，
この場合 IS の値は，ISW = 1 のときの値が保
証される． 
 

c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l 組の n 元の複素係数連
立 1 次方程式を解く．n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(100,100),ZB(100), 
     *          ZVW(100),IP(100) 
      COMPLEX ZA,ZB,ZVW,ZDET 
      READ(5,500) N,L 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,ZA(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      M=1 
      ISW=1 
      EPSZ=1.0E-6 
   10 READ(5,510) (ZB(I),I=1,N) 
      WRITE(6,610) (I,ZB(I),I=1,N) 
      CALL LCX(ZA,100,N,ZB,EPSZ,ISW,IS, 
     *         ZVW,IP,ICON) 
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      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,630) (I,ZB(I),I=1,N) 
      IF(L.EQ.M) GOTO 20 
      M=M+1 
      ISW=2 
      GOTO 10 
   20 ZDET=CMPLX(FLOAT(IS),0.0) 
      DO 30 I=1,N 
      ZDET=ZDET*ZA(I,I) 
   30 CONTINUE 
      WRITE(6,640) ZDET 
      STOP 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(5(2F8.3)) 
  600 FORMAT('1',10X, 
     * '** COMPLEX MATRIX **'/ 
     * 12X,'ORDER=',I5/ 
     * (3X,2('(',I3,',',I3,')',2E15.8, 
     * 2X))) 
  610 FORMAT(///10X,'COMPLEX CONSTANT ', 
     * 'VECTOR',/(5X,3('(',I3,')',2E15.8, 
     * 2X))) 
  620 FORMAT('0',10X,'CONDITION CODE=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (5X,3('(',I3,')',2E15.8,2X))) 
  640 FORMAT(///10X,'DETERMINANT OF ', 
     * 'MATRIX',2E15.8) 
      END 

 

(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

Ax = b (4.1) 

を次の手順で解く． 
a. 係数行列 A の LU 分解（クラウト法） 

クラウト法により，係数行列 A を下三角行列 
L と単位上三角行列 U の積に分解する．丸め
誤差を少なくするため分解過程において部分
ピボッティングを行う． 

PA = LU (4.2) 

ここで，P はピボッティングによる行の入れ
換えを行う置換行列である．この計算はサブ
ルーチン CLU を用いて行う． 
 

b. 求解（前進代入，後退代入） 
連立 1 次方程式 (4.1) を解くことは 

LUx = Pb (4.3) 

を解くことと同値であり，この方程式は 

Ly = Pb (4.4) 
Ux = y (4.5) 

として，前進代入，後退代入によって解く．
この計算はサブルーチン  CLUX を用いて行
う． 
 

なお，詳細については，参考文献 [1]，[3] 及び 
[4] を参照すること． 
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A22-15-0401 LCXR,DLCXR 

複素行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 
CALL LCXR(ZX, ZA, K, N, ZFA, ZB, IP, ZVW,  

ICON) 
 

(1) 機能 
n × n の複素行列 A の連立 1 次方程式 

Ax = b (1.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復修正
して改良する． 

ただし，b は n 次元の複素定数ベクトル，x は n 
次元の解ベクトルである． 
なお，あらかじめ，係数行列 A は (1.2) のとおり 
LU 分解されていること． 

PA = LU (1.2) 

ここで，L と U はそれぞれ n × n の下三角行列と
単位上三角行列，P は部分ピボッティングによる行
の入換えを行う置換行列である．n ≥ 1 であるこ
と． 

 
(2) パラメタ 
ZX ·········· 入力．近似解ベクトル ~x ． 

出力．反復改良された解ベクトル x． 
大きさ n の複素数型 1 次元配列． 

ZA ·········· 入力．係数行列 A． 
ZA (K,N) なる複素数型 2 次元配列． 

K ············ 入力．配列 ZA，ZFA の整合寸法（≥ 
N）． 

N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
（使用上の注意②参照） 

ZFA········ 入力．行列 L と行列 U． 
図 LCXR-1 参照． 
ZFA (K,N) なる複素数型 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

ZB ·········· 入力．定数ベクトル b． 
大きさ n の複素数型 1 次元配列． 

IP············ 入力．部分ピボッティングによる行の入
換えの履歴を示すトランスポジションベ
クトル． 
大きさ n の 1 次元配列．（使用上の注意
①参照） 

ZVW ······ 作業領域．大きさ n の複素数型 1 次元配
列． 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 LCXR-1 参照． 
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図 LCXR-1  配列 ZFA における L 及び U の各要素の格納方法 

表 LCXR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 係数行列が非正則であっ

た． 
処理を打ち切る． 

 25000 係数行列の条件が悪く，収
束条件を満足しなかった． 

処理を打ち切る． 
（収束条件につい
ては手法概要 b. 参
照のこと） 

 30000 K<N 又は N<1 であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，CLUX，CSUM，MCV，

MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… REAL，AIMAG，

ABS，IABS 
 

b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン LCX により

求められた近似解 ~x  を反復修正して，その精
度を改良するものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前に
サブルーチン LCX を呼び出して近似解 ~x  を
求め，続けて本サブルーチンを呼び出すこと
により反復改良された解を得ることができ
る． 
この場合，パラメタ ZX，ZFA，IP には直前に
呼び出したサブルーチン LCX の結果をそのま
ま入力すること．ただし，本サブルーチンで
は係数行列 A と定数ベクトル b も必要とする
ためサブルーチン LCX を呼ぶに先立ってそれ
らを保存しておく必要がある． 
具体的には使用例を参照されたい． 
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② N = - n と指定すれば，サブルーチン LCX によ

り得られた近似解 x~  の推定精度（相対誤差）

を得ることができる． 
この場合，本サブルーチンでは解の反復改良
は行わず，単に相対誤差を計算し，ZVW(1) に
出力する． 
精度の推定については，手法概要 c. を参照さ
れたい． 
 

c. 使用例 
n 元の連立 1 次方程式の近似解 ~x  をサブルー
チン LCX により求め，その ~x  を本サブルー
チンで反復改良する．n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(100,100),ZFA(100,100), 
     *  ZX(100),ZB(100),ZVW(100),IP(100) 
      COMPLEX ZA,ZFA,ZX,ZB,ZVW,ZDET 
      READ(5,500) N 
      IF(N.LE.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,ZA(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      READ(5,510) (ZB(I),I=1,N) 
      WRITE(6,610) (I,ZB(I),I=1,N) 
      DO 10 I=1,N 
      ZX(I)=ZB(I) 
      DO 10 J=1,N 
      ZFA(I,J)=ZA(I,J) 
   10 CONTINUE 
      K=100 
      CALL LCX(ZFA,K,N,ZX,0.0,1,IS,ZVW,IP, 
     *         ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL LCXR(ZX,ZA,K,N,ZFA,ZB,IP,ZVW, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,640) (I,ZX(I),I=1,N) 
      ZDET=IS 
      DO 20 I=1,N 
      ZDET=ZDET*ZFA(I,I) 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,650) ZDET 
      STOP 
  500 FORMAT(I3) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'COEFFICIENT MATRIX'/ 
     * 6X,'ORDER=',I5/(6X,2('(',I3,',',I3, 
     * ')',2E15.8,1X))) 
  610 FORMAT(' ',5X,'CONSTANT VECTOR'/ 
     * (6X,3('(',I3,')',2E15.8))) 
  620 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LCX=',I5) 
  630 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LCXR=',I5) 
  640 FORMAT(' ',5X,'IMPROVED SOLUTION'/ 
     * (6X,3('(',I3,')',2E15.8,1X))) 
  650 FORMAT(' ',5X,'DETERMINANT=',2E15.8) 
      END 

 

(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

Ax = b (4.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復改良
することを考える． 

 
a. 反復改良の考え方 

反復改良とは，(4.1) の解 x の s 回目の近似解
を x(s) と表せば，x(1)= ~x  として 

r(s)=b−Ax(s) (4.2) 
Ad(s)=r(s) (4.3) 
x(s+1)=x(s)+d(s) (4.4) 
s=1,2,… 

によって連立 1 次方程式 (4.1) の改良された近
似解 x(s+1)（s = 1，2，…）を逐次求めていくこ
とである． 
なお，反復改良の原理から，(4.2) の計算を正
確に行うなら，数値的に近似解 x(1) の改良解が
得られる． 
ただし，係数行列 A の条件が非常に悪い場合
には改良されないことがある． 
（3.4 (2) e. 解の反復改良  参照） 
 

b. 本サブルーチンにおける手順 
サブルーチン LCX で最初の近似解 x(1) は求め
られているものとする． 
本サブルーチンでは，以下を繰り返す． 

・ 残差 r(s) を (4.2) から計算する．これはサブル
ーチン MCV を用いて行う． 

・ 修正量 d(s) を (4.3) から求める．これはサブル
ーチン CLUX を用いて行う． 

・ 修正された近似解 x(s+1) を (4.4) から求める． 
 
収束判定法は，以下のとおりである． 
ここで丸め誤差の単位を u としたとき，s 回目
の反復過程において 

d x( ) ( )s s u
∞

+

∞
<1 2  (4.5) 

なる関係を満たしたとき，反復改良は収束し
たものと見なし，そのときの x(s+1) を解として
採用する． 



LCXR 

397 

ただし，反復過程で 

d
x

d
x

( )

( )

( )

( )

s

s

s

s
∞

+

∞

−

∞

∞

> ⋅
1

11
2

 

なる関係が生じた場合には，係数行列 A の条
件が非常に悪く，反復改良は収束しないと見
なし，ICON=25000 として処理を打ち切る． 
 

c. 近似解の精度推定 
近似解 x(1) における誤差を e(1) (=x(1) − x) とすれ

ば，相対誤差は e x( ) ( )1 1

∞ ∞
 である．いま反

復法が収束するならば，e(1) と d(1) はほぼ等し
いものと考えられるから，近似解の相対誤差

は  d x( ) ( )1 1

∞ ∞
 によって推定できる．（3.4 

(2) f. 近似解の精度推定  参照） 

 
なお，詳細については，文献 [1]，[3] 及び [5] を

参照すること． 
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A22-51-0702 LDIV, DLDIV 

LDLT 分解された正値対称行列の逆行列 
CALL LDIV (FA, N, ICON) 
 

(1) 機能 
LDLT 分解された n × n の正値対称行列 A の逆行

列 A-1 を求める． 

( )A L D L− − − −=1 1 1 1T  (1.1) 

ただし，L，D はそれぞれ n × n の単位下三角行列
と対角行列である． 

n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
FA ·········· 入力．行列 L と行列 D-1． 

図 LDIV-1 参照． 
出力．逆行列 A-1． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．行列 L，D の次数 n． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LDIV-1 参照． 
 
 

単位下三角行列 L 

部分だけ 
下三角 

対角要 
素を逆 
数にし 
て 
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[注意] 行列 D-1 + (L-I) の対角部分及び下三角部分を，対称行列

用圧縮モードで 1 次元配列 FA に格納する． 

図 LDIV-1  行列 L 及び D の格納方法 

表 LDIV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 行列が正値でなかった． 処理は続行する． 
 30000 N < 1 であった． 処理を打ち切る． 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… なし 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，LDLT 分解された正値対称

行列を入力して，分解された元の正値対称行
列の逆行列を計算する．LDLT 分解はサブルー
チン SLDL により行い，続けて本サブルーチ
ンを呼び出すことにより逆行列を求めること
ができる（使用例参照）．なお，本サブルー
チンでは行列 D を，D-1 としてその対角要素を
与える必要がある（サブルーチン SLDL で
は，D-1 が出力される）． 

② 連立 1 次方程式を解く場合には，サブルーチ
ン LSX を用いること．逆行列を求めて解くこ
とは，LSX を用いるときよりも演算回数が多
くなるので避けた方がよい．本サブルーチン
は逆行列が必要なときだけ使用すること． 
 

c. 使用例 
n × n の正値対称行列を入力し，その逆行列を
求める．n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,620) 
      L=0 
      LS=1 
      DO 20 I=1,N 
      L=L+1 
      WRITE(6,600) I,(A(J),J=LS,L) 
   20 LS=L+1 
      CALL SLDL(A,N,0.0,ICON) 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL LDIV(A,N,ICON) 
      WRITE(6,630) 
      L=0 
      LS=1 
      DO 30 I=1,N 
      L=L+1 
      WRITE(6,600) I,(A(J),J=LS,L) 
   30 LS=L+1 
      WRITE(6,610) ICON 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E10.2) 
  600 FORMAT(' ',I5/(10X,5E16.8)) 
  610 FORMAT(/10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(/10X,'INPUT MATRIX') 
  630 FORMAT(/10X,'INVERSE MATRIX') 
      END 
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(4) 手法概要 
n × n の正値対称行列 A の LDLT 分解された行列 

L，D が与えられたとき，A の逆行列 A-1 を求める
ことを考える．ところで， 

A LDL= T  (4.1) 

であるから 

( ) ( )A L D L L D L− − − − − − −= =1 1 1 1 1 1 1T T
 (4.2) 

となる．そこで，L と D の逆行列を求めて（本サ
ブルーチンでは D-1 を入力するので，L の逆行列だ
け求める），(L-1)T に対して，D-1 及び  L-1 を逐次右
側から掛けることにより A-1 を求める． 

ここで，以降の説明のために，L 及び D-1 を (4.3) 
で表す． 

( ) ( )-11 diag , 
i

d== −DlL
ij  (4.3) 

a. L-1 の計算 
単位下三角行列 L の逆行列 L-1 も単位下三角行
列となるので，L-1 を (4.4) で表すと， 

( )
ij

ι~1 =−L  (4.4) 

LL-1=I より (4.5) が成り立つ． 

⎩
⎨
⎧

≠
=

==∑
= ji

ji
ll ijij

n

k
kjik ,0

,1
,

~

1
δδ  (4.5) 

ところで，lii=1 であるから (4.5) は 
~
lij  に関し

て (4.6) のように変形できる． 

∑
−

=
−=

1 ~~ i

jk
kjikijij lll δ  (4.6) 

そこで，
~lii = 1 ，

~ljj = 1  を考慮することによ

り，L-1 の第 i 行目（i = 2，…，n）の要素 
~
lij  

を (4.7) により逐次求める． 

1,...,1 ,  ~~ 1

1
−=−−= ∑

−

+=

ijllll
i

jk
kjikijij  (4.7) 

b. (L-1)TD-1L-1 の計算 
逆行列 A-1 を (4.8) で表すと， 

( )ija~1 =−A  (4.8) 

A-1=(L-1)TD-1L-1 より (4.9) が成り立つ． 

∑
=

−=
n

k
kjkkiij ldla

1

1~~~  (4.9) 

そこで，
~lii = 1  であることを考慮して，A-1 の

第 i 行目（i = 1，...，n）の要素 ~aij  を (4.10) に
より逐次求める． 

ijldllda
n

ik
kjkkiijiij ,...,1    ~~~~

1

11 =+= ∑
+=

−−  (4.10) 

なお，(4.7)，(4.10) で積和計算部分は精度を上
げて行うことにより，丸め誤差の影響を少な
くしている． 
 

また，詳細については，参考文献 [2] を参照する
こと． 
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A22-51-0302 LDLX, DLDLX 

LDLT 分解された正値対称行列の連立 1 次方程式 
CALL LDLX (B, FA, N, ICON) 
 

(1) 機能 
LDLT 分解された正値対称な係数行列を持つ連立 

1 次方程式 

LDL x bT =  (1.1) 

を解く．ただし，L，D はそれぞれ n×n の単位下三
角行列と対角行列，b は n 次元の実定数ベクトル，
x は n 次元の解ベクトルである．n ≥ 1 であるこ
と． 

 
(2) パラメタ 
B············· 入力．定数ベクトル b． 

出力．解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

FA ·········· 入力．行列 L と D−1． 
図 LDLX-1 参照． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．行列 L，D の次数 n． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LDLX-1 参照． 
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[注意] 行列 D-1+(L-I) の対角部分及び下三角部分を，対称行列

用圧縮モードで 1 次元配列 FA に格納する． 

図 LDLX-1  行列 L 及び D の格納方法 

表 LDLX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 係数行列が正値でなかった． 処理は続行する．

 30000 N < 1 であった． 処理を打ち切る．

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… なし． 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，行列 D については D-1 と

してその対角要素を入力する必要があるので
注意すること．本サブルーチンを，サブルー
チン SLDL に続けて呼び出すことにより，連
立 1 次方程式を解くことができる．しかし，
通常は，サブルーチン LSX を呼び出せば，一
度に解が求められる．なお，サブルーチン 
SLDL では D-1 が出力される． 

② 行列 L が正値対称バンド行列の場合，バンド
部分の外側にある要素にかかわる計算を省略
するサブルーチン BDLX の方が速く処理でき
る． 
 

c. 使用例 
n×n の係数行列をサブルーチン SLDL で LDLT 
分解し，連立 1 次方程式を解く．n ≤ 100 の場
合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NTOT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NTOT) 
      WRITE(6,640) 
      L=0 
      LS=1 
      DO 20 I=1,N 
      L=L+1 
      WRITE(6,600) I,(A(J),J=LS,L) 
   20 LS=L+1 
      CALL SLDL(A,N,1.0E-6,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL LDLX(B,A,N,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      DET=A(1) 
      L=1 
      DO 30 I=2,N 
      L=L+I 
   30 DET=DET*A(L) 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,620) (B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,630) DET 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E10.2) 
  600 FORMAT(' ',I5/(10X,5E16.8)) 
  610 FORMAT(/10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(/10X,'SOLUTION VECTOR'// 
     * (10X,5E16.8)) 
  630 FORMAT(/10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX=',E16.8) 
  640 FORMAT(/10X,'INPUT MATRIX') 
      END 
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(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

LDL x bT =  (4.1) 

を解くことは，次の二つの方程式 

Ly b=  (4.2) 
L x D yT = −1  (4.3) 

を解くことに帰着される． 
 
a. Ly=b を解く（前進代入） 

niylby
i

k
kikii ,...,1,

1

1
=−= ∑

−

=

 (4.4) 

な る 式 で 逐 次 求 め る ． た だ し ， L=(lij) ，
yT=(y1,...,yn), bT=(b1,...,bn) である． 
 

b. LTx =D-1y を解く（後退代入） 

1    
1

1 n,...,i,xldyx
n

ik
kkiiii

=−= ∑
+=

−
 (4.5) 

なる式で逐次求める． 
ただし，D-1 = diag(di

-1)，xT=(x1,...,xn) である． 
 

なお，詳細については，参考文献 [2] を参照する
こと． 
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E21-20-0101  LESQ1, DLESQ1 

最小二乗近似多項式 
CALL LESQ1 (X, Y, N, M, W, C, VW, ICON) 
 

(1) 機能 
離散点 x1，x2，…，xn に対して，観測値 yi 及び

重み関数値  w(xi) i=1，2，…，n が与えられたと
き，これに対する最小二乗近似多項式を求める． 

すなわち，m 次の多項式 ( )y xm  を， 

( ) m
mm xcxccxy +++= ...10  (1.1) 

とするとき， 

( ) ( ){ }2

1

2
imi

n

i
im xyyxw −=∑

=
δ  (1.2) 

を最小にするような ( )y xm  を求める． 
ここで m は 0 ≤ m ≤ k なる範囲で， 

mn m 2logAIC 2 += δ  (1.3) 

なる量を最小にするように選ばれ，このときの m 
を最小二乗近似多項式の最良なる次数とする． 

ただし，0 ≤ k ≤ n-1 とする．また重み関数値 
w(xi) は， 

( )
2

,...,2,1  ,0
≥

=≥
n

nixw i  (1.4) 

なる条件を満たすものであること． 
 

(2) パラメタ 
X ············ 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············ 入力．観測値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············ 入力．離散点の個数 n． 
M············ 入力．求める近似多項式の次数の上限 k． 

ただし， 
M = -k (k > 0) 
と入力すると，無条件に k 次の近似多項
式を求める． 
出力．得られた近似多項式の次数 m(≤k)．
したがって，M = -k と入力したときは，
出力時の M の値は常に k となる． 

W ··········· 入力．重み関数値 w(xi)． 
大きさ n の 1 次元配列． 

C ·············出力．得られた近似多項式の係数 ci． 
大きさ k+1 の 1 次元配列．パラメタ M の
出力時の値を m (0 ≤ m ≤ k) とすると，c0，
c1，...，cm の順に格納する． 
このとき，m < k となった場合は，要素 
C(I+1)，I=m+1，...，k には 0.0 を格納す
る． 

VW ·········作業領域．大きさ 7n の 1 次元配列． 
ICON ······出力．コンディションコード． 

表 LESQ1-1 参照． 
 

表 LESQ1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 M = -k(k>0) と指定された

が，k 次の近似多項式が一
意的に決まらなかった． 

一意的に決めること
ができる範囲で最高
次（しかし k 次より
は低い）の近似多項
式を出力する． 

 30000 次のいずれかであった． 
① n < 2 
② k > n- 1 
③ w(xi) のなかに負のも

のがある． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … AMACH，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … IABS, DABS, DLOG, 

FLOAT, AMAX1 
 

b. 注意 
① 単精度用 / 倍精度用サブルーチンの使分け． 

観測値の個数と性質によっては単精度用サブ
ルーチンと倍精度用サブルーチンとの間で，
出力する近似多項式の次数が異なることがあ
る．したがって，利用者は，特に観測値の個
数が多い場合はなるべく倍精度用を使う方が
よい． 

② 重み関数値 w(xi) の与え方 
観測値  {yi} がオーダ的にそろっている場合
は，w(xi)=1.0，i=1，2，...，n でよいが，オー
ダ的にまちまちである場合は w(xi)=1/yi

2（yi=0 
のときは w(xi)=1.0）と与えるのがよい． 

③ 離散点の個数 n は次数の上限 k に比べてなる
べく多くとるべきである．理論的には 10k ≤ n 
を満たすのがよいとされている． 
 

c. 使用例 
離散点 xi と観測値 yi，i=1，2，...，n を入力
し，10 次以下の範囲の最良なる最小二乗近似
多項式を求める．ここでは，10 ≤ n ≤ 50，w(xi) 
= 1（i = 1，2，...，n）の場合とする． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(50),Y(50),W(50), 
     *          C(6),VW(350) 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) (I,X(I),Y(I),I=1,N) 
      DO 10 I=1,N 
   10 W(I)=1.0 
      M=5 
      MI=M 
      CALL LESQ1(X,Y,N,M,W,C,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) MI,ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      M1=M+1 
      WRITE(6,620) M,(I,C(I),I=1,M1) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(2F10.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA'// 
     * 20X,'NO.',10X,'X',17X,'Y'// 
     * (20X,I3,3X,E15.7,3X,E15.7)) 
  610 FORMAT(10X, 
     * 'THE UPPER LIMIT OF THE DEGREE', 
     * 5X,I5/10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(//10X, 
     * 'THE RESULTANT DEGREE',14X,I5/ 
     * 10X,'THE RESULTANT COEFFICIENTS'/ 
     * (20X,'C(',I2,')=',E15.7)) 
      END 

 
(4) 手法概要 
a. 最小二乗近似多項式 

離散点 xi，i=1，2，...，n に対して観測値 yi，
i=1，2，...，n が与えられていて，それらの観
測値にはある程度の観測誤差が含まれている
とする． 
このとき，これらの観測値に対する，m 次の
最小二乗近似多項式とは，(4.1) を最小にする

ような m 次の多項式 ( )y xm  のことをいう． 

( ) ( ){ }2

1

2
imi

n

i
im xyyxw −=∑

=

δ  (4.1) 

ここで w(xi)，i=1，2，...，n は重み関数値であ
る． 

( )y xm  を次のように表す． 

( ) ( )y x b P xm j
m

j
j

m
= ∑

=

( )

0
 (4.2) 

ここで Pj(x) は j 次のある多項式である（後
述）．(4.2) の bj

(m) を決定するには，(4.2) を 
(4.1) へ代入し，そのあと，右辺を bj

(m) で偏微
分する．これを j = 0，…，m に対して行い，
それらをすべて 0 と置く．このようにしてで
きる連立一次方程式は， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

=

==

∑

∑

∑

=

=

=

n

i
ikiik

n

i
ikijijk

k

m

j

m
jjk

xPyxw

xPxPxwd

mkbd

1

1

0

)( ,...,1,0

ω

ω

ここで，
 (4.3) 

となり，これを正規方程式という．bj
(m) はこ

の正規方程式を解けば得られる． 
ところで，多項式列  {Pj(x)} が，(4.3) の  djk 
を， 

⎩
⎨
⎧

=≠
≠=

kj
kj

d jk ,0
,0

 (4.4) 

とするものであるなら，正規方程式の係数行
列は，対角要素を除いて 0 となるので，bj

(m) 
は， 

( ) ( ){ }∑
=

==

==
n

i
ijijjj

jjj
m

j

xPxwd

bb

1

2

)(

   γ

γω

ここで、

 (4.5) 

より求まる． 
(4.4) を満たす {Pj(x)} は，次の漸化式から作り
出すことができる． 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ){ }

⎩
⎨
⎧

=
=

=

=

=

==
=

−−=

−

=
+

−

−++

∑

,...2,1,
0,0

,...1,0

0,1
,...1,0

1

1

2
1

10

111

j
j

j

xPxxw

xPxP
j

xPxPxxP

jj
j

n

i
jijiij

jjjjj

γγ
β

γα

βα

　　

　　　　　　　　　　

　　

　　

　　　　　　　　　　　

 (4.6) 

 
b. 最良なる次数の選択 

最小二乗近似多項式を求める場合，その次数
の選択は重要な問題である．本サブルーチン
は以下のようにして自動的に最良なる次数を
選択している． 
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δm
2 を， 

( ) ( )∑ ∑
= = ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
n

i

m

j
ijjiim xPbyxw

1

2

0

2δ  (4.7) 

として，AIC という量を， 

mn m 2log=AIC 2 +δ  (4.8) 

と定義する．この量は次数 m の良し悪しを計
る尺度であり，一般に AIC が小さくするよう
な m ほど良い． 

そこで本サブルーチンは，0≤m≤k（k は利用者
が与える）なる範囲で AIC を最小にする m を
最良なる次数と定め，その次数の最小二乗近
似多項式を出力する．出力のし方は，{bj}，
{Pj(x)}（j=0，1，...，m）を使って， 

( ) ( ) m
m

m

j
jjm xcxcxccxPbxy ++++==∑

=

...2
210

0

 (4.9) 

のように多項式の標準形に直して，c0 ， c1 ，

c2，...，cm を出力する． 
 

なお，詳細については，参考文献 [46] pp.228～
250 を参照すること． 
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D11-30-0101 LMINF, DLMINF 

1 変数関数の極小化 
（微係数不要，2 次補間法） 
CALL LMINF (A, B, FUN, EPSR, MAX, F, ICON)
 

(1) 機能 
1 変数の実関数 f(x) が与えられたとき，区間 [a,b] 

で f(x) の極小点 x* とその関数値 f(x*) を求める． 
ただし，f(x) は 2 階までの連続な微係数を持つも

のと仮定する． 
 

(2) パラメタ 
A ············ 入力．区間 [a,b] の端点 a． 

出力．極小点 x*． 
B············· 入力．区間 [a,b] の端点 b． 
FUN ······· 入力．f(x) を計算する関数副プログラム

名． 
〔副プログラムの用意の仕方〕 
FUNCTION FUN (X) 
パラメタ 
X······· 入力．変数 x． 
関数 FUN には，f(x) の値を代入するこ
と． 
（使用例参照） 

EPSR······ 入力．収束判定値（≥0.0） 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意②参照） 

MAX ······ 入力．関数 f(x) の評価回数の上限
（≠0）． 
（使用上の注意③参照） 
出力．実際に評価した回数（>0）． 

F ············· 出力．関数値 f(x*)． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LMINF-1 参照． 
 

表 LMINF-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 指定された関数の評価

回数内で，収束条件が
満たされなかった． 

パラメタ A，F には最後
の値を格納する． 

 30000 EPSR < 0.0 又は MAX = 
0 であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … AMACH，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … ABS，SQRT，AMAX1 

b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で，引数 FUN 及び GRAD に相当する副プログ
ラム名を EXTERNAL 文で宣言すること． 

② EPSR の与え方 
本サブルーチンの収束判定は，反復の過程で
点 x* をはさむ 2 点 x1，x2 に関して 

( )x x x1 2 10− ≤ ⋅max . , ~ EPSR  
となった場合に，点 ~x  を極小点 x* とみなし反
復を終了する．ここで ~x  は， ~x x= 1 （f(x1) ≤ 
f(x2) のとき），又は ~x x= 2 （f(x1)>f(x2) のと

き）である． 
本サブルーチンでは，関数 f(x) が点 x* の近傍
で近似的に 2 次関数であることを前提として
おり，極小点 x* を丸め誤差程度まで正しく求
めるためには， 

EPSR ≈ u ，u は丸め誤差の単位 

程度に与えるのが適当である． 
EPSR の標準値は 2 u  である． 

③ MAX の与え方 
関数の評価回数は，変数 x に対して，f(x) を計
算することを 1 回と数える．すなわち，副プ
ログラム FUN の呼出し回数に一致する． 
この評価回数は，関数 f(x) の性質，区間 [a,b] 
の与え方，収束判定値に依存する． 
一般には，区間 [a,b] が適当に与えられ，収束
判定値として標準値を採用した場合には，
MAX = 400 程度が妥当である． 
指定評価回数内で収束条件が満たされず，
ICON = 10000 として戻った場合でも，再度本
サブルーチンを呼び出すことにより，継続し
て反復することができる．しかし，この場合
はパラメタ MAX には，負の値で追加評価回
数を指定し，他のパラメタの内容は保存した
ままで呼び出すこと． 

④ A，B の与え方 
本サブルーチンでは，f(x) が区間 [a,b] で唯一
の極小点をもつ場合，その値を許容誤差の範
囲内で求める．区間 [a,b] に多くの極小点を持
つ場合には，いずれの極小点に収束するかは
保証されない． 
したがって，求める極小点 x* を含む区間の端
点 a 及び b の値は，可能なかぎり x* の近くに
とることが望ましい． 
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c. 使用例 

( )f x x x x x= − − − +4 3 24 6 16 4  

の区間 [-5,5] の極小値を求める． 
ただし，収束判定値は標準値を与える． 
 

C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FUN 
      A=-5.0 
      B=5.0 
      EPSR=0.0 
      MAX=400 
      CALL LMINF(A,B,FUN,EPSR, 
     *           MAX,F,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,MAX,A,F 
  600 FORMAT('1'//1X,'ICON=',I6,2X, 
     * 'MAX=',I5,2X,'A=',E15.7,2X, 
     * 'F=',E15.7) 
      STOP 
      END 
C     OBJECTIVE FUNCTION 
      FUNCTION FUN (X) 
      FUN=(((X-4.0)*X-6.0)*X-16.0)*X+4.0 
      RETURN 
      END 

 
(4) 手法概要 

1 変数の実関数 f(x) と極小値を求める区間 [a,b] 
が与えられたとき，2 次補間法により f(x) の極小点 
x* とその関数値 f(x*) を求める． 
ここで，区間 [a,b] において -f(x) は単峰であると仮
定する．単峰でない場合は，いずれかの極小点を
求めることになる． 

本方法は，次の二つのステップから成る． 
・ x* をはさむ 2 点 x1，x2 を求める． 
・ x1，x2 及び 2 点の中点 xh における関数値 f(x1)，

f(x2) 及び f(xh) に基づき，点 (x1,f(x1))，
(xh,f(xh))，(x2,f(x2)) を通る 2 次曲線をあては
め，その公式より最小点を求める． 

この二つの手順を極小点を含む区間幅が収束と判
定されるまで繰り返す． 

 
本サブルーチンの計算手順 

以下の説明では簡単のために，f(x1)，f(x2) 等を 
f1，f2 等と表すことにする． 

 
ステップ 1（2 点 x1，x2を求める） 
① a, b のうち小さい方を x1, 大きい方を x2 とする. 

また ε=max (EPSR, 2 u ) とする． 
② 区間 [x1,x2] の中点 xh を求める． 

xh=( x1+ x2)/2 
③ もし，f1 > fh < f2 ならば，h = x2 - xh としてステ

ップ 2 へ進む． 

④ もし，f1 ≤ fh ≤ f2 ならば，x2 = xh として②へ戻
る． 
ただし，収束条件 

( )x x xh1 110− ≤ ⋅max . , ε  

を満す場合は，x1 を x*，f1 を f(x*) とみなし 
ICON = 0 として処理を終了する． 

⑤ もし f1 ≥ fh ≥ f2 ならば，x1 = xh として②へ戻
る． 
ただし，収束条件 

( )x x xh − ≤ ⋅2 210max . , ε  

を満す場合は，x2 を x*，f2 を f(x*) とみなし 
ICON = 0 として処理を終了する． 

⑥ もし f1 < fh > f2 ならば，x2 = xh（f1 ≤ f2 のとき）
又は，x1 = xh（f1 > f2 のとき）として②へ戻
る．ただし，収束条件 

( ) ε⋅≤− 11 ,0.1max xxx h  （f1 ≤ f2 のとき） 

又は 
( ) ε⋅≤− 22 ,0.1max xxx h  （f1 > f2 のとき） 

を満す場合は，x1 又は x2 を x*，f1 又は f2 を 
f(x*) とみなし，ICON = 0 として処理を終了す
る． 
 

ステップ 2（2 次補間） 
⑦ 2 次補間により最小点 xm を求める．すなわ

ち，次の諸量を計算する． 

( ) ( )
hxx

fffffhh

hm

h

Δ

Δ

−=

+−−= 2112 2
2  

⑧ もし，収束条件 
( ) 2,0.1max εΔ ⋅≤ hxh  

を満す場合は，⑨へ進む． 
満さない場合は，x1 = xm（fm ≤ fh のとき）又は 
x1 = xh，xh = xm（fm > fh のとき）とし，再び x* 
をはさむ 2 点を求めた後⑦に戻る． 

⑨ 最小値を与える点 ~x ，すなわち ~x  = xm（fm < 
fh のとき）又は， ~x  = xh（fm ≥ fh のとき）の近
傍の 2 点 

( )
( )

~ ~ max . , ~

~ ~ max . , ~
x x x

x x x
1

2

10 2

10 2

= + ⋅

= − ⋅

ε

ε
 

に対して 
( ) ( )f x f fm h
~ min ,1 <  かつ 

( ) ( )f x f fm h
~ min ,2 <  

を満たす場合は， ~x  を x*，f( ~x ) を f(x*) とみな
し，ICON = 0 として処理を終了する． 
満たさない場合は，再び x* をはさむ 2 点を求
めた後⑦に戻る． 
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D11-40-0101 LMING, DLMING 

1 変数関数の極小化（微係数要，3 次補間法） 
CALL LMING (A, B, FUN, GRAD, EPSR, MAX,  

F, ICON) 
 

(1) 機能 
1 変数の実関数 f(x) とその導関数 g(x) が与えられ

たとき，区間 [a, b] で f(x) の極小点 x* とその関数値 
f(x*) を求める． 
ただし，f(x) は 3 階までの連続な微係数を持つもの
と仮定する． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．区間 [a, b] の端点 a． 

出力．極小点 x*． 
B············· 入力．区間 [a, b] の端点 b． 
FUN ······· 入力．f(x) を計算する関数副プログラム名． 

〔副プログラムの用意の仕方〕 
FUNCTION FUN (X) 
パラメタ 
X… 入力．変数 x． 
関数 FUN には，f(x) の値を代入すること． 
（使用例参照） 

GRAD ···· 入力．g(x) を計算する関数副プログラム
名． 
〔副プログラムの用意の仕方〕 
FUNCTION GRAD (X)  
パラメタ 
X… 入力．変数 x． 
関数 GRAD には g(x) の値を代入するこ
と． 
（使用例参照） 

EPSR······ 入力．収束判定値（≥0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意②参照） 

MAX ······ 入力．関数 f(x) 及び g(x) の評価回数の上限
（≠0）． 
（使用上の注意③参照） 
出力．実際に評価した回数（>0）． 

F ············· 出力．関数値 f(x*)． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LMING-1 参照． 
表 LMING-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 指定された関数の評価

回数内で，収束条件が満
たされなかった． 

パラメタ A，F には最後
の値を格納する． 

 20000 EPSR が小さすぎる． 処理を打ち切る． 
（パラメタ A，F には最
後の値を格納する） 

 30000 EPSR<0.0 又は  
MAX=0 であった． 

処理を打ち切る． 

 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … ABS，SQRT，AMAX1 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で，引数 FUN 及び GRAD に相当する副プログ
ラム名を EXTERNAL 文で宣言すること． 

② EPSR の与え方 
本サブルーチンの収束判定は，反復の過程で点
x* をはさむ 2 点 x1，x2 に関して 

( )x x x1 2 10− ≤ ⋅max . , ~ EPSR  

となった場合に，点 ~x  を極小点とみなし反復
を終了する．ここで ~x  は， 1

~ xx = （f(x1) ≤ f(x2)
のとき），又は 2

~ xx = （f(x1) > f(x2)のとき）であ

る．本サブルーチンでは，関数 f(x) が点 x* の近
傍で近似的に 3 次関数であることを前提とし
ており，極小点 x* を丸め誤差程度まで正しく求
めるためには， 
EPSR u≈ ，u は丸め誤差の単位 
程度に与えるのが適当である． 
EPSR の標準値は 2 u  である． 

③ MAX の与え方 
関数の評価回数は，変数 x に対して，f(x) を計
算することを 1 回，g(x) を計算することを 1 回
と数える．すなわち，副プログラム FUN 及び 
GRAD の呼び出し回数に一致する． 
この評価回数は，関数 f(x)，g(x) の性質，区間 [a, 
b] の与え方，収束判定値に依存する． 
一般には，区間 [a,b] が適当に与えられ，収束
判定値として標準値を採用した場合には，
MAX = 400 程度が妥当である． 
指定評価回数内で収束条件が満たされず，
ICON = 10000 として戻った場合でも，再度本サ
ブルーチンを呼び出すことにより，継続して反
復することができる．しかし，この場合はパラ
メタ MAX には，負の値で追加評価回数を指定
し，他のパラメタの内容は保存したままで呼び
出すこと． 

④ A，B の与え方 
本サブルーチンでは， ( )f x  が区間 [ ]a b,  で唯一

の極小点をもつ場合，その値を許容誤差の範囲
内で求める．区間 [a,b] に多くの極小点を持つ
場合には，いずれの極小点に収束するかは保証
されない． 
したがって，求める極小点 x*  を含む区間の端

点 a 及び b の値は，可能なかぎり x*  の近くに
とることが望ましい． 
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c. 使用例 

( ) 41664 234 +−−−= xxxxxf  

の区間 [-5,5] の極小値を求める．ただし，f(x) の
導関数 g(x) は 

( ) 1612124 23 −−−= xxxxg  

であり，収束判定値は標準値を与える． 
 

C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FUN,GRAD 
      A=-5.0 
      B=5.0 
      EPSR=0.0 
      MAX=400 
      CALL LMING(A,B,FUN,GRAD,EPSR, 
     *           MAX,F,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,MAX,A,F 
  600 FORMAT('1'//1X,'ICON=',I6,2X, 
     * 'MAX=',I5,2X,'A=',E15.7,2X, 
     * 'F=',E15.7) 
      STOP 
      END 
C     OBJECTIVE FUNCTION 
      FUNCTION FUN(X) 
      FUN=(((X-4.0)*X-6.0)*X-16.0)*X+4.0 
      RETURN 
      END 
C     DERIVATIVE 
      FUNCTION GRAD(X) 
      GRAD=((4.0*X-12.0)*X-12.0)*X-16.0 
      RETURN 
      END 

 
(4) 手法概要 

1 変数の実関数 f(x) とその導関数 g(x)，及び極小
値を求める区間 [a,b] が与えられたとき，3 次補間法
により f(x) の極小点 x* とその関数値 f(x*) を求める． 
ここで，区間 [a,b] において -f(x) は単峰であると仮
定する．単峰でない場合は，いずれかの極小点を求
めることになる． 

本方法は，次の二つのステップから成る． 
・ x* をはさむ 2 点 x1，x2 を求める． 
・ x1，x2 における関数値 f(x1)，f(x2) 及びそれらの

微係数 g(x1)，g(x2) に基づき，点 (x1, f(x1))，(x2, 
f(x2)) を通る 3 次曲線をあてはめ，その公式より
最小点を求める． 

この二つの手順を極小点を含む区間幅が収束と
判定されるまで繰り返す． 

 

本サブルーチンの計算手順 
以下の説明では，簡単のために，f(x1)，f(x2) 等を f1，

f2 等と表わすことにする． 
 

ステップ 1（2 点 x1，x2 を求める） 
① a，b のうち小さい方を x1，大きい方を x2 とす

る． 
また ε =max(EPSR, 2 u ) とする． 
もし，g1 < 0 かつ g2 > 0 ならば，ステップ 2 へ
進む． 

② 区間 [x1, x2] の中点 xh を求める． 
xh = (x1 + x2) / 2 

③ もし，f1 ≤ fh ≤ f2 ならば，x2 = xh として②へ戻る．
ただし，収束条件 

( ) ε⋅≤− 11 ,0.1max xxx h  
を満す場合は，x1 を x*，f1 をf(x*) とみなし 
ICON = 0 として処理を終了する． 

④ もし，f1 ≥ fh ≥ f2 ならば，x1 = xh として②へ戻る．
ただし，収束条件 

( ) ε⋅≤− 22 ,0.1max xxxh  
を満す場合は，x2 を x*，f2 を f(x*) とみなし ICON 
= 0 として処理を終了する． 

⑤ もし，f1 < fh > f2 ならば，x2 = xh（f1 ≤ f2 のとき）
又は，x1 = xh（f1 > f2 のとき）として②へ戻る．
ただし，収束条件 

( ) ε⋅≤− 11 ,0.1max xxx h  （f1 ≤ f2 のとき） 
又は 

( ) ε⋅≤− 22 ,0.1max xxx h  （f1 > f2 のとき） 
を満す場合は，x1 又は x2 を x*，f1 又は f2 を f(x*) 
とみなし，ICON = 0 として処理を終了する． 

⑥ もし，f1 > fh < f2 で，かつ 
・ gh < 0，g2 > 0 ならば x1 = xh としてステップ 2 へ

進む． 
・ g1 < 0，gh > 0 ならば x2 = xh としてステップ 2 へ

進む． 
・ g1 ≥ 0，gh ≥ 0 ならば x2 = xh として②へ戻る． 
・ gh ≤ 0，g2 ≤ 0 ならば x1 = xh として②へ戻る． 

 
ステップ 2（3 次補間） 
⑦ 3 次補間により最小点 xm を求める．即ち，次の

諸量を計算する． 
h = x2 - x1，z = 3(f1 - f2) / h + g1 + g2， 
w = (z2 - g1g2)1/2， 
Δh = h(w + z - g1) / (g2 - g1 + 2w)， 
xm = x1 + |Δh| 

⑧ もし，xm ≥ x2 ならば，x1 を x* とみなし，ICON = 
20000 として処理を打ち切る． 
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⑨ もし，xm < x2 で，かつ 
・ 収束条件 

( ) ε⋅≤ mxh ,0.1max
  

を満す場合は，又は gm = 0 の場合は，xm を x*，fm 
を f(x*) とみなし，ICON = 0 として処理を終了す
る． 

・ 収束条件を満さない場合は，x1 = xm（gm < 0 の
とき）又は，x2 = xm（gm > 0 のとき）として⑦
に戻る． 
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C21-41-0101 LOWP, DLOWP 

実係数低次代数方程式（5 次以下） 
CALL LOWP (A, N, Z, ICON) 

 
(1) 機能 

実係数低次代数方程式， 

( )0,5  0... 0
1

10 ≠≤=+++ − anaxaxa n
nn  

の根を逐次代入法，ニュートン法，フェラリー法，
ベアストウ法，2 次方程式の根の公式により求める． 

 
(2) パラメタ 
A ·········· 入力．代数方程式の係数．大きさ n + 1  の 1 

次元配列． 
( ) 01 aA = ， ( ) 12 aA = ，……， ( ) naA =+1N  

 の順に与える． 
N ·········· 入力．代数方程式の次数 n． 
Z··········· 出力．n 個の根．大きさ n の複素数型 1 次元

配列． 
ICON···· 出力．コンディションコード． 

表 LOWP-1 参照． 
 

表 LOWP-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 5 次方程式の一つの実根を求

めるとき 50 回の逐次代入を
行っても 
f k f k + 1  < 0 
とならなかった． 

xk+1 をニュートン法
の初期値として処
理を続ける． 
（手法概要の (4.16) 
式参照） 

 30000 a0 = 0.0，n ≤ 0 又は n > 5 で
あった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，RQDR，MGSSL，U3DEG，

UREDR 
② FORTRAN 基本関数 … SQRT，ABS，CMPLX 
 
b. 使用例 

次数 n と係数 ai（i = 0，1，…，n）を入力し，n 
個の根を求める． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(6),Z(5) 
      COMPLEX Z 
      READ(5,500) N 
      N1=N+1 
      READ(5,510)(A(I),I=1,N1) 
      CALL LOWP(A,N,Z,ICON) 
      WRITE(6,600) N,ICON 
      WRITE(6,610)(A(I),I=1,N1) 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,620)(Z(I),I=1,N) 
      STOP 
 

  500 FORMAT(I1) 
  510 FORMAT(6F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'N=',I1,5X,'ICON=',I7) 
  610 FORMAT(10X,'A=',E20.8/(12X,E20.8)) 
  620 FORMAT(10X,'Z=',2E20.8/(12X,2E20.8)) 
      END 

 
(4) 手法概要 

以下，代数方程式の最高次の係数を 1 と仮定して
説明する（こうしても一般性は失われない）． 
a. n = 2 のとき（2 次方程式） 

根の公式を使って計算する．これはサブルーチ
ン RQDR を使用することにより行う． 

b. n = 3 のとき（3 次方程式） 
f(x) = x3 + c1x2 + c2x + c3 = 0 の一つの実根 x1 が分
かれば， 

f(x) = (x - x1)(x2 + p1x + p2) (4.1) 
ここで p1 = c1 + x1 
 p2 = c2 + x1p1 

となって，2 次方程式の問題に還元される． 
一つの実根 x1 はニュートン法により求める．そ
の初期値 xa は f(x) の特性を調べることにより
決定する． 
すなわち， 

f' (x) = 3x2 + 2c1x + c2 = 0 (4.2) 

とおいて，次の三つの場合に分け xa を決める． 
(a) f'(x) = 0 が異なる 2 実根 xm1，xm2 を持つとき． 

このときは f(x) が極大値 f(xm1)，極小値 f(xm2) を
もつ場合にあたる．もし f(xm1)f(xm2) < 0 なら xa 
は f(x) の変曲点とする．逆に f(xm1)f(xm2) > 0 な
ら，更に次に示すように二つの場合に分け，xa 
を決める． 

・ f(xm1) > 0 の場合 
f(m1 + h) の h2 までのテイラー展開の式を 0 とお
いた h に関する 2 次方程式を考えその正の実根
を改めて h として， 
xa = xm1 - h (4.3) 
とする． 

・ f(xm1) < 0 の場合 
f(xm2 + h) の h2 までのテイラー展開の式を 0 と
おいた h に関する 2 次方程式を考えその正の実
根を改めて h として， 
xa = xm2 + h (4.4) 
とする． 

(b) f'(x) = 0 が重根を持つとき． 
このときは極大値と極小値が変曲点に一致し
た場合にあたる．変曲点を xi とすると，逐次代
入法を 1 回適用して 
xa = xi - f(xi) (4.5) 
とする． 
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(c) f'(x) = 0 が実根を持たないとき． 
xa は f(x) の変曲点とする． 
 

c. n = 4 のとき（4 次方程式） 
一般に 4 次方程式 

( ) 043
2

2
3

1
4 =++++= cxcxcxcxxf  (4.6) 

はフェラリー法により二つの 2 次因数に分解
される． 

( ) ( )( )21
2

21
2 qxqxpxpxxf ++++=  (4.7) 

次の 3 次方程式， 

( )μμμ 431
2

2
3 4cccc −+−  

( ) 04 4
2
1

2
342 =−−+ ccccc  (4.8) 

の一つの実根 μ を求めれば，p2，q2 は 2 次方程

式， 

04
2 =+− cvv μ  (4.9) 

の 2 根として，p1，q1 は 2 次方程式， 

( ) 021
2 =−+− μυυ cc  (4.10) 

の 2 根として求められる．もし p2，q2 が複素数
ならば (4.8) の残りの実根について調べ，p2，q2 
がある許容量の範囲内で実数となるものを採
用しておく．その後で p1，q1，p2，q2 をベアス
トウ法を用いて修正する．すなわち，次の諸量， 

q c p
q c p q p
q c p q p q
q c p q p q

1 1 1

2 2 1 1 2

3 1 1 2 2 1

4 0 1 3 2 2

= −
= − −
= − −
= − −

⎫

⎬
⎪
⎪

⎭
⎪
⎪

 (4.11) 

d q p
d q p d p
d p d p d

1 1 1

2 2 1 1 2

3 1 2 2 1

= −
= − −
= − −

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪

 (4.12) 

を q1 から q4 へ，次に d1 から d3 へと計算し，次
の Δp1，Δp2 に関する連立方程式 (4.13) の解 Δ
p1，Δp2 を求める． 

32112 qpdpd =+ ΔΔ  

42213 qpdpd =+ ΔΔ  (4.13) 

p1 + Δp1，p2 + Δp2 を新しい p1，p2 とし，これ
に対応する q1，q2 は (4.11) より求める． 
 

d. n = 5 のとき（5 次方程式） 
5 次方程式， 

( ) 054
2

3
3

2
4

1
5 =+++++= cxcxcxcxcxxf  (4.14) 

の一つの実根を x1 とすると f(x) は次のように
かける． 

( ) ( ) ( ) 0 43
2

2
3

1
4

1 =++++−= '''' cxcxcxcxxxxf (4.15) 

ここで c1' = c1 + x1 
c2' = c2 + x1c1' 
c3' = c3 + x1c2' 
c4' = c4 + x1c3' 

したがって x1 を求めたならあとは 4 次方程式
を解けばよいことになる．x1 の求め方を以下に
示す． 
 
[x1 の求め方] 
まず逐次代入法， 

x0 = 0 f0 = c5 
xk+1 = xk - fk  (4.16) 
fk = f(xk) k = 0, 1, …, 50 

により，fk fk+1 < 0 となる xk，xk+1 を求める． 
次に擬点法（regula falsi）， 

xa = xk+1 - (xk+1 - xk)fk+1 / (fk+1 - fk) 

により求めた xa を初期値としてニュートン法
を適用する．(4.16) において k の上限は 50 と
し，fk     fk+1 < 0 とならなかった場合は，最後の  
xk+1 を，ニュートン法の初期とする． 
 

収束判定法について 
以上のように，3 次方程式あるいは 5 次方程式の

ひとつの実根はニュートン法を適用して求めてい
るが，そのときの収束判定法について述べる． 

3 次方程式あるいは 5 次方程式を，一般的に 

0......1
10 =+++ −

n
nn cxcxc  (4.17) 

（ただし 0c =1， n  は 3 または 5） 

で表し，また (4.17) にニュートン法を適用したとき
の k 回目の近似値を xk で表せば，この xk が 

jn
kj

n

j

jn
kj

n

j
xcuxc −

=

−

=
≤ ΣΣ

00

 (4.18) 

を満たしたとき，xk を根として採用する．ここで u は
丸め誤差の単位である．なお，詳細については，参
考文献 [25] を参照すること． 
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D21-10-0101 LPRS1, DLPRS1 

線形計画問題（改訂シンプレックス法） 
CALL LPRS1 (A, K, M, N, EPSZ, IMAX,  

ISW, NBV, B, VW, IVW, ICON) 
 
(1) 機能 

次の線形計画問題を改訂シンプレックス法によ
り解く． 

"条件 i

n

j
jij dxa ≤∑

=1
, =i 1, 2, …， lm , 

i

n

j
jij dxa ≥∑

=1
, 1+= lmi , 2+lm , …, 

gl mm + , 

i

n

j
jij dxa =∑

=1
, 1++= gl mmi , 2++ gl mm , 

   …, egl mmm ++ ， 
 0≥jx ， =j 1，2 ,…, n  

のもとで，線形の目的関数 

0
1

cxcz
n

j
jj +=∑

=
 

を最小（又は最大）にせよ．" 
本サブルーチンでは，解法が 2 段階に分れており，
第 1 段階では可能基底解を求め，（可能基底解が存
在するならば）第 2 段階で最適解を求める． 
初期可能基底を入力することもできる．また di の符
号に制約はない． 

以降，m = ml + mg + me とし，要素 aij によりなる  
m × n 行列を係数行列 A, d = (d1, d2, …, dm)T を定数ベ
クトル，c = (c1, c2, …, cn)T を係数ベクトル，c0 を定
数項と呼ぶ． 

ここで，n ≥ 1，ml ≥ 0，mg ≥ 0，me ≥ 0，m ≥ 1 であ
ること． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A ，定数ベクトル d ，係

数ベクトル c ，定数項 c0． 
図 LPRS1-1 参照 
A(K, N+1) なる 2 次元配列． 

 
n+1
n

K

A
m+1

m

C0

d

-cT

 

図 LPRS1-1  配列 A の内容 

K ············入力．配列 A，B の整合寸法（ ≥ +m 1 ）． 
M ···········入力．条件式の個数．M(1) = ml，M(2) = mg，

M(3) = me なる対応をもつ，大きさ 3 の 1 次
元配列． 

N ············入力．変数の個数 n ． 
EPSZ·······入力．反復過程での要素（係数及び定数

項），基底逆行列 B−1  を求めるときのピ
ボットに対する相対零判定値（ ≥ 0.0）． 
0.0 のときは，標準値が採用される． 
使用上の注意③参照． 

IMAX ·····入力．反復回数の上限（ ≠ 0 ） 
使用上の注意②参照． 
出力．実際に反復した回数（> 0） 

ISW ········入力．制御情報． 
最小化問題か最大化問題か，および初期可
能基底を与えるか否かを指定する． 
ISW = 10d1 + d0 なる値を入力する． 
ここで，0 ≤ d0，d1 ≤ 1． 
d0 = 0 のとき最小化問題を解く． 
d0 = 1 のとき最大化問題を解く． 
d1 = 0 のとき基底を与えない． 
d1 = 1 のとき基底を与える． 
出力．最適解又は可能基底解が得られた場
合，d1 = 1 となる． 
それ以外の場合は，入力した値が保存され
る． 

NBV ·······入力．（ISW = 10 又は 11 と指定したとき） 
可能基底解の基底変数の番号． 
出力．最適解又は可能基底解の基底変数の
番号． 
大きさ m の 1 次元配列． 
使用上の注意①参照． 

B ·············出力．最適解又は可能基底解に対する基底

逆行列 B−1 ，最適解又は可能基底解 g，シ
ンプレックス乗数 π ，目的関数の値 q． 
図 LPRS1-2 参照． 
B(K, m+1) なる 2 次元配列． 

B-1

m+1
m

K
m+1

m

q

g

π

 
図 LPRS1-2  配列 B の内容 
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VW········· 作業領域．大きさ 12 ++++ gl mmmn  の 1 

次元配列． 
IVW ······· 作業領域．大きさ gl mmn ++  の 1 次元配

列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LPRS1-1 参照． 
 

表 LPRS1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 最適解が得られた．  
 10000 可能基底解は得られたが最適解は

存在しない． 
 11000 第 2 段階の途中で反復回数が，指定

された上限に達した． 
可能基底解は得られている． 

配列 B には，可能
基底解と対応す
る基底逆行列，シ
ンプレックス乗
数，目的関数の値
を格納する． 

 20000 可能解は存在しない． 
EPSZ の値が適切でない可能性があ
る． 

処理を打ち切る．

 21000 ISW = 10 又は 11 のとき，与えられ
た変数の組は基底でない． 

処理を打ち切る．

 22000 ISW = 10 又は 11 のとき，与えられ
た変数の組を基底とする基底解は，
可能解でない． 

処理を打ち切る．

 23000 第 1 段階の途中で，基底変数の交換
が行えなくなった．EPSZ の値が適
切でない可能性がある． 

処理を打ち切る．

 24000 第 1 段階の途中で反復回数が，指定
された上限に達した． 

処理を打ち切る．

 30000 次のいずれかであった． 
①M(1)，M(2)，M(3) の中に負のも
のがあった． 
② N < 1 
③ IMAX = 0 
④ EPSZ < 0.0 
⑤ M(1) + M(2) + M(3) < 1 
⑥ M(1) + M(2) + M(3) ≥ K 
⑦ NBV の要素の中に 0 又は負のも

のがあった． 
⑧ NBV の要素の中に，N + M(1) + 

M(2) より大きいものがあった．
⑨ NBV の要素の中に，同じものが

あった． 
⑩ ISW の与え方に誤りがあった． 

処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… ALU，AMACH，LUIV，MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 … ABS，IABS 

b. 注意 
① NBV の内容 

ISW = 10 又は 11 として基底変数の番号を NBV 
に指定する場合，i 番目（i ≤ ml + mg）の不等式
条件に対するスラック変数の番号は n + i とす
ること． 
同様に計算結果の基底解に i 番目のスラック変
数が含まれる場合は，n + i として与えられる． 
一方，人為変数については，入力時に基底変数
として指定することはできない．ただし，計算
結果の基底解の中に人為変数が混入する場合，
NBV に 0 の値が与えられる．すなわち，i 番目
の基底変数が人為変数であるときは，NBV(i) = 
0 になっている．可能基底解が得られていると
き（ICON = 0，10000 又は 11000 のとき），NBV(i) 
= 0 は i 番目の条件式がむだな条件式であるこ
とを示している．（むだな条件式とは，NBV(i) 
≠ 0 なるいくつかの条件式より導びかれる条
件式である．） 

② IMAX の与え方． 
反復回数は，可能基底解（第 1 段階では人為変
数を含んだ問題の可能基底解）に対する最適性
規準（手法概要 (4.7) 参照）の判定回数を指す． 
IMAX の標準値は 10m である． 
指定反復回数内で最適解が得られず，ICON = 
11000 として戻った場合でも，再度本サブルー
チンを呼び出すことにより，継続して反復する
ことができる．しかし，この場合はパラメタ 
IMAX には，負の値で追加反復回数を指定し，
他のパラメタの内容は保存したまま呼び出す
こと． 

③ EPSZ の与え方 
入力データ（配列 A の内容）の要素の絶対値の
最大値を amax とすると，反復過程での要素の絶
対値が amax･EPSZ より小さい要素は零とみなさ
れる． 
また，基底逆行列 B-1 をサブルーチン ALU，
LUIV により求める場合に，ピボットの相対零
判定値として使用される．（サブルーチン ALU 
の「使用上の注意」参照） 
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き， 
EPSZ = 16･u である． 
入力データ（配列 A の内容）は，行又は列毎に
定数を乗じて，絶対値をできるだけ揃えておく
ことが望ましい． 
なお，ICON = 20000 又は 23000 となった場合
は，EPSZ の値が適切でない可能性がある．こ
のような場合は，EPSZ の値を標準値とするか
又は変更して再実行してみるとよい． 
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④ 変数 xj に符号の制約がない場合の対策 
本サブルーチンでは，xj ≥ 0，j = 1，2，…，n を
原則としている．しかし xj に符号の制約がない
場合でも以下のように問題を変換することに
より本サブルーチンを使用することができる． 

・ xj を −+ − jj xx  に置き換える． 

・ 条件 0≥+
jx ， 0≥−

jx  を付加する． 
 

c. 使用例 
変数の個数 n が最大 10，条件式の個数 m が最
大 20 の場合の線形計画問題を解く． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(21,11),B(21,21),M(3), 
     *          NBV(20),VW(61),IVW(30) 
      READ(5,500) N,M,ISW 
      N1=N+1 
      MM=M(1)+M(2)+M(3) 
      M1=MM+1 
      DO 10 I=1,M1 
      READ(5,510) (A(I,J),J=1,N1) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,600) (J,J=1,N) 
      IF(M(1).EQ.0) GOTO 30 
      WRITE(6,610) 
      DO 20 I=1,M(1) 
      WRITE(6,620) I,(A(I,J),J=1,N1) 
   20 CONTINUE 
   30 IF(M(2).EQ.0) GOTO 50 
      WRITE(6,630) 
      IS=M(1)+1 
      IE=M(1)+M(2) 
      DO 40 I=IS,IE 
      WRITE(6,620) I,(A(I,J),J=1,N1) 
   40 CONTINUE 
   50 IF(M(3).EQ.0) GOTO 70 
      WRITE(6,640) 
      IS=M(1)+M(2)+1 
      DO 60 I=IS,MM 
      WRITE(6,620) I,(A(I,J),J=1,N1) 
   60 CONTINUE 
   70 IF(MOD(ISW,10).EQ.0) GOTO 80 
      WRITE(6,650) (A(M1,J),J=1,N1) 
      GOTO 90 
   80 WRITE(6,660) (A(M1,J),J=1, N1) 
   90 READ(5,520) EPSZ,IMAX 
      WRITE(6,670) EPSZ,IMAX 
      IF(ISW.LT.10) GOTO 100 
      READ(5,500) (NBV(I),I=1,MM) 
      WRITE(6,680) (NBV(I),I=1,MM) 
  100 CALL LPRS1(A,21,M,N,EPSZ,IMAX, 
     *           ISW,NBV,B,VW,IVW,ICON) 
      WRITE(6,720) B(M1,M1) 
      WRITE(6,690) ICON,IMAX 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,700) 
      IF(ICON.GE.10000) WRITE(6,710) 
      WRITE(6,720) B(M1,M1) 
      WRITE(6,730) (NBV(I),B(I,M1),I=1,MM) 
      STOP 
 

  500 FORMAT(10I4) 
  510 FORMAT(11F6.0) 
  520 FORMAT(E10.2,I5) 
  600 FORMAT('1','INITIAL TABLEAU' 
     *      /'0',10X,11(I6,4X)) 
  610 FORMAT(' ','LHS.LE.RHS') 
  620 FORMAT(' ',I6,4X,11F10.3) 
  630 FORMAT(' ','LHS.GE.RHS') 
  640 FORMAT(' ','LHS.EQ.RHS') 
  650 FORMAT(' ','OBJ.FUNC.(MAX)' 
     *      /' ',10X,11F10.3) 
  660 FORMAT(' ','OBJ.FUNC.(MIN)' 
     *      /' ',10X,11F10.3) 
  670 FORMAT('0','EPSZ=',E12.4,5X, 
     *       'IMAX=',I4) 
  680 FORMAT('0','INITIAL BASIS' 
     *      /' ',20I4) 
  690 FORMAT('0','ICON=',I5,12X,'IMAX=',I4) 
  700 FORMAT('0','OPTIMAL SOLUTION') 
  710 FORMAT('0','FEASIBLE SOLUTION') 
  720 FORMAT(' ','OBJ.FUNC.',F15.4) 
  730 FORMAT(' ',I6,3X,F15.4) 
      END 

 
(4) 手法概要 

はじめに，標準形の線形計画問題 

"条件 dAx =  (4.1) 
 x o≥  (4.2) 

のもとで，線形の目的関数 

 0
T cz += xc  (4.3) 

を最小にせよ" 

の解法について説明する．ここで，A は m × n 行列
で 

n m ≤=Arank  

( ) ( ) ,  ,...,,  ,  ,...,, 2121
T

m
T

n dddxxx == dxとし，また，

( ) とする． ,...,, 21
T

nccc=c  
いま，A の第 j 列を aj のように表すことにする． 

A の任意の m 個の列 

mkkk aaa ...,  ,  ,
21

 

が 1 次独立であるとき，対応する 
1k

x ，
2k

x ，…，
mk

x  を

基底といい，
ik

x を i 番目の基底変数という．非基底

変数の番号の集合を L とすると，(4.1) と (4.3) と同
値である連立 1 次方程式 (4.4) が存在する． 

∑
∈

=+
Lj

ijijk gxfx
i

，i = 1，2，…，m 

∑
∈

=+
Lj

jj qxpz
 (4.4) 
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これを基底形式といい，一つの解 

ik gx
i

= ，i = 1，2，…，m 

=jx 0 , j L∈  (4.5) 
z q=  

を基底解という．ここで， 

gi ≥ 0，i = 1，2，…，m (4.6) 

が成り立つとき，基底解 (4.5) は (4.2) も満たすので，
この場合の (4.5) を可能基底解，その基底を可能基
底，(4.4) を可能基底形式という． 
(4.6) と 

LJp j ∈≤   0,  (4.7) 

が成りたつならば，(4.5) は最適解である．(4.7) を，
可能基底解に対する最適性規準という． 

可能基底形式において， 

Lsps ∈>    ,0  (4.8) 

なる s が存在するなら，xs をある基底と交換するこ
とにより基底に入れると，z の値をより小さくする
可能基底解が得られる可能性がある．そこで，φ を
空集合とし， 

{ }0>=
+

isfiI  

とするとき，I + ≠ φ であって 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+∈ is

i

Iirs

r

f
g

f
a

min
 

(4.9) 

とすると，
rkx の代りに xs を入れた基底は可能基底

であり，新しい基底に対する基底解は， 

rs

r
rk' f

gx = , 

ri
f
gfgx

rs

r
isiik ≠−=     , ' ,   (4.10) 

x j = 0 , j L∈ ' , 

z q p g
fs

r

rs

= −
 

となる．ここで，k'i は新しい基底変数の番号であり，
L' は 新 し い 非 基 底 変 数 の 番 号 の 集 合 で あ る ． 
すなわち， 

,sk'
r =  

r,ikk'
ii ≠=   ,   i r≠ , 

{ } { }L L s kr'= − +  
である．この新しい可能基底解における z の値は，
gr > 0 であれば，前の値より小さくなっている．一
方，I + = φ の場合は，最適解は存在しない． 

ところで， 

[ ]
mkkk aaaB ,...,,

21
= ， 

)...(
21 mkkkB ,c,,cc=C ， (4.11) 

1−= BCBπ  

とおくと，基底形式 (4.4) の係数及び右辺の値は，次
のように表される． 

jj
aBf 1−= , j L∈  

, 1dBg −=  (4.12) 
L j cp jj ∈−=   ,   jaπ  

0 cq −= dπ  

ここで ( )Tmjjjj fff ,...,, 21=f ， ( )T
mggg ,...,, 21=g で

あり， B  を基底行列， B −1  を基底逆行列，π をシン
プレックス乗数（ベクトル）という． 
 

以上が標準形の線形計画問題に対する解法の概
要であるが，その手順を整理すると次のようにな
る． 
① 可能基底に対する基底逆行列 B −1  と，シンプ

レックス定数 π  を計算する． 
② (4.12) により p j

 を求める． 
③ (4.7) に示した最適性規準を判定する． 

規準を満たすならば，そのときの g を最適解と
する． 
満たされないならば，(4.12) により fs を計算す
る． 

④ (4.9) より xs の代りに基底から出す変数を決定
し，新しい可能基底を構成する． 
 

この手順を繰り返して最適解を求める方法を，改訂
シンプレックス法という． 
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標準形でない問題の場合の処置 
不等式条件が含まれている場合は，次のように等

式条件に直し，標準形の問題に変換する． 

l

n

j
ijij

midxa 1,2,.....,  ,  
1

=≤∑
=

 

については， 

l

in

n

j
iinjij mi

x

dxxa
,...,2,1,

0
1 =

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

≥

=+

+

=
+∑

 (4.13) 

とする． 

 ..., , 2 , 1 , 
1

glll

n

j
ijij

mmmmidxa +++=≤∑
=  

については， 

a x x d

x

ij j n i i
j

n

n i

− =∑

≥

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

+
=

+

1

0
, , 2 , 1 ++=

ll
mmi  (4.14) 

 ..., m ml g+  
とする． 

(4.13)，(4.14) における付加された変数 xn+1，xn+2，…，

gl mmnx ++ をスラック変数という． 

一方，最大化問題は，目的関数に -1 を乗じ，最
小化問題に変換する． 

 
初期可能基底解の求め方 

初期可能基底解が得られていない場合は，与えら
れた問題を解く前に次の問題を解く． 

"条件 A*x* + A(a)x(a) = d, 
 x* ≥ 0，x(a) > 0 (4.15) 

のもとで ( )z xi
a

i

m

1
1

= ∑
=  

を最小にせよ"
 

ここで， x *  はスラック変数も含めた (n + ml + mg) 次
元ベクトルであり，A* は対応する係数行列である．

また，x(a) は ( ) ( ) ( ) ( )( )x a a a
m
a T

x x x= 1 2, ,...,  なる m 次元ベクト

ル，A(a) は ( ) ( )( )A a
ij
aa=  なる m 次の対角行列で 

 

( )a a
ij  =  1，di ≥ 0 のとき 

-1，di < 0 のとき  (4.16) 

である．
( )
i
ax  を人為変数という． 

この最適解が得られたとき，z1 = 0 すなわち x(a) = o 
であれば，与えられた問題の可能基底解が得られて
いる． 

一方  z1 > 0 の場合は，与えられた問題に可能解
（(4.1)，(4.2) を満たす x）は存在しない． 
また，z1 = 0 であっても，人為変数が基底にのこっ
ていることがある．この場合は，後に与えられた問
題を解く段階で，該当の人為変数の値を常に 0 とな
るような処置を図る． 
 
本サブルーチンの計算手順 

初期可能基底が与えられる場合（ISW = 10 又は 
11）は，②へ進む． 
① 第 1 段階: 初期設定 

(4.15) において x(a) を基底として，その基底逆
行列 B-1 を設定する．B-1 は (4.16) に等しい． 
対応する基底解 g，シンプレックス乗数π ，目

的関数の値 q を，(4.11) と (4.12) より次のよう
に設定する． 

g di i=  
π i =

mi
d
d

i

i ,...,2,1  , 
 0  1
 0  1   

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<−
≥

のとき，

のとき，  (4.17) 

q d i
i

m
= ∑

=1
 

④へ進む． 
② 初期可能基底に対する基底逆行列を計算する． 

サブルーチン ALU，LUIV により求める．もし，
逆行列が求められないときは，ICON = 21000 と
して処理を終了する．求められたら，対応する
基底解 g を (4.12) により計算する． 
この基底解が可能解でないときは，ICON = 
22000 として処理を終了する． 

③ 第 2 段階: 初期設定 
シンプレックス乗数 π  を (4.11) より計算す

る． 
また，目的関数の値 q を (4.12) の関係より 
q = CBg + c0 

と計算する． 
ここで，スラック変数と人為変数が基底となっ
ている場合は，対応する CB の要素は 0 とみな
す． 

④ 最適性規準の判定 
スラック変数も含めた非基底変数に対応した 
pj を (4.12) により順次求め，(4.7) の最適性規準
の判定を行う．(4.8) であれば⑤へ進む． 
一方，最適性規準が成立している場合で，かつ 
・ ISW ≥ 10 の場合は，ここで最適解が得られ

たので，ICON = 0 として処理を終了する． 
・ ISW < 10 の場合で，かつ q > 0 の場合は，

可能基底解は存在しないので，ICON = 
20000 として処理を終了する． 
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・ ISW < 10 の場合で，かつ q = 0 の場合は，
ここで初期可能基底解が得られた．第 1 段
階を終了する．ISW = ISW + 10 として③へ
進む． 

⑤ 反復回数の判定 
反復回数が指定された上限に達していない場
合は⑥へ進み反復を継続する． 
上限に達した場合で，かつ 
・ 第 1 段階の過程の場合は ICON = 24000 と

して処理を終了する． 
・ 第 2 段階の過程の場合は ICON = 11000 と

して処理を終了する． 
⑥ 基底の交換 

(4.12) により，xs に対応する fs を計算する． 
もし，fis ≤ 0，i = 1，2，…，m である場合は，
最適解は存在しないので，第 1 段階の過程の場
合は，ICON = 10000，第 2 段階の過程の場合は 
ICON = 23000 として処理を終了する． 
一方，fis > 0 の場合は，(4.9) より交換する基底

rkx を定める． 

⑦ 新しい基底に対する基底逆行列等の計算 
行列 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

qπ
gB 1

 

の第 i 行列（i = 1，2，…，m+1）を βi  で表す

と，新しい基底に対する行列を，次のように求
める． 

rr
rsf

ββ →1  (4.17) 

rif irisi ≠→− ,βββ  

この演算は， f rs  をピボットとするピボット演

算という．④へ進む． 
 

解法の収束性について 
基底の交換において，新たに基底に入れる変数を 

xs，基底から出る変数を 
rkx  とするとき， 

gr > 0 (4.18) 

であれば，目的関数の値は，(4.10) より 

( )p g
fs

r

rs

> 0  

だけ小さくなる．反復過程で (4.18) が満たされる限
り同じ可能基底解が出現することはなく，可能基底
解の個数は有限であるから，有限回の基底の交換に
より最適解に到達する（若しくは，最適解が存在し
ないことが分かる）． 
一方， 

gr > 0 

のときは，目的関数の値は不変であり，このような
現象が何回か続くと，一度現れた可能基底解が再び
現れる可能性がある．この場合，いくつかの可能基
底解が周期的に現われて，循環現象を起こし最適解
は求められない．本サブルーチンでは，この循環を
防ぐために次のように s，r を定めている． 
・ (4.8) で， pj > 0 である j の中で最小のものを s と

する． 
・ (4.9) で，最小値が 0 で 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+∈ is

i

Iisr

r

f
g

f
g

min
0

0  

を満たす r0 の中で， 
0rk を最小にするものを r 

とする． 
 
なお，詳細については参考文献 [41] を参照するこ

と． 
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A52-21-0101 LSBIX, DLSBIX 

実対称バンド行列の連立 1 次方程式 
（ブロック対角ピボッティング手法） 
CALL LSBIX (A, N, NH, MH, B, EPSZ, ISW,  

VW, IVW, ICON) 
 
(1) 機能 

実係数連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

をブロック対角ピボッティング手法（同名手法には
クラウト法とガウス消去法の関係に似た二つの考
え方があり，ここでは後者）で解く．ただし， A  は 
n n× ，バンド幅 h  の対称バンド行列，b  は n  次元
の実定数ベクトル，x は n 次元の解ベクトルである． 

n > h ≥ 0 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A ． 

対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ ( ) ( )n h h h+ − +1 1 2/  の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A ，定数ベクトル b  及び
解ベクトル x  の次数 n． 

NH ········· 入力． A  のバンド幅 h． 
演算後，その内容は保存されない．（使用
上の注意④参照） 

MH········· 入力．最大許容バンド幅 hm（N > MH ≥ NH） 
（使用上の注意④参照） 

B············· 入力．定数ベクトル b ． 
出力．解ベクトル x ． 
大きさ n の 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値（≥ 0.0） 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照） 

ISW········ 入力．制御情報．同一の係数行列を持つ 
( )l ≥ 1  組の方程式を解くとき，次のとおり

指定する． 
ISW=1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW=2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く． 
ただし，このとき B  の値だけを新しい定
数ベクトル b  の値に変え，それ以外のパ
ラメタはそのままで使う．（使用上の注意
②参照） 

VW········· 作業領域．大きさ ( ) ( )n h h hm m m+ − +1 1 2/  の 
1 次元配列．（使用上の注意⑤参照） 

IVW ······· 作業領域．大きさ 2n  の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LSBIX-1 参照． 
 

表 LSBIX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 ピボットが相対的に零となった. 

係数行列は非正則の可能性が強い. 
処理を打ち切る. 

 25000 演算中にバンド幅が許容最大値を
超えた. 

処理を打ち切る. 

 30000 NH < 0，NH > MH，MH ≥ N，EPSZ 
< 0.0 又は ISW ≠  1，2 であった. 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … AMACH，BMDMX，SBMDM，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … AMAX1，ABS，IDIM 

 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定 EPSZ に 10-s を設定した

とすると，これは次の意味を持っている．すな
わち，ブロック対角ピボッティング手法による 
MDMT 分解の過程でピボットの値（1×1 若し
くは 2×2 ピボットが作る小行列式）が，10 進 s 
桁以上の桁落ちを生じた場合に，そのピボット
の値を相対的に零と見なし，ICON = 20000とし
て処理を打ち切る． 
EPSZ の標準値は丸めの誤差の単位を u とした
とき，16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZ に極小の値を与えればよ
いが，その結果は保証されない． 

② 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいく
つか続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 
として解くと，係数行列の MDMT 分解過程を
省略するので計算時間が少なくなる． 

③ 行列 A  の行列式の求め方については使用例及
び本サブルーチンが使用するサブルーチン 
SBMDM の該当項目を参照すること． 

④ ピボッティングのための行と列の交換により，
行列のバンド幅は一般に増大する．許容最大バ
ンド幅 hm はこの増大分を見越して適当に設定
すること． 
もしも MDMT 分解の途中にバンド幅が hm  を
超過する場合には，ICON = 25000 として処理が
打ち切られる． 

⑤ A と VW が同じ領域であっても差支えがない
ように考慮されているので，領域を節約するた
めに A と VW を同じ領域にとることができる． 
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c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l  組の連立 1 次方程式
を解き，行列式を計算する．領域節約のために 
A と VW を同じ配列とする． 
n ≤ 100 ， h hm≤ ≤ 50  の場合 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(3825),B(100),IVW(200) 
      READ(5,500) N,NH,MH 
      WRITE(6,600) N,NH,MH 
      NHP1=NH+1 
      NT=(N+N-NH)*NHP1/2 
      READ(5,510) (A(J),J=1,NT) 
      READ(5,520) L 
      EPSZ=1.0E-6 
      ISW=1 
      DO 10 K=1,L 
      IF(K.GE.2) ISW=2 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL LSBIX(A,N,NH,MH,B,EPSZ,ISW,A, 
     *           IVW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,620) (B(I),I=1,N) 
   10 CONTINUE 
      DET=1.0 
      J=1 
      I=1 
   20 M=IVW(I) 
      IF(M.NE.I) GO TO 30 
      DET=A(J)*DET 
      J=MIN0(I,MH)+1+J 
      I=I+1 
      GO TO 40 
   30 JJ=MIN0(I,MH)+1+J 
      DET=(A(J)*A(JJ)-A(JJ-1)*A(JJ-1))*DET 
      J=MIN0(I+1,MH)+1+JJ 
      I=I+2 
   40 IF(I.LE.N) GO TO 20 
      WRITE(6,630) DET 
      STOP 
  500 FORMAT(3I4) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  520 FORMAT(I4) 
  600 FORMAT('1'/10X,'N=',I3,5X,'NH=',I3, 
     * 5X,'MH=',I3) 
  610 FORMAT('0',10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(11X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (15X,5E15.6)) 
  630 FORMAT('0',10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX=',E15.6) 
      END 

 

(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

を次の手順で解く． 
a. 係数行列 A の MDMT 分解（ブロック対角ピボ

ッティング手法） 
ブロック対角ピボッティング手法により，係数
行列 A を MDMT 分解する． 

PAP MDMT T=  (4.2) 

ただし， P  はピボッティングによる行の入換
えを行う置換行列， M  は単位下バンド行列，
D  は高々次数 2 の対称なブロックから成る対
称ブロック対角行列である．この計算はサブル
ーチン SBMDM を用いて行う． 
 

b. 求解 
連立 1 次方程式 (4.1) を解くことは， 

P MDM P x bT T− − =1  (4.3) 

を解くことと同値であり，この方程式は 

( ) PbxM =1  (4.4) 
( ) ( )12 xDx =  (4.5) 

( ) ( )23 xxTM =  (4.6) 
( )3xxP T =−  (4.7) 

として，前進代入，後退代入及び簡単な計算に
より解くことができる．この計算はサブルーチ
ン BMDMX を用いて行う． 
 

なお，詳細については，参考文献 [9] 及び [10] を
参照すること． 
 



LSBX 

 420 

A52-31-0101 LSBX, DLSBX 

正値対称バンド行列の連立 1 次方程式 
（変形コレスキー法） 
CALL LSBX (A, N, NH, B, EPSZ, ISW, ICON) 

 
(1) 機能 

実係数連立 1 次方程式  

Ax b=  (1.1) 

を変形コレスキー法で解く．ただし A は n n× ，上，
下バンド幅 h  の正値対称バンド行列， b  は n  次元
の実定数ベクトル，x は n  次元の解ベクトルであ
る． 

n h> ≥ 0  であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A ． 

演算後，内容は保存されない． 
対称バンド行列用圧縮モード 
大きさ ( ) ( )n h h h+ − +1 1 2/ の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
NH ········· 入力．バンド幅 h ． 
B············· 入力．定数ベクトル b ． 

出力．解ベクトル x ． 
大きさ n  の 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値（≥ 0.0） 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意③ 参照） 

ISW········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ ( )l ≥ 1  組の方程式

を解くとき，次のとおり指定する． 
ISW=1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW=2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く． 
ただし，このとき B の値だけを新しい定数
ベクトル b の値に変え，それ以外のパラメ
タはそのままで使う． 
（使用上の注意④参照） 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 LSBX-1 参照． 

 
表 LSBX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 ピボットが負となった． 

係数行列が正値でない． 
処理は続行する．

 20000 ピボットが相対的に零となっ
た．係数行列は非正則の可能性
が強い． 

処理を打ち切る．

 30000 NH < 0，NH ≥ N，EPSZ < 0.0 又
は ISW ≠ 1，2 であった． 

処理を打ち切る．

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，BDLX，SBDL，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … ABS 
  
b. 注意 
① 本サブルーチンにより得られた解 x は，続けて

サブルーチン LSBXR を呼び出すことにより改
良することができる． 

② 本サブルーチンではバンド部分の外側にある
要素にかかわる計算は省略しているので，正値
対称行列用のサブルーチン LSX よりも処理が
速い． 

③ ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し
たとすると，この値は次の意味を持っている．
すなわち，変形コレスキー法による LDLT 分解
の過程でピボットの値が 10 進 s 桁以上の桁落
ちを生じた場合にそのピボットを相対的に零
と見なし，ICON = 20000 として処理を打ち切
る．EPSZ の標準値は丸め誤差の単位をuとした
とき，EPSZ = 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZ へ極小の値を与えればよ
いが，その結果は保証されない． 

④ 同一係数行列を持つ連立 1 次方程式をいくつ
か続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 と
して解くと，係数行列 A の LDLT 分解過程を省
略するので計算時間が少なくなる． 

⑤ 分解過程でピボットが負となった場合，係数行
列は正値ではない．本サブルーチンでは，この
とき処理は続行するが ICON = 10000 とする． 
ただし，ピボッティングを行っていないため計
算誤差は大きい可能性があるので考慮するこ
と． 

⑥ 係数行列の行列式は，演算後の配列 A の n 個の
対角線上の値を掛け合わせ，その逆数をとるこ
とにより得られる．ただし，配列 A は対称バン
ド行列用圧縮モードであることに注意するこ
と． 

⑦ 演算後の配列 A の内容はサブルーチン SBDL 
と同一である． 
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c. 使用例 

同一係数を持つ l  組の n 元の連立 1 次方程式
を解く．n ≤ 100，h ≤ 50 の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(3825),B(100) 
      READ(5,500) N,NH 
      WRITE(6,600) N,NH 
      NH1=NH+1 
      NT=N*NH1-NH*NH1/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,500) L 
      K=1 
      ISW=1 
      EPSZ=1.0E-6 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL LSBX(A,N,NH,B,EPSZ,ISW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,620) (B(I),I=1,N) 
      IF(K.EQ.L) GO TO 20 
      K=K+1 
      ISW=2 
      GO TO 10 
   20 DET=A(1) 
      K=1 
      DO 30 I=2,N 
      K=K+MIN0(I,NH1) 
      DET=DET*A(K) 
   30 CONTINUE 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,630) DET 
      STOP 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/10X,'N=',I3,'NH=',I3) 
  610 FORMAT('0',10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(11X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (15X,5E17.8)) 
  630 FORMAT('0',10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT MATRIX=' 
     * ,E17.8) 
      END 

 

(4) 手法概要 
正値対称バンド行列 A を係数に持つ連立 1 次方

程式 

Ax b=  (4.1) 

を次の手順で解く． 
a. 係数行列 A の LDTT 分解（変形コレスキー法） 

変形コレスキー法により，係数行列 A  を LDTT 

分解する． 

TLDLA =  (4.2) 

ただし， L  は単位下バンド行列， D  は対角行
列である．この計算はサブルーチン SBDL を用
いて行う． 
 

b. 求解（前進代入，後退代入） 
連立 1 次方程式 

LDL x bT =  (4.3) 

を解く．この計算はサブルーチン BDLX を用い
て行う． 
 

なお，詳細については，参考文献 [7] を参照する
こと． 
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A52-31-0401 LSBXR, DLSBXR 

正値対称バンド行列の連立 1 次方程式の解の反復改良

CALL LSBXR (X, A, N, NH, FA, B, VW, ICON) 
 
(1) 機能 

n×n，上，下バンド幅 h の正値対称バンド行列 A 
の連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復修正
して改良する． 

ただし， b  は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次
元の解ベクトルである． 

なお，あらかじめ，係数行列 A は (1.2) のとおり 
LDTT 分解されていること． 

A LDL= T  (1.2) 

ここで， L  と D  はそれぞれ n n×  の下バンド幅 
h  の単位下バンド行列と対角行列である． 

n h> ≥ 0  であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．近似解ベクトル ~x ． 

出力．反復改良された解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

A ············ 入力．係数行列 A． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n(h+1) - h(h+1) / 2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
（使用上の注意②参照） 

NH ········· 入力．上，下バンド幅 h． 
FA ·········· 入力．行列 L と行列 D-1． 

図 LSBXR-1 参照． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n(h+1) - h(h+1) / 2 の 1次元配列． 

B············· 入力．定数ベクトル b． 
大きさ n の 1 次元配列． 

VW········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LSBXR-1 参照． 
 

表 LSBXR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 係数行列が正値でなかった． 処理は続行する． 
 25000 係数行列の条件が悪く，収束

条件を満足しなかった． 
処理を打ち切る． 
（収束条件について
は手法概要 b. 参照の
こと） 

 30000 N = 0，NH < 0 又は NH ≥ |N| で
あった． 

処理を打ち切る． 

 
 
 
 
 

  

  
     
     
     
     
     
     
     
     
 
[注意] 配列 FA に行列 D-1+(L-I) の対角部分及び下バンド部分を，

対称バンド行列用圧縮モードで格納する． 

図 LSBXR-1  行列 L 及び D-1 の格納方法 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，BDLX，MSBV，MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 … ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン LSBX により

求められた近似解 ~x  を反復修正して，その精
度を改良するものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前にサ
ブルーチン LSBX を呼び出して近似解 ~x  を求
め，続けて本サブルーチンを呼び出すことによ
り反復改良された解を得ることができる． 
この場合，パラメタ X，FA には直前に呼び出
したサブルーチン LSBX の結果をそのまま入
力すること．ただし，本サブルーチンでは係数
行列 A と定数ベクトル b も必要とするためサ
ブルーチン LSBX を呼ぶに先立ってそれらを
保存しておく必要がある． 
具体的には使用例を参照されたい． 

② N = -n と指定すれば，サブルーチン LSBX によ
り得られた近似解 ~x  の推定精度（相対誤差）
を得ることができる． 
この場合，本サブルーチンでは解の反復改良は
行わず，単に相対誤差を計算し，VW(1) に出力
する．精度の推定については，手法概要 c. を参
照されたい． 
 

c. 使用例 
n 元の連立 1 次方程式の近似解 ~x  をサブルー
チン LSBX により求め，その ~x  を本サブルー
チンで反復改良する． 
n ≤ 100 ， h ≤ 50  の場合． 

( ) ( )n h
h h

+ −
+
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1
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−
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(3825),FA(3825),X(100), 
     *          B(100),VW(100) 
   10 READ(5,500) N,NH 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NH1=NH+1 
      NT=N*NH1-NH*NH1/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,610) (I,B(I),I=1,N) 
      DO 20 I=1,N 
   20 X(I)=B(I) 
      DO 30 I=1,NT 
   30 FA(I)=A(I) 
      EPSZ=0.0E0 
      ISW=1 
      CALL LSBX(FA,N,NH,X,EPSZ,ISW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL LSBXR(X,A,N,NH,FA,B,VW,ICON) 
      WRITE (6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,640) (I,X(I),I=1,N) 
      DET=FA(1) 
      L=1 
      DO 40 I=2,N 
      L=L+MIN0(I,NH1) 
   40 DET=DET*FA(L) 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,650) DET 
      STOP 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  610 FORMAT(///10X,'CONSTANT VECTOR'/ 
     * (10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  620 FORMAT('0','LSBX  ICON=',I5) 
  630 FORMAT('0','LSBXR ICON=',I5) 
  640 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  650 FORMAT(///10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX=',E17.8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復改
良することを考える． 
a. 反復改良の考え方 

反復改良とは，(4.1) の解 x の s 回目の近似解を 
x(s) と表せば， ( )x x1 = ~  として 

( ) ( )r b Axs s= −  (4.2) 
( ) ( )Ad rs s=  (4.3) 

( ) ( ) ( )x x ds s+ = +1 s  (4.4) 
      s=1,2,… 

によって連立 1 次方程式 (4.1) の改良された近
似解 x(s+1)（s = 1，2，…）を逐次求めていくこ
とである． 

なお，反復改良の原理から，(4.2) の計算を正確

に行うなら，数値的に近似解 ( )x 1  の改良解が得
られる． 
ただし，係数行列 A の条件が非常に悪い場合に
は改良されないことがある． 
（3.4 (2) e. 解の反復改良 参照） 
 

b. 本サブルーチンにおける手順 
サブルーチン LSBX で最初の近似解 ( )x 1  は求
められているものとする． 
本サブルーチンでは，以下を繰り返す． 

・ 残差 ( )r s  を (4.2) から計算する．これはサブル
ーチン MSBV を用いて行う． 

・ 修正量 d(s) を (4.3) から求める．これはサブルー
チン BDLX を用いて行う 

・ 修正された近似解 x(s+1) を (4.4) から求める． 
 

収束判定法は，以下のとおりである． 
ここで丸め誤差の単位 u としたとき，s 回目の
反復過程において 

( ) ( ) us ⋅<
∞

+
∞

2/ 1xd s  (4.5) 

なる関係を満たしたとき，反復改良は収束した

ものと見なし，そのときの ( )x s+1  を解として採
用する． 
ただし，反復過程で 

( )

( )

( )

( )
∞

∞
−

∞
+

∞ ⋅>
s

s

s

s

x

d

x

d 1

1 2
1  

なる関係が生じた場合には，係数行列 A の条件
が非常に悪く，反復改良は収束しないと見な
し，ICON = 25000 として処理を打ち切る． 
 

c. 近似解の精度推定 
近似解 ( )x 1  における誤差を e(1)（= x(1) - x）とす

れば，相対誤差は ( ) ( )e x1 1

∞ ∞
/  である．いま反

復法が収束するならば，e(1) と d(1) はほぼ等しい
ものと考えられるから，近似解の相対誤差は 

( ) ( )
∞∞

11 / xd  によって推定できる．（3.4 (2) f. 
近似解の精度推定 参照） 
 

なお，詳細については，文献 [1]，[3] 及び [5] を
参照すること． 
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A22-21-0101 LSIX,DLSIX 

実対称行列の連立 1 次方程式（ブロック対角ピボッテ
ィング手法） 
CALL LSIX (A,N,B,EPSZ,ISW,VW,IP,IVW,ICON)

 
(1) 機能 

実係数連立 1 次方程式 

AX b=  (1.1) 

をブロック対角ピボッティング手法（同名手法には
クラウト法とガウス消去法の関係に似た二つの考
え方があり，ここでは前者）で解く．ただし，A は n× 
n 対称行列，b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次
元の解ベクトルである． 

n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．係数行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n+n) / 2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A，定数ベクトル b 及び解
ベクトル x の次数 n． 

B············· 入力．定数ベクトル b． 
出力．解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値（≥ 0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照．） 

ISW········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ l（≥1）組の方程式
を解くとき，次のとおり指定する． 
ISW=1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW=2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く．ただし，このとき B の値だけを新しい
定数ベクトル b の値に変え，それ以外のパ
ラメタはそのままで使う． 
（使用上の注意②参照．） 

VW········· 作業領域．大きさ 2n の 1 次元配列． 
IP············ 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
IVW ······· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LSIX-1 参照． 
 

表 LSIX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 ピボットが相対的に零とな

った．係数行列は非正則の可
能性が強い． 

処理を打ち切る． 

 30000 N < 1，EPSZ < 0.0 又は 
 ISW ≠ 1，2 であった． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MDMX，AMACH，SMDM，MGSSL，

USCHA 
② FORTRAN 基本関数… ABS，SQRT，IABS，

ISIGN 
 

b. 注意 
① ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し

たとすると，この値は次の意味を持っている．
すなわち，ブロック対角ピボッティング手法に
よる MDMT 分解の過程でピボットの値（1 × 1
若しくは 2 × 2 ピボットが成す小行列の行列
式）が，10 進 s 桁以上の桁落ちを生じた場合に，
そのピボットの値を相対的に零と見なし，
ICON = 20000 として処理を打ち切る． 
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き，16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZ へ極小の値を与えればよ
いが，その結果は保証されない． 

② 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいく
つか続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 
として解くと，係数行列の MDMT 分解過程を
省略するので計算時間が少なくなる． 

③ 行列 A の行列式の求め方については使用例及
び本サブルーチンが使用するサブルーチン 
SMDM の該当項目を参照すること． 

④ 本サブルーチンでは，行列の対称性を生かし分
解中もそれを保持するので領域が節約できる． 
 

c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l 組の連立 1 次方程式を
求める．また，係数行列の行列式も求める． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(100),VW(200), 
     *          IP(100),IVW(100) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IX 
      DATA IA,IB,IX/'A   ','B   ','X   '/ 
      READ(5,500) N,L 
      NT=(N*(N+1))/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N 
      CALL PSM(IA,1,A,N) 
      M=1 
      ISW=1 
      EPSZ=1.0E-6 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL PGM(IB,1,B,N,N,1) 
      CALL LSIX(A,N,B,EPSZ,ISW,VW,IP,IVW, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL PGM(IX,1,B,N,N,1) 
      IF(M.GE.L) GO TO 20 
      M=M+1 
      ISW=2 
      GO TO 10 
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   20 DET=1.0 
      I=1 
      J=1 
   30 IF(IP(J+1).GT.0) GO TO 40 
      DET=DET*(A(I)*A(I+J+1)-A(I+J) 
     *    *A(I+J)) 
      J=J+2 
      I=I+J-1+J 
      GO TO 50 
   40 DET=DET*A(I) 
      J=J+1 
      I=I+J 
   50 IF(J.LT.N) GO TO 30 
      IF(J.EQ.N) DET=DET*A(I) 
      WRITE(6,620) DET 
      STOP 
  500 FORMAT(2I3) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/ 
     * 6X,'LINEAR EQUATIONS AX=B'/ 
     * 6X,'ORDER=',I4) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LSIX=',I6) 
  620 FORMAT(' ',5X,'DETERMINANT OF A=', 
     * E14.7) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン PSM 及び PGM は，
実対称行列及び実行列を印刷するものである．
プログラムは，サブルーチン MGSM の使用例
に記載されている． 

 
(4) 手法概要 

連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

を次の手順で解く． 

a. 係数行列 A の MDMT 分解（ブロック対角ピボ
ッティング手法） 
ブロック対角ピボッティング手法により，係数
行列 A を MDMT 分解する． 

PAP MDMT T=  (4.2) 

ただし， P はピボッティングによる行の入換え
を行う置換行列，M は単位下三角行列，D は
高々次数 2 の対称なブロックから成る対称ブ
ロック対角行列である．この計算はサブルーチ
ン SMDM を用いて行う． 

b. 求解 
連立 1 次方程式 (4.1) を解くことは， 

( )P MDM P x bT T− −
=1 1

 (4.3) 

を解くことと同値であり，この方程式は， 

( )Mx Pb1 =  (4.4) 
( ) ( )Dx x2 1=  (4.5) 

( ) ( )M x xT 3 2=  (4.6) 

( ) ( )P x xT −
=

1 3  (4.7) 

として，前進代入，後退代入及び簡単な計算に
より解く．この計算はサブルーチン MDMX を
用いて行う． 
 

なお，詳細については，参考文献 [9] 及び [10] を
参照すること． 
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A22-21-0401 LSIXR, DLSIXR 

実対称行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 
CALL LSIXR (X, A, N, FA, B, IP, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

n n×  の対称行列 A の連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復修正
して改良する． 

ただし，b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次元
の解ベクトルである． 

なお，あらかじめ，係数行列 A は (1.2) のとおり 
MDMT 分解されていること． 

PAP MDMT T=  (1.2) 

ここで，P はピボッティングによる行の入換えを
行う置換行列，M は単位下三角行列，D は高々次数 
2 の対称なブロックから成る対称ブロック対角行列
で dk+1,k ≠ 0 なら mk+1,k = 0 である．ただし，M = (mij)，
D = (dij)  

n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．近似解ベクトル ~x ． 

出力．反復改良された解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

A ············ 入力．係数行列 A． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n(n+1) / 2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A の次数 n． 
（使用上の注意②参照） 

FA ·········· 入力．行列 M と行列 D 
図 LSIXR-1 参照． 
大きさ n(n+1) / 2 の 1 次元配列． 

B············· 入力．定数ベクトル b． 
大きさ n の 1 次元配列． 

IP············ 入力．ピボッティングによる行の入換えの
履歴を示すトランスポジションベクトル． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

VW········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 LSIXR-1 参照． 

 
 
 
 
     
     
     
     
     
     
     
     
     
     
 
[注意] 行列 D + (M-I) の対角部分及び下三角部分を，対称行列

用圧縮モードで 1 次元配列 FA に格納する．ここで，D は
次数 2 と 1 のブロックからなる場合である． 

図 LSIXR-1  行列 D 及び M の格納方法 

表 LSIXR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 係数行列が正則でなかった． 処理を打ち切る． 
 25000 係数行列の条件が悪く，収束

条件を満足しなかった． 
処理を打ち切る． 
（収束条件について
は手法概要 b. 参照の
こと） 

 30000 N = 0 であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，MDMX，MSV，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … IABS，ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン LSIX により

求められた近似解 ~x  を反復修正して，その精
度を改良するものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前にサ
ブルーチン LSIX を呼び出して近似解 ~x  を求
め，続けて本サブルーチンを呼び出すことによ
り反復改良された解を得ることができる． 
この場合，パラメタ X，FA，IP には直前に呼
び出したサブルーチン LSIX の結果をそのまま
入力すること．ただし，本サブルーチンでは係
数行列 A と定数ベクトル b も必要とするため
サブルーチン LSIX を呼ぶに先立ってそれらを
保存しておく必要がある． 
具体的には使用例を参照されたい． 
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② N = n と指定すれば，サブルーチン LSIX によ

り得られた近似解 ~x  の推定精度（相対誤差）
を得ることができる． 
この場合，本サブルーチンでは解の反復改良は
行わず，単に相対誤差を計算し，VW(1) に出力
する． 
精度の推定については，手法概要 c. を参照され
たい． 
 

c. 使用例 
n元の連立 1 次方程式の近似解 ~x  をサブルー
チン LSIX により求め，その ~x  を本サブルーチ
ンで反復改良する． 
n ≤ 100  の場合 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),FA(5050),X(100), 
     *   B(100),VW(200),IP(100),IVW(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      DO 20 I=1,N 
      X(I)=B(I) 
   20 CONTINUE 
      DO 30 I=1,NT 
   30 FA(I)=A(I) 
      EPSZ=0.0E0 
      ISW=1 
      CALL LSIX(FA,N,X,EPSZ,ISW,VW,IP,IVW, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL LSIXR(X,A,N,FA,B,IP,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,640) (I,X(I),I=1,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  620 FORMAT('0',10X,'LSIX  ICON=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'LSIXR ICON=',I5) 
  640 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
      END 

 

(4) 手法概要 
連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復改良
することを考える． 
a. 反復改良の考え方 

反復改良とは，(4.1) の解 x の s 回目の近似解を 
( )x s  と表せば， ( )x x1 = ~  として 

( ) ( )r b Axs = − s  (4.2) 
( ) ( )Ad r ss =  (4.3) 

( ) ( ) ( )x x ds s s+ = +1  (4.4) 
s = 1,2,… 

によって連立 1 次方程式 (4.1) の改良された近
似解 x(s+1)（s = 1，2，…）を逐次求めていくこ
とである． 
なお，反復改良の原理から，(4.2) の計算を正確
に行うなら，数値的に近似解 x(1) の改良解が得
られる． 
ただし，係数行列 A の条件が非常に悪い場合に
は改良れないことがある． 
（3.4 (2) e. 解の反復改良 参照） 
 

b. 本サブルーチンにおける手順 
サブルーチン LSIX で最初の近似解 ( )x 1  は求め
られているものとする． 
本サブルーチンでは，以下を繰り返す． 
・ 残差 ( )r s  を (4.2) から計算する．これはサ

ブルーチン MSV を用いて行う． 
・ 修正量 d(s) を (4.3) から求める．これはサブ

ルーチン MDMX を用いて行う 
・ 修正された近似解 x(s+1) を (4.4) から求め

る． 
 
収束判定法は，以下のとおりである． 
ここで丸め誤差の単位を u  としたとき，s 回目
の反復過程において 

( ) ( ) uss ⋅<
∞

+

∞
2/ 1xd  (4.5) 

なる関係を満たしたとき，反復改良は収束した
ものと見なし，そのときの x(s+1) を解として採用
する． 
ただし，反復過程で 

( )

( )

( )

( )

d

x

d

x

s

s

s

s
∞

+

∞

−

∞

∞

> ⋅
1

1

1
2

 

なる関係が生じた場合には，係数行列 A  の条
件が非常に悪く，反復改良は収束しないと見な
し，ICON = 25000 として処理を打ち切る． 
 

c. 近似解の精度推定 
近似解 ( )x 1  における誤差を e(1) (= x(1) - x) とすれ

ば，相対誤差は ( ) ( )e x1 1

∞ ∞
/  である．いま反復

法が収束するならば，e(1) と d(1) はほぼ等しいも
のと考えられるから，近似解の相対誤差は 

( ) ( )d x1 1

∞ ∞
/  によって推定できる．（3.4 (2) f. 

近似解の精度推定 参照） 
 

なお，詳細については，文献 [1]，[3] 及び [5] を
参照すること． 
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A52-31-0501  LSTX, DLSTX 

正値対称 3 項行列の連立 1 次方程式  
(変形コレスキー法) 
CALL LSTX (D, SD, N, B, EPSZ, ISW, ICON) 

 
(1) 機能 

実係数連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

を変形コレスキー法で解く．ただし，A  は n n×  の
正値対称な実 3 項行列， b  は n  次元の実定数ベク
トル， x  は n  次元の解ベクトルであること． 

n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
D ············ 入力．係数行列 A の対角部分． 

演算後，内容は保存されない． 
図 LSTX-1 参照 
大きさ n  の 1 次元配列． 

SD ·········· 入力．係数行列 A の副対角部分． 
演算後，内容は保存されない． 
図 LSTX-1 参照 
大きさ n -1 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．係数行列 A，定数ベクトル b 及び解
ベクトル x の次数 n． 

B············· 入力．定数ベクトル b ． 
出力．解ベクトル x ． 
大きさ n の 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値（≥ 0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照） 

ISW········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ l（≥ 1）組の方程式
を解くとき，次のとおり指定する． 
ISW = 1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW = 2 のとき，2 組目以降の方程式を解
く． 
ただし，このとき B の値だけを新しい定数
ベクトル b の値に変え，それ以外のパラメ
タはそのままで使う． 
（使用上の注意②参照） 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 LSTX-1 参照． 

 
 
 
 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   

 

図 LSTX-1  配列 SD 及び D における行列 A の各要素の格納方法 

表 LSTX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 ピボットが負となった． 

係数行列は正値でない． 
処理は続行する． 

 20000 ピボットが相対的に零となっ
た．係数行列は非正則の可能
性が強い． 

処理を打ち切る． 

 30000 N < 1，EPSZ < 0.0 又は ISW ≠  
1，2 であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … ABS 

 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し

たとすると，この値は次の意味を持っている．
すなわち，変形コレスキー法による LDLT 分解
の過程でピボットの値が 10進 s 桁以上の桁落
ちを生じた場合にそのピボットを相対的に零
と見なし， 
ICON = 20000 として処理を打ち切る． 
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き，16 ⋅u  である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZ へ極小の値を与えればよ
いが，その結果は保証されない． 

0

0

a11 a12

a21 a22 a23

a32

an n−1,

annan n, −1

Matrix A

Array SD Array D

a11a21

a32

an n, −1
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行列  Ａ 
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② 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいく
つか続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 
として解くと，係数行列 A の LU 分解過程を省
略するので計算時間が少なくなる． 

③ 行列 A の行列式は，n 個の配列要素 D(i)，i = 1，
…，n を掛け合わせて得られる． 

④ 分解過程でピボットが負になった場合は，ピボ
ッティングを行っていないので計算誤差は大
きい可能性があるから注意すること． 

⑤ 本サブルーチンでは，繰返し演算を行う箇所で
行列の特徴を生かした工夫がなされており，通
常の変形コレスキー法と比べて，数学的には演
算数が同じであるにもかかわらず処理速度が
速い． 
 

c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l  組の n  元連立 1 次方
程式を解く． n ≤ 100  の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION D(100),SD(99),B(100) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IX 
      DATA IA,IB,IX/'A   ','B   ','X   '/ 
      READ(5,500) N,L 
      NM1=N-1 
      READ(5,510) (D(I),I=1,N),(SD(I), 
     *            I=1,NM1) 
      WRITE(6,600) N 
      CALL PTM(IA,1,SD,D,SD,N) 
      ISW=1 
      M=1 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL PGM(IB,1,B,N,N,1) 
      CALL LSTX(D,SD,N,B,0.0,ISW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GO TO 20 
      WRITE(6,610) ICON 
      STOP 
   20 CALL PGM(IX,1,B,N,N,1) 
      IF(M.EQ.L) GO TO 30 
      M=M+1 
      ISW=2 
      GO TO 10 
   30 WRITE(6,620) 
      STOP 
  500 FORMAT(2I3) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X, 
     *  'LINEAR EQUATIONS AX=B(TRIDIAGONAL)' 
     *  /6X,'(POSITIVE,SYMMETRIC)' 
     *  /6X,'ORDER=',I5) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LSTX=',I6) 
  620 FORMAT(' ',5X,'* NORMA END *') 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン PTM 及び PGM は，
実 3 項行列及び実行列を印刷するものである．
プログラムは，サブルーチン LTX 及び MGSM 
の使用例に記載されている． 
 

(4) 手法概要 
正値対称な実 3 項行列を係数に持つ連立 1 次方程

式 

Ax b=  (4.1) 

を変形コレスキー法で解くことを考える． 
行列 A の特性（正値対称な実 3 項行列）を生かせ

ば，常に行列を変形コレスキー法で (4.2) のとおり 
LDLT 分解することができる（LDLT 分解）． 

A LDLT=  

ここで，L はバンド幅 1 の単位下バンド行列，D は
正値な対角行列である． 

よって，(4.1) を解くことは， 

Ly b=  (4.3) 
L x D yT = −1  (4.4) 

を解くことに帰着する． 
(4.3) 及び (4.4) は前進代入及び後退代入により簡

単に解くことができる． 
 

a. 変形コレスキー法 
行列 A が正値対称な場合には常に (4.2) なる 
LDLT 分解が可能であり，その分解方法は変形
コレスキー法により，次の等式で与えられる． 

∑
−

=

−=−=
1

1
1,...,1  ,

j

k
jkkikijjij ijldladl  (4.5) 

∑
−

=

=−=
1

1
,...,1  ,

i

k
ikkikiii nildlad  (4.6) 

ここで， ( ) ( )A L= =a lij ij, ， D = diag ( )di  であ

る． 
なお，行列 A  が 3 項行列であるから，(4.5)，
(4.6) は (4.7)，(4.8) となる． 

1,11, −−− = iiiii adl  (4.7) 

1- , 11- , iiiiiiii ldlad −−=  (4.8) 

 
b. 本サブルーチンにおける手順 

本サブルーチンでは，行列の特性を生かした手
順により解を求めている． 
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・ LDLT 分解 
通常，行列 A  を変形コレスキー法で LDLT 分
解する場合，(4.7) 及び (4.8) なる式より要素 li i, −1  

と ( )nidi ,...,1=  を逐次求める．しかし，本サブ

ルーチンでは，対称 3 項行列の特性を生かし，
行列 L と D の各要素を左上方要素からと右下
方要素から各々中央要素まで，同時に求めるこ
とにより繰返し回数を節約する（繰返し回数節
約のための考慮は，後説される  (4.13) 及び 
(4.16) を計算するときにもなされている）．つ
まり，(4.9)，(4.10)，(4.11)，及び (4.12) により
要素 l d li i i n i n i, ,, ,− − + − +1 1 2  及び dn-i+1（i = １，…，[(n+1) 
/ 2]）を逐次求める． 

1,11, −−− = iiiii adl  (4.9) 

111, −−−−= ijiiiiii ldlad  (4.10) 

2,122,1 +−+−+−+−+− = ininininin adl  (4.11) 

1,21,11 +−+−+−+−+− −= ininininin lad  

1,22 +−+−+− ininin ld  (4.12) 

 i = １，…，[(n+1) / 2] 

・ Ly b=  を解く（前進代入，後退代入） 
通常は 

∑
−

=

=−=
1

1
,...,1,

i

k
kikii niylby  (4.13) 

なる式で逐次求める．ただし， 
( )nyy ,...,1=Ty ， ( )n

T bb ,...,1=b  である． 
本サブルーチンでは，(4.14) 及び (4.15) なる式
より逐次求める． 

y b l yi i i i i= − − −, 1 1  (4.14) 

22,111 +−+−+−+−+−
−=

ininininin
ylby  (4.15) 

 i = １，…，[(n+1) / 2] 

・ L x yT = −D 1  を解く（前進代入，後退代入） 
通常は， 

∑
+=

=−= −

n

ik
kkiii nixldyx

1
1,...,,1  (4.16) 

なる式で逐次求める．ただし， ( )n
T xx ,...,1=x ，

D− =1 diag ( d i
−1 ) である． 

本サブルーチンでは，(4.17)，(4.18) 及び (4.19) な
る式より逐次求める． 

1

]2/)1[(]2/)1[(]2/)1[(

−

+++
=

nnn
dyx  (4.17) 

1,1

1

++

− −=
iiiiii

xldyx  (4.18) 

inininininin
xldyx

−−+−

−

+−+−+−
−=

,1

1

111  

 1,...,11)/2][(n −+=i  (4.19) 
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A22-51-0101  LSX, DLSX 

正値対称行列の連立 1 次方程式 
（変形コレスキー法） 
CALL LSX (A, N, B, EPSZ, ISW, ICON) 

 
(1) 機能 

実係数連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

を変形コレスキー法で解く．ただし，A は n n×  の正
値対称行列，b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次
元の解ベクトルである． n ≥ 1 であること． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．係数行列 A． 

演算後，内容は保存されない． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n n( ) /+ 1 2  の 1 次元配列． 

N ············· 入力．係数行列 A  の次数 n． 
B ············· 入力．定数ベクトル b ． 

出力．解ベクトル x ． 
大きさ n の 1 次元配列． 

EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値（≥0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意②参照） 

ISW ········ 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ ( )l ≥ 1  組の方程式を

解くとき，次のとおり指定する． 
ISW=1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW=2 のとき，2 組目以降の方程式を解く．
ただし，このとき B の値だけを新しい定数
ベクトル b の値に変え，それ以外のパラメ
タはそのままで使う．（使用上の注意③参
照） 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 LSX-1 参照． 

 
表 LSX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 ピボットが負となった． 

係数行列は正値でない． 
処理は続行する． 

 20000 ピボットが相対的に零となっ
た．係数行列は非正則の可能
性が強い． 

処理を打ち切る． 

 30000 N < 1，EPSZ < 0.0 又は 
ISW ≠ 1，2 であった． 

処理を打ち切る． 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，LDLX，SLDL，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンにより得られた解 x は，続けて

サブルーチン LSXR を呼び出すことにより改良
することができる． 

② ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し
たとすると，この値は次の意味を持っている．
すなわち，変形コレスキー法による LDLT 分解
の過程でピボットの値が 10 進 s 桁以上の桁落ち
を生じた場合にそのピボットを相対的に零と見
なし，ICON = 20000 として処理を打ち切る．
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き，EPSZ = 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZへ極小の値を与えればよい
が，その結果は保証されない． 

③ 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいくつ
か続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 とし
て解くと，係数行列 A の LDLT 分解過程を省略
するので計算時間が少なくなる． 

④ 分解過程でピボットが負となった場合，係数行
列 ICON = 10000 として処理は続行する．ただ
し，ピボッティングを行っていないため計算誤
差は大きい可能性があるので考慮すること． 

⑤ 係数行列の行列式は，演算後の配列 A の n 個の
対角線上の値（D-1 の対角要素）を掛け合わせ，
その逆数をとることにより得られる．ただし，
配列 A は対称行列用圧縮モードであることに注
意すること． 

⑥ 正値対称バンド行列の場合，バンド部分の外側
にある要素にかかわる計算を考慮するサブルー
チン LSBX の方が速く解が求まる． 
 

c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l 組の n 元連立 1 次方程
式を解く． n ≤ 100  の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(100) 
      READ(5,500) N 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N 
      READ(5,500) L 
      M=1 
      ISW=1 
      EPSZ=1.0E-6 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL LSX(A,N,B,EPSZ,ISW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,620) (B(I),I=1,N) 
      IF(L.EQ.M) GOTO 20 
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      M=M+1 
      ISW=2 
      GOTO 10 
   20 DET=A(1) 
      L=1 
      DO 30 I=2,N 
      L=L+I 
      DET=DET*A(L) 
   30 CONTINUE 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,630) DET 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/10X,'ORDER=',I5) 
  610 FORMAT('0',10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(11X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (15X,5E16.8)) 
  630 FORMAT('0',10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT MATRIX=' 
     * ,E16.8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

正値対称な係数行列 A を持つ連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

を次の手順で解く． 

a. 係数行列 A の LDLT 分解（変形コレスキー法） 
変形コレスキー法により，係数行列 A を LDLT 分
解する． 

A LDLT=  (4.2) 

ただし，L は単位下三角行列，D は対角行列で
ある．この計算はサブルーチン SLDL を用いて
行う． 
 

b. 求解（前進代入，後退代入） 
連立 1 次方程式 

LDL x bT =  (4.3) 

を解く．この計算はサブルーチン LDLX を用い
て行う． 
 

なお，詳細については，参考文献 [2] を参照するこ
と． 

 



LSXR 

 433 

A22-51-0401  LSXR, DLSXR 

正値対称行列の連立 1 次方程式の解の反復改良 
CALL LSXR (X, A, N, FA, B, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

n n×  の正値対称行列 A の連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復修正し
て改良する． 

ただし，b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次元
の解ベクトルである． 

なお，あらかじめ，係数行列 A は (1.2) のとおり 
LDLT 分解されていること． 

A LDLT=  (1.2) 

ここで，L と D はそれぞれ n×n の単位下三角行列
と対角行列である． 

n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．近似解ベクトル ~x ． 

出力．反復改良された解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

A ············· 入力．係数行列 A． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ ( )n n +1 2/  の 1 次元配列． 

N ············· 入力．係数行列 A の次数 n． 
（使用上の注意②参照） 

FA ··········· 入力．行列 L  と行列 D-1． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ ( )n n +1 2/  の 1 次元配列． 
図 LSXR-1 参照． 

 

l 21 1 
1 

1 l n n − 1 

d 11 
d 22 

d nn 
0 

l n 1 

d 11 1 − 
d 22 1 − 

d nn − 1 

l 2 1 

l n 1 l n n − 1 

( ) n n + 1 
2 

対角行列  D 行列  D - 1 +( L - I) 

対角要 
素を逆 
数にし 
て 

下三角 
部分だけ 

単位下三角行列  L 

d 11 1 − 
l 2 1 

d 22 1 − 

l n 1 

l n n − 1 
d nn − 1 

0 0 

0 

配列 FA 

 
[注意] 行列 ( )ILD −+−1  の対角部分及び下三角部分を，対称

行列用圧縮モードで 1 次元配列 FA に格納する． 

図 LSXR-1  行列 L 及び D の格納方法 

  
B ············· 入力．定数ベクトル b ． 

大きさ n の 1 次元配列． 
VW ········· 作業領域． 

大きさ n  の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 LSXR-1 参照． 
 

表 LSXR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 係数行列が正値でなかった． 処理は続行する． 
 25000 係数行列の条件が悪く，収束

条件を満足しなかった． 
処理を打ち切る． 
（収束条件につ
いては手法概要 b. 
参照のこと） 

 30000 N = 0 であった． 処理を打ち切る． 
 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… AMACH，LDLX，MSV，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，サブルーチン LSX により求

められた近似解 ~x  を反復修正して，その精度を
改良するものである． 
したがって，本サブルーチンを呼び出す前にサ
ブルーチン LSX を呼び出して近似解 ~x  を求め，
続けて本サブルーチンを呼び出すことにより反
復改良された解を得ることができる． 
この場合，パラメタ X，FA には直前に呼び出し
たサブルーチン LSX の結果をそのまま入力する
こと．ただし，本サブルーチンでは係数行列 A と
定数ベクトル b も必要とするためサブルーチン 
LSX を呼ぶに先立ってそれらを保存しておく必
要がある． 
具体的には使用例を参照されたい． 
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② N = -n と指定すれば，サブルーチン LSX により
得られた近似解 ~x  の推定精度（相対誤差）を得
ることができる． 
この場合，本サブルーチンでは解の反復改良は
行わず，単に相対誤差を計算し，VW(1) に出力
する． 
精度の推定については，手法概要 c. を参照され
たい． 
 

c. 使用例 
n元の連立 1 次方程式の近似解 ~x  をサブルーチ
ン LSX により求め，その ~x  を本サブルーチン
で反復改良する． 
n ≤ 100  の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),FA(5050),X(100), 
     *          B(100),VW(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      DO 20 I=1,N 
      X(I)=B(I) 
   20 CONTINUE 
      DO 30 I=1,NT 
   30 FA(I)=A(I) 
      EPSZ=0.0E0 
      ISW=1 
      CALL LSX(FA,N,X,EPSZ,ISW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL LSXR(X,A,N,FA,B,VW,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,640) (I,X(I),I=1,N) 
      DET=FA(1) 
      L=1 
      DO 40 I=2,N 
      L=L+1 
   40 DET=DET*FA(L) 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,650) DET 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  620 FORMAT('0',10X,'LSX  ICON=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'LSXR ICON=',I5) 
  640 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR'/ 
     * (10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  650 FORMAT(///10X, 
     * 'DETERMINANT OF COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX=',E17.8) 
      END 

 
(4) 手法概要 

連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

の近似解 ~x  が与えられたとき，その解を反復改良す
ることを考える． 

a. 反復改良の考え方 
反復改良とは，(4.1) の解 x の s 回目の近似解を 
x(s) と表せば， x x( ~1) =  として 

( ) ( )r b Axs s= −  (4.2) 
( ) ( )ss rAd =  (4.3) 

( ) ( ) ( )sss dxx +=+1  (4.4) 
 =s 1, 2, ... 

によって連立 1 次方程式 (4.1) の改良された近似
解 x(s+1)（s = 1，2，…）を逐次求めていくことで
ある． 
なお，反復改良の原理から，(4.2) の計算を正確
に行うなら，数値的に近似解 x(1) の改良解が得ら
れる． 
ただし，係数行列 A の条件が非常に悪い場合に
は改良されないことがある． 
（3.4 (2) e. 解の反復改良 参照） 
 

b. 本サブルーチンにおける手順 
サブルーチン LSX で最初の近似解 ( )x 1  は求め
られているものとする． 
本サブルーチンでは，以下を繰り返す． 

・ 残差 ( )r s  を (4.2) から計算する．これはサブルー
チン MSV を用いて行う． 

・ 修正量 ( )d s  を (4.3) から求める．これはサブルー
チン LDLX を用いて行う． 

・ 修正された近似解 ( )x s+1  を (4.4) から求める． 
 
収束判定法は，以下のとおりである． 
ここで丸め誤差の単位を u としたとき，s 回目の
反復過程において 

uss ⋅<
∞

+

∞
2/ )1()( xd  (4.5) 

なる関係を満たしたとき，反復改良は収束した
ものと見なし，そのときの x(s+1) を解として採用
する． 
ただし，反復過程で 

( )

( )

( )

( )
∞

∞

−

∞

+
∞ ⋅>

s

s

s

s

x

d

x

d 1

1 2
1

 

なる関係が生じた場合には，係数行列 A の条件
が非常に悪く，反復改良は収束しないと見なし，
ICON = 25000 として処理を打ち切る． 
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c. 近似解の精度推定 
近似解 ( )x 1  における誤差を ( ) ( )( )e x x1 1= −  とす

れば，相対誤差は ( ) ( )e x1 1

∞ ∞
/  である．いま反

復法が収束するならば， ( )e 1  と ( )d 1  はほぼ等し
いものと考えられるから，近似解の相対誤差は 

( ) ( )d x1 1

∞ ∞
/  によって推定できる．（3.4 (2) f．

近似解の精度推定 参照） 

 
なお，詳細については，文献 [1]，[3] 及び [5] を参

照すること． 
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A52-11-0501  LTX, DLTX 

実 3 項行列の連立 1 次方程式（ガウス消去法） 
CALL LTX (SBD, D, SPD, N, B, EPSZ, ISW, IS, IP,  

VW, ICON) 
 
(1) 機能 

実係数連立 1 次方程式 

Ax b=  (1.1) 

をガウス消去法で解く．ただし，A  は n  × n  の正則
な実 3 項行列，b  は n  次元の実定数ベクトル，xは n  
次元の解ベクトルである． n ≥1 であること． 

 
(2) パラメタ 
SBD ········ 入力．係数行列 A の下副対角部分． 

演算後，内容は保存されない． 
図 LTX-1 参照． 
大きさ n -1 の 1 次元配列． 

D ············· 入力．係数行列 A の対角部分． 
演算後，内容は保存されない． 
図 LTX-1 参照． 
大きさ n  の 1 次元配列． 

SPD ········ 入力．係数行列 A  の上副対角部分． 
演算後，内容は保存されない． 
図 LTX-1 参照． 
大きさ n -1 の 1 次元配列． 

 
 
 
 
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    
    

 

図 LTX-1  配列 SBD，D 及び SPD における 
行列 A の各要素の格納方法 

N ············· 入力．係数行列 A  の次数 n． 
B ············· 入力．定数ベクトル b ． 

出力．解ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 

EPSZ ······· 入力．ピボットの相対零判定値（≥0.0）． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照） 

ISW········· 入力．制御情報． 
同一の係数行列を持つ ( )l ≥ 1  組の方程式を

解くとき，次のとおり指定する． 
ISW=1 のとき，1 組目の方程式を解く． 
ISW=2 のとき，2 組目以降の方程式を解く．
ただし，このとき B の値だけを新しい定数
ベクトル b  の値に変え，それ以外のパラメ
タはそのままで使う． 
（使用上の注意②参照） 

IS ············ 出力．行列 A  の行列式を求めるための情
報． 
（使用上の注意③参照） 

IP ············ 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
VW ········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 LTX-1 参照． 

表 LTX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 ピボットが相対的に零とな

った．係数行列が非正則の可
能性が強い． 

処理を打ち切る． 

 30000 N < 1 又は EPSZ < 0.0 であっ
た． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … AMACH，MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … AMAX1，ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンでは，ピボットの相対零判定の

際，EPSZ の値を含んだ関係式にて行う（詳細手
法概要参照） 
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き，EPSZ = 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行さ
せる場合には，EPSZ への極小の値を与えればよ
いが，その結果は保証されない． 

② 同一の係数行列を持つ連立 1 次方程式をいくつ
か続けて解く場合には，2 回目以降 ISW = 2 とし
て解くと，係数行列 A の LU 分解過程を省略す
るので計算時間が少なくなる．なお，この場合 IS 
の値は，ISW = 1 のときの値が保証される． 

③ 行列 A の行列式は，n 個の配列要素 D(i)，i = 1，
…，n の積と IS の値を掛け合わせて得られる． 
 

0

0

a11 a12

a21 a22 a23

a32

an n−1,

annan n, −1

Matrix A

Array SBD Array D Array SPD
a21

a32

an n, −1

a11

a22

ann

a12

a23

an n−1,

   

 
行列   Ａ 

配列   SBD 配列   D 配列   SPD 
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c. 使用例 
同一の係数行列を持つ l 組の n 元連立 1 次方程
式を解く． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION SBD(99),D(100),SPD(99), 
     *          B(100),IP(100),VW(100) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(4),NT3(4) 
      DATA NT1/'CO  ','EF  ','FI  ', 
     *         'CI  ','EN  ','T   '/, 
     *     NT2/'CO  ','NS  ','TA  ', 
     *         'NT  '/, 
     *     NT3/'SO  ','LU  ','TI  ', 
     *         'ON  '/ 
      READ(5,500) N,L 
      NM1=N-1 
      READ(5,510) (SBD(I),I=1,NM1), 
     *   (D(I),I=1,N),(SPD(I),I=1,NM1) 
      WRITE(6,600) N 
      CALL PTM(NT1,6,SBD,D,SPD,N) 
      ISW=1 
      M=1 
   10 READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL PGM(NT2,4,B,N,N,1) 
      CALL LTX(SBD,D,SPD,N,B,0.0,ISW, 
     *  IS,IP,VW,ICON) 
      WRITE(6,610)ICON 
      IF(ICON.NE.0)STOP 
      CALL PGM(NT3,4,B,N,N,1) 
      IF(M.EQ.L) GO TO 20 
      M=M+1 
      ISW=2 
      GO TO 10 
   20 WRITE(6,620) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I2) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X, 
     * 'LINEAR EQUATIONS(TRIDIAGONAL)'/ 
     * 6X,'ORDER=',I5) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF LTX=',I5) 
  620 FORMAT(' ',5X,'** NORMAL END') 
      END 
 

      SUBROUTINE PTM(ICOM,L,SBD,D,SPD,N) 
      DIMENSION SBD(1),D(N),SPD(1) 
      CHARACTER*4 ICOM(L) 
      WRITE(6,600) (ICOM(I),I=1,L) 
      DO 30 I=1,N 
      IF(I.NE.1) GO TO 10 
      IC=1 
      WRITE(6,610) I,IC,D(I),SPD(I) 
      GO TO 30 
   10 IC=I-1 
      IF(I.NE.N) GO TO 20 
      WRITE(6,610) I,IC,SBD(IC),D(I) 
      GO TO 30 
   20 WRITE(6,610)I,IC,SBD(IC),D(I),SPD(I) 
   30 CONTINUE 
      RETURN 
  600 FORMAT(/10X,35A2) 
  610 FORMAT(/5X,2(1X,I3),3(3X,E14.7)) 
      END 
 

サブルーチン PTM 及び PGM は，実 3 項行列及
び実行列を印刷するものである．サブルーチン 
PGM は，サブルーチン MGSM の使用例に記載
されている． 

(4) 手法概要 
実 3 項行列 A を係数に持つ連立 1 次方程式 

Ax b=  (4.1) 

を，部分ピボッティングを伴ったガウス消去法で解
くことを考える． 
通常，行列は部分ピボッティングを行って単位下三

角行列 L  と上三角行列 U  の積に分解することがで
きる． 

A LU=  (4.2) 

よって (4.1) を解くことは 

Ly b=  (4.3) 
Ux y=  (4.4) 

を解くことに帰着する． 
L  及び U  は三角行列であるから，(4.3) 及び (4.4) 

は前進代入及び後退代入により簡単に解くことがで
きる． 
a. ガウス消去法 

ガウス消去法の k 段落目（k = 1，…，n-1）の行

列を ( )A k  と表す．ただし，A(1) = A とする． 
k 段落目の消去過程は (4.5) で表現される． 

( ) ( )k

kk
APMA =+1k  (4.5) 

ここで 
k

P  は行列 ( )A k  の k 列目のピボット行を

選択するための置換行列である．Mk は置換され
た行列の k 列目の下副対角要素を消去するため
の行列であり，(4.6) で表現される． 



























−
=

+

1
...0

1
1

0...
1

,1 kk
k m

M

 (4.6) 

( ) ( ) ( ) ( )( )kkk

kk

k

kkkk
aAaam

ij,1,1
,/ ==

++  

消去過程が終了すると， 

( ) ( )1
1111 ... APMPMAU −−== nn

n  (4.7) 

( ) 1
1111 ... −

−−= PMPML nn  (4.8) 

とおくと，(4.7) は (4.8) より 

A LU=  

と表せる．ここで， L  と U  は単位下三角行列
と上三角行列である． 
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b. 本サブルーチンにおける手順 
・ 前進代入 

(4.8) より (4.3) は (4.9) となる． 

bPMPMy 1111 ...−−= nn  (4.9) 

(4.9) は次のように逐次求める． 

( )y b1 =  
( ) ( )y M P y2

1 1
1=  

 . 
 . 
 . 

( ) ( )1

11

−

−−
= n

nn

n yPMy  
( )nyy =  

本サブルーチンでは k 段落目（k = 1，…，n-1）
の消去過程において，行列 L の第 k 列，行列 U の
第 k 行の各要素を (4.10)，(4.11) により求めてい
る． 

( ) ( )k

kk

k

kkkk
aam /

1,1, ++
=  (4.10) 
( ) 21,,,k

kjkj
++== kkkjau  (4.11) 

一方，行列 ( )1+kA  の第 k + 1 行の要素は (4.12) の
とおりとなる．ただし，k + 1 段目の消去の対象

となる行列 ( )1+kA  の他要素は行列 ( )kA  の対応す
る要素と等しい値である． 

( ) ( ) ( ) ( )k
kk

k
jk

k
k

k
jk

maaa
1,,1

1
1, ++
+
+

−=  21,, ++= kkj  (4.12) 

なお，この消去過程に先立って，計算誤差を少
なくするために，(4.10) におけるピボット要素 

( )k

kk
a  を次のように選択する． 

すなわち，
( ) ( )( )k

lklkkl

k

lkl
aVaV ⋅=⋅

+= 1,
max  なる，スケー

リングファクタ 
l

V  を考慮した ( )k

lk
a  をピボット

要素とする．ここで，
l

V  は係数行列 A  の第 l  
行絶対値最大要素の逆数である． 
選択されたピボット要素 ( )k

lk
a  が 

( ) ( ) uaa ij
k

lk ⋅< max  

ここで ( )A a= ij u, : 丸め誤差の単位． 

であるならば，行列 A  は数値的に非正則である
と見なし，ICON = 20000 として処理を打ち切る． 

・ 後退代入 
(4.4) は 

,...,1n,k/uxuyx kk

2k

1kj
jkjkk =







−= ∑

+

+=

 (4.13) 

なる式で逐次求める． 
ただし， ( )

ij
u=U , ( ) T

nxxx  ,...,, 21=x である． 
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A22-11-0602  LUIV, DLUIV 

LU 分解された実行列の逆行列 
CALL LUIV (FA, K, N, IP, ICON) 

 
(1) 機能 

LU 分解された n n×  の実行列 A  の逆行列 A-1 を
求める． 

A U L P− − −=1 1 1  

ただし，L，U はそれぞれ n×n の下三角行列と単
位上三角行列であり，P は LU 分解におけるピボッテ
ィングによる行の入換えを示す置換行列である． 

n ≥ 1  であること． 
 

(2) パラメタ 
FA ··········· 入力．行列 L  と行列 U ． 

出力．逆行列 A−1 ． 
図 LUIV-1 参照． 
FA(K, N) なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 FA の整合寸法（≥N）． 
N ············· 入力．行列 L，U の次数 n． 
IP ············ 入力．ピボッティングによる行の入換えの

履歴を示すトランスポジションベクトル． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（使用上の注意③参照） 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 LUIV-1 参照． 

 

 
図 LUIV-1  配列 FA における L 及び U の各要素の格納方法 

表 LUIV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 実行列が非正則であった． 処理を打ち切る． 
 30000 K < N，N < 1 又は IP に誤りがあ

った． 
処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II … MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 … なし． 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，LU 分解された実行列を入力

して，分解された元の実行列の逆行列を計算す
る． 
分解はサブルーチン ALU により行い，続けて本
サブルーチンを呼び出すことにより逆行列を求
めることができる． 

② 連立 1 次方程式を解く場合には，サブルーチン 
LAX を用いること．逆行列を求めて解くことは，
LAX を用いるときよりも演算回数が多くなるの
で避けた方がよい．本サブルーチンは逆行列が
必要なときだけ使用すること． 

③ トランスポジションベクトルとは，部分ピボッ
ティングを行う LU 分解 

PA LU=  

における置換行列 P に相当する． 
サブルーチン ALU の使用上の注意②を参照す
ること． 
 

c. 使用例 
n n×  の実行列を入力して，その逆行列を求め
る． 
n ≤ 100  の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),VW(100),IP(100) 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      CALL ALU(A,100,N,0.0,IP,IS,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL LUIV(A,100,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,630) ((I,J,A(I,J),I=1,N), 
     *             J=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(//11X,'**INPUT MATRIX**'/12X, 
     * 'ORDER=',I5/(2X,4('(',I3,',',I3,')', 
     * E16.8))) 
  610 FORMAT('0',10X,'CONDITION ', 
     * 'CODE(ALU)=',I5) 

単位上三角行列 U 
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  620 FORMAT('0',10X,'CONDITION ', 
     * 'CODE(LUIV)=',I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'**INVERSE MATRIX**', 
     * /(2X,4('(',I3,',',I3,')',E16.8))) 
      END 

 
(4) 手法概要 

n n×  の実行列 A の LU 分解された行列 L，U 及び 
LU 分解におけるピボッティングによる行の入換え
を示す置換行列 P  が与えられたとき，A の逆行列 A-1 
を求めることを考える． 

ところで 

PA LU=  (4.1) 

であるから 

( )A P LU U L P− − − − −= =1 1 1 1 1  (4.2) 

となる．そこで，L と U の逆行列を求めて，U-1 に対
して L-1 を右側から掛け，その結果に対して，P を右
側から掛けて A の逆行列 A-1 を計算する． 

なお，以降の説明のために L 及び U を (4.3) で表
す． 

)( ijl=L  , )( iju=U  (4.3) 

a. L-1 の計算 
下三角行列 L の逆行列 L-1 も下三角行列となる
ので，L-1 を (4.4) で表すと， 

( )L− =1 ~lij  (4.4) 

LL-1 = I より，(4.5) が成り立つ． 

ij

n

k
kjik

δ=∑
=1

~
ll , 

δ ij =
=
≠





1
0
, i j
, i j

 (4.5) 

(4.5) を 

l ~l l ~lik kj ii ij
k j

i 1

ij+∑ =
=

−

δ  

と変形させて，L-1 の第 j 列目（j = 1，…n）の要

素 ij
l
~

 を次のように求める． 

,n,ji,/llll ii

i

jk
kjikij ...1     ~~ 1

+=







−= ∑

−

=

 

jjjj
lll /

~
=  (4.6) 

ここで， ( ),nj,ilii ...0 =≠  とする． 

b. U −1  の計算 
単位上三角行列 U の逆行列 U-1 も単位上三角行
列となるので，U-1 を (4.7) で表すと， 

( )U ~u1
ij

− =  (4.7) 

UU I1− =  より，(4.8) が成り立つ． 

ij

n

k
kjik

uu δ=∑
=1

~
， 







≠

=
=

ji,

ji,
ij           0

           1
δ  (4.8) 

1=
ii

u  であるので，(4.8) を 

~u u ~uij ik kj
k i 1

j

ij+ ∑ =
= +

δ  

と変形させて，かつ ~ujj = 1  を考慮して U-1 の第 j 

列目（j = n，…，2）の要素 ij
u~  を次のように求

める． 

1,...,1~~ −=−−= ∑
−

+=

ji,uuuu
1j

1ik
kjikijij

 (4.9) 

c. U L P− −1 1  の計算 
行列 U −1  と L−1  の掛け合わせた結果を行列 B 
とするとき，行列 B の要素 bij  は 

1...1~~ −==∑
=

,j,i,lub
n

jk
kjikij

 

njilub
n

ik
kjikij ,...,,~~ ==∑

=

 

より求められる．そこで， 1~ =
ii

u  を考慮して B の
第 j 列目（j = 1,…,n）の要素 bij  は (4.10) の計算

をして求める． 

11,...,,~~ −==∑
=

jilub
n

jk
kjikij

 

 (4.10) 

njilulb
n

ik
kjikijij ,...,,~~~

1
=+= ∑

+=

 

次に，行列 B  に対して置換行列を掛け合わせ

て， A−1  の要素 ija~  を求める．しかし，実際に

は，トランスポジションベクトル IP の値を参照

して行列 B  の列の入換えだけで A−1  の要素を
求める． 
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なお，(4.6)，(4.9) 及び (4.10) に関する計算のう
ち積和計算部分は精度を上げて行うことによ
り，丸め誤差の影響を少なくしている． 
また，詳細については，参考文献 [1] を参照する
こと． 
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A22-11-0302  LUX, DLUX 

LU 分解された実行列の連立 1 次方程式 
CALL LUX (B, FA, K, N, ISW, IP, ICON) 

 
(1) 機能 

LU 分解された実係数行列を持つ連立 1 次方程式 

LUx Pb=  (1.1) 

を解く．ただし，L，U はそれぞれ n×n の下三角行
列と単位上三角行列，P は置換行列（係数行列を LU 
分解するときの部分ピボッティングによる行の入換
えを行う），b は n 次元の実定数ベクトル，x は n 次
元の解ベクトルである．なお，方程式 (1.1) のかわり
に 

Ly Pb=  (1.2) 
Uz b=  (1.3) 

のいずれかを解くこともできる． 
n ≥ 1  であること． 
 

(2) パラメタ 
B ············· 入力．定数ベクトル b ． 

出力．解ベクトル x，y，z のうちのいずれ
か． 
大きさ n の 1 次元配列． 

FA ··········· 入力．行列 L  と行列 U ． 
図 LUX-1 参照． 
FA(K, N) なる 2 次元配列． 

 

図 LUX-1  配列 FA における L 及び U の各要素の格納方法 

K ·············  入力．配列 FA の整合寸法（≥ N）． 
N ············· 入力．行列 L ，U  の次数 n． 

ISW········· 入力．制御情報． 
ISW=1 のとき，x を求める． 
ISW=2 のとき，y を求める． 
ISW=3 のとき，z を求める． 

IP ············ 入力．部分ピボッティングによる行の入換
えの履歴を示すトランスポジションベクト
ル． 
大きさ n の 1 次元配列． 
（サブルーチン ALU の使用上の注意②参
照） 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 LUX-1 参照． 

 
表 LUX-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 20000 係数行列が非正則であった． 処理を打ち切る. 
 30000 K < N，N < 1，ISW ≠ 1，2，3 又

は，IP に誤りがあった． 
処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MGSSL 
② FORTRAN 基本関数… なし． 

 
b. 注意 
① 連立 1 次方程式を解く場合，サブルーチン ALU 

を呼び出して，係数行列を LU 分解させてから，
本サブルーチンを呼び出せば方程式を解くこと
ができる．しかし，通常はサブルーチン LAX を
呼び出せば，一度に解が求められる． 
 

c. 使用例 
n × n の係数行列をサブルーチン ALU で LU 分
解させてから，連立 1 次方程式を解く． 
n ≤ 100 の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),B(100), 
     *          VW(100),IP(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     *             I=1,N) 
      WRITE(6,610) (I,B(I),I=1,N) 
      CALL ALU(A,100,N,1.0E-6,IP,IS,VW, 
     *         ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL LUX(B,A,100,N,1,IP,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) (I,B(I),I=1,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(///10X,'**COEFFICIENT ', 
     * 'MATRIX**' 
     * /12X,'ORDER=',I5,/(10X,4('(',I3,',', 
     * I3,')',E16.8))) 
  610 FORMAT('0',10X,'CONSTANT VECTOR' 
     * /(10X,5('(',I3,')',E16.8))) 
  620 FORMAT('0',10X,'CONDITION(ALU)' 
     * ,I5) 
  630 FORMAT('0',10X,'CONDITION(LUX)' 
     * ,I5) 
  640 FORMAT('0',10X,'SOLUTION VECTOR' 
     * /(10X,5('(',I3,')',E16.8))) 
      END 

 
(4) 手法概要 

連立 1 次方程式 

LUx Pb=  (4.1) 

を解くことは，次の二つの方程式 

Ly Pb=  (4.2) 
Ux y=  (4.3) 

を解くことに帰着される． 
 
a. Ly Pb=  を解く（前進代入） 

nilyly ii

i

k
kikii 1,...,,/'b

1

1
=








−= ∑

−

=

 (4.4) 

なる式で逐次求める．ただし，L = (lij)，yT = (y1，
…，yn)，(Pb)T = (b'1，…，b'n) である． 
 

b. Ux y=  を解く（後退代入） 

,...,1
1

n,ixuyx
n

ik
kikii =−= ∑

+=

 (4.5) 

なる式で逐次求める．ただし，U = (uij)， 
xT = (x1，…，xn) である． 
 

なお，(4.4) と (4.5) の積和計算を精度を上げて行う
ことにより，丸め誤差の影響を少なくしている． 

また，詳細については，参考文献 [1]，[3] 及び [4] 
を参照すること． 
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A21-13-0101  MAV, DMAV 

実行列と実ベクトルの積 
CALL MAV (A, K, M, N, X, Y, ICON) 

 
(1) 機能 

m × n の実行列 A と実ベクトル x の積 y を求め
る． 

y = Ax (1.1) 

ここで，x は n 次元ベクトル，y は m 次元ベクト
ルである．m，n ≥ 1 であること． 

 
(2) パラメタ 
A  ············ 入力．行列 A． 

A (K, N)になる 2 次元配列． 
K  ············ 入力．配列 A の整合寸法 (≥M)． 
M  ··········· 入力．行列 A の行数 m． 
N  ············ 入力．行列 A の列数 n． 

（使用上の注意①参照）． 
X  ············ 入力．ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y  ············ 出力．行列 A とベクトル x の積 y． 

大きさ m の 1 次元配列． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 MAV-1 参照． 
 

表 MAV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 M<1, N=0 又は， 
K<M であった 

処理を打ち切る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは通常 

y = Ax (3.1) 

の計算を主とするが，N= − n として任意のベク
トル y' をパラメタ Y に与えると 

y y Ax= −'  (3.2) 

なる計算ができる．  
具体的には，連立 1 次方程式の残差ベクトル 

r = b - Ax (3.3) 

の計算等を行う場合に利用できる．使用例参
照． 

 
c. 使用例 

n 元の実係数連立 1 次方程式 

Ax = b (3.4) 

をサブルーチン LAX により解き，その結果よ
り残差ベクトル b - Ax を求める． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),X(100),Y(100), 
     * VW(100),IP(100),W(100,100) 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      READ(5,510) (X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      WRITE(6,610) ((I,J,A(I,J),J=1,N), 
     * I=1,N) 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I=1,N) 
      EPSZ=1.0E-6 
      ISW=1 
      DO 10 I=1,N 
      Y(I)=X(I) 
      DO 10 J=1,N 
      W(J,I)=A(J,I) 
   10 CONTINUE 
      CALL LAX(A,100,N,X,EPSZ,ISW,IS,VW, 
     *         IP,ICON) 
      WRITE(6,630) (I,X(I),I=1,N) 
      CALL MAV(W,100,N,-N,X,Y,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 30 
      WRITE(6,640) (I,Y(I),I=1,N) 
      DN=0.0 
      DO 20 I=1,N 
      DN=DN+Y(I)*Y(I) 
   20 CONTINUE 
      DN=SQRT(DN) 
      WRITE(6,650) DN 
   30 WRITE(6,660) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1','COEFFICIENT MATRIX' 
     * /' ','ORDER=',I5) 
  610 FORMAT(/4(' ','(',I3, ',',I3, ')', 
     * E17.8)) 
  620 FORMAT(/' ','CONSTANT VECTOR' 
     * /(10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  630 FORMAT(/' ','SOLUTION VECTOR' 
     * /(10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  640 FORMAT(/' ','RESIDUAL VECTOR' 
     * /(10X,4('(',I3,')',E17.8))) 
  650 FORMAT(/' ','NORM=',E17.8) 
  660 FORMAT(/' ','ICON=',I5) 
      END 
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(4) 手法概要 
m × n の実行列 ( )A = aij と n 次元のベクトル

( )x = x j の積 ( )y = yi の要素を(4.1)により計算する．  

mixay
n

j
jiji ,...,1     ,

1
==∑

=

 (4.1) 

本サブルーチンでは(4.1)の積和計算を精度を上げ
て行うことにより，丸め誤差の影響を少なくしてい
る．  
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A51-11-0101  MBV, DMBV 

実バンド行列と実ベクトルの積 
CALL MBV (A, N, NH1, NH2, X, Y, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n 下バンド幅 h1，上バンド幅 h2 の実バンド行
列 A と実ベクトル x の積 y を求める． 

y = Ax (1.1) 

ここで，x と y は n 次元ベクトルである． 
n > h1 ≥ 0 , n > h2 ≥ 0 であること． 
 
(2) パラメタ 
A  ············ 入力．行列 A. 

バンド行列用圧縮モード. 
大きさ ( )nhhn 1,min 21 ++⋅ の 1 次元配列． 

N  ············ 入力．行列 A の次数 n． 
（使用上の注意①参照） 

NH1  ······· 入力．下バンド幅 h1． 
NH2  ······· 入力．上バンド幅 h2． 
X  ············ 入力．ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y  ············ 出力．行列 A とベクトル x の積 y． 

大きさ n の 1 次元配列． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 MBV-1 参照． 
 

表 MBV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 NH2NNH1,N 0,N ≤≤= ,  

0<NH20<NH1 又は であった． 

処理を打ち切る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSLII ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS, MIN0 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは通常 

y = Ax (3.1) 

の計算を主とするが，N = - n として，任意の
ベクトル y' をパラメタ Y に与えると 

y y Ax= −'  

になる計算ができる． 
具体的には，連立 1 次方程式の残差ベクトルの
計算等を行う場合に利用できる（使用例参
照）． 

 

c. 使用例 
n × n 下バンド幅 h1，上バンド幅 h2 の行列を係
数に持つ連立 1 次方程式 

Ax = b 

をサブルーチン LBX1 により解き，その結果よ
り残差ベクトル b - Ax を求める． 
n ≤ 100, h1 ≤ 20, h2 ≤ 20 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(4100),X(100),IP(100), 
     *     FL(1980),VW(100),Y(100),W(4100) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(4),NT3(4), 
     *     NT4(4) 
      DATA NT1/'CO  ','EF  ','FI  ', 
     *         'CI  ','EN  ','T   '/, 
     *     NT2/'CO  ','NS  ','TA  ', 
     *         'NT  '/, 
     *     NT3/'SO  ','LU  ','TI  ', 
     *         'ON  '/, 
     *     NT4/'RE  ','SI  ','DU  ', 
     *         'AL  '/ 
      READ(5,500) N,NH1,NH2 
      WRITE(6,600) N,NH1,NH2 
      IF(N.LE.0.OR.NH1.GE.N.OR.NH2.GE.N) 
     *  STOP 
      NT=N*MIN0(N,NH1+NH2+1) 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      CALL PBM(NT1,6,A,N,NH1,NH2) 
      READ(5,510) (X(I),I=1,N) 
      CALL PGM(NT2,4,X,N,N,1) 
      DO 10 I=1,NT 
   10 W(I)=A(I) 
      DO 20 I=1,N 
   20 Y(I)=X(I) 
      CALL LBX1(A,N,NH1,NH2,X,0.0,1,IS, 
     *          FL,VW,IP,ICON) 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 30 
      CALL PGM(NT3,4,X,N,N,1) 
      CALL MBV(A,-N,NH1,NH2,X,Y,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 30 
      CALL PGM(NT4,4,Y,N,N,1) 
      RN=0.0 
      DO 25 I=1,N 
   25 RN=RN+Y(I)*Y(I) 
      RN=SQRT(RN) 
      WRITE(6,610) RN 
      STOP 
   30 WRITE(6,620) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(10F8.3) 
  600 FORMAT('1','BAND EQUATIONS' 
     *  /5X,'ORDER=', I5 
     *  /5X,'SUB-DIAGONAL,LINES=',I4 
     *  /5X,'SUPER-DIAGONAL,LINES=',I4) 
  610 FORMAT(' ',4X,'RESIDUAL NORM=', 
     *  E17.8) 
  620 FORMAT(' ',4X,'ICON=',I5) 
      END 
 

サブルーチン PBM 及び PGM は，バンド行列及
び実行列を印刷するものである．プログラム
は，サブルーチン LBX1 及び MGSM の各使用
例に記載されている． 
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(4) 手法概要 
n × n，下バンド幅 h1，上バンド幅 h2 のバンド行

列 ( )A = aij と n 次元のベクトル ( )x = x j の積 ( )y = yi

の要素を(4.1)により計算する． 

nixay
n

j
jiji ,...,1     ,

1

==∑
=

 (4.1) 

ただし，本サブルーチンでは，バンド行列である
ことを考慮して，(4.2)により計算する．  

nixay
,nhi

h1,ij
jiji ,...,1      ,

)min(

)max(

2

1

== ∑
+

−=

 (4.2) 

本サブルーチンでは(4.2)の積和計算を精度を上げ
て行うことにより，丸め誤差の影響を少なくしてい
る． 
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A21-15-0101  MCV, DMCV 

複素行列と複素ベクトルの積 
CALL MCV (ZA, K, M, N, ZX, ZY, ICON) 

 
(1) 機能 

m × n の複素行列 A と複素ベクトル x の積 y を求
める．  

y = Ax (1.1) 

ここで，x は n 次元の複素ベクトル，y は m 次元
の複素ベクトルである． 
m, n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
ZA  ·········· 入力．複素行列 A 

 ZA (K, N) なる複素数型 2 次元配列． 
K  ············ 入力．配列 ZA の整合寸法 (≥M)． 
M  ··········· 入力．行列 A の行数 m． 
N  ············ 入力．行列 A の列数 n． 

（使用上の注意①参照） 
ZX ·········· 入力．複素ベクトル x． 

大きさ n の複素数型 1 次元配列． 
ZY ·········· 出力．行列 A と複素ベクトル x の積 y． 大

きさ m の複素数型 1 次元配列．  
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 MCV-1 参照． 
 

表 MCV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 M<1, N=0 又は  
K<M であった． 

処理を打ち切る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは通常 

y = Ax (3.1) 

の計算を主とするが，N= − n として，任意の複
素ベクトル y' をパラメタ ZY に与えると 

y y Ax= −'  (3.2) 

なる計算ができる． 
具体的には，連立 1 次方程式の残差ベクトルの
計算等を行う場合に利用できる（使用例参
照）． 

 

c. 使用例 
n 次元の複素係数連立 1 次方程式 

Ax = b 

をサブルーチン LCX により解き，その結果より残
差ベクトル b - Ax を求める．n ≤ 50 の場合．  

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(50,50),ZX(50),ZY(50), 
     *          ZVW(50),IP(50),ZW(50,50) 
      CHARACTER*4 NT1(6),NT2(4), 
     *            NT3(4),NT4(4) 
      COMPLEX ZA,ZX,ZY,ZVW,ZW 
      DATA NT1/'CO  ','EF  ','FI  ', 
     *         'CI  ','EN  ','T   '/, 
     *     NT2/'CO  ','NS  ','TA  ', 
     *         'NT  '/, 
     *     NT3/'SO  ','LU  ','TI  ', 
     *         'ON  '/, 
     *     NT4/'RE  ','SI  ','DU  ', 
     *         'AL  '/ 
      READ(5,500) N 
      IF(N.LE.0) STOP 
      READ(5,510) ((ZA(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      CALL PCM(NT1,6,ZA,50,N,N) 
      ISW=1 
      EPSZ=1.0E-6 
      READ(5,510) (ZX(I),I=1,N) 
      CALL PCM(NT2,4,ZX,N,N,1) 
      DO 10 I=1,N 
      ZY(I)=ZX(I) 
      DO 10 J=1,N 
      ZW(J,I)=ZA(J,I) 
   10 CONTINUE 
      CALL LCX(ZA,50,N,ZX,EPSZ,ISW,IS, 
     *         ZVW,IP,ICON) 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 30 
      CALL PCM(NT3,4,ZX,N,N,1) 
      CALL MCV(ZW,50,N,-N,ZX,ZY,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 30 
      CALL PCM(NT4,4,ZY,N,N,1) 
      RN=0.0 
      DO 20 I=1, N 
      CR=REAL(ZY(I)) 
      CI=IMAG(ZY(I)) 
      RN=RN+CR*CR+CI*CI 
   20 CONTINUE 
      RN=SQRT(RN) 
      WRITE(6,610) RN 
      STOP 
   30 WRITE(6,620) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5(2F8.3)) 
  600 FORMAT('1','COMPLEX LINEAR ', 
     * 'EQUATIONS'/5X,'ORDER=',I5) 
  610 FORMAT(' ',4X,'RESIDUAL ', 
     * 'NORM=',E17.8) 
  620 FORMAT(' ',4X,'ICON=',I5) 
      END 
 
      SUBROUTINE PCM(ICOM,L,ZA,K,M,N) 
      DIMENSION ZA(K,N) 
      CHARACTER*4 ICOM(L) 
      COMPLEX ZA 
      WRITE(6,600) (ICOM(I),I=1,L) 
      DO 10 I=1,M 
      WRITE(6,610) I,(J,ZA(I,J),J=1,N) 
   10 CONTINUE 
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      RETURN 
  600 FORMAT(' ',35A2) 
  610 FORMAT(' ',1X,I3,2(I3,2E17.7) 
     * /(5X,2(I3,2E17.7))) 
      END 

 
サブルーチン PCM は，複素行列を印刷するも
のである． 

 
(4) 手法概要 

m × n の複素行列 ( )A = aij と n 次元の複素ベクトル

( )jx=x の積 ( )y = yi の要素を(4.1)より計算する．  

,m,i,xay
n

j
jiji ...1         

1

==∑
=

 (4.1) 

本サブルーチンでは(4.1)の積和計算を精度を上げ
て行うことにより，丸め誤差の影響を少なくしてい
る． 
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A22-21-0302  MDMX, DMDMX 

MDMT 分解された実対称行列の連立 1 次方程式 
CALL MDMX (B, FA, N, IP, ICON) 

 
(1) 機能 
MDMT 分解された実対称係数行列を持つ連立 1 次方
程式 

( )P MDM P x bT T− −
=1 1

 (1.1) 

を解く．ただし，M は単位下三角行列，D は高々次
数 2 の対称なブロックから成る対称ブロック対角行
列，P は置換行列（係数行列を MDMT 分解するとき
のピボッティングによる行の入換えを行う），b は n
次元の実定数ベクトル，x は n 次元の解ベクトルで

ある．ここで d k k+ ≠1 0, ，なら mk k+ =1 0, である．n ≥ 1
であること．  
 
(2) パラメタ 
B ············· 入力．定数ベクトル b． 

出力．解ベクトル x ． 
大きさ n の 1 次元配列．  

FA  ·········· 入力．行列 M と行列 D．  
図 MDMX-1 参照．  
大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列． 

N  ············ 入力．行列 M，行列 D，定数ベクトル b 及
び解ベクトルの x の次数 n． 

IP  ··········· 入力．ピボッティングによる行の入換えの
履歴を示すトランスポジションベクトル． 
大きさ n の 1 次元配列． 

ICON  ····· 出力．コンディションコード. 
表 MDMX-1 参照． 

 

 
[注意] 行列 D+(M-I)の対角部分及び下三角部分を，対称行列

用圧縮モードで 1 次元配列 FA に格納する．ここで D は
次数 2 と 1 のブロックからなる場合である． 

図 MDMX-1  行列 L 及び D の格納方法 

表 MDMX-1  コンディションコード． 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 係数行列が非正則であった． 処理を打ち切
る 

30000 N<1 又は IP に誤りがあった． 処理を打ち切
る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS 

 
b. 注意 
① 連立 1 次方程式を解く場合，サブルーチン

SMDM を呼び出して，係数行列を MDMT 分解
させてから，本サブルーチンを呼び出せば方程
式を解くことができる．しかし，通常はサブル
ーチン LSIX を呼び出せば，一度に解が求めら
れる．  

② 本サブルーチンの入力パラメタ FA，IP は，サ
ブルーチン SMDM の出力パラメタ A，IP と同
じである． 

 
c. 使用例 

n × nの実対称行列をサブルーチンSMDMで
MDMT分解させてから，連立1次方程式を解
く． 
n ≤ 100の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(100),VW(200), 
     *          IP(100),IVW(100) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IX 
      DATA IA,IB,IX/'A   ','B   ','X   '/ 
      READ(5,500) N 
      NT=(N*(N+1))/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N 
      CALL PSM(IA,1,A,N) 
      EPSZ=0.0 
      CALL SMDM(A,N,EPSZ,IP,VW,IVW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      CALL PGM(IB,1,B,N,N,1) 
      CALL MDMX(B,A,N,IP,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      CALL PGM(IX,1,B,N,N,1) 
      STOP 
  500 FORMAT(I3) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1' 
     *  /6X,'LINEAR EQUATIONS AX=B' 
     *  /6X,'ORDER=',I4) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF SMDM=',I6) 
  620 FORMAT(' ',5X,'ICON OF MDMX=',I6) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PSM 及び PGM は，
実対称行列及び実行列を印刷するものである．
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プログラムは，サブルーチン MGSM の使用例
に記載されている．  

 
(4) 手法概要 

MDMT 分解された実対称行列を係数に持つ連立 1
次方程式 

( )P MDM P x bT T− −
=1 1

 (4.1) 

を解くことは，次の四つの方程式を解くことに帰着
される． 

( )Mx Pb1 =  (4.2) 
Dx (2) = x (1) (4.3) 

( ) ( )M x xT 3 2=  (4.4) 

( ) ( )P x xT −
=

1 3  (4.5) 

 
ここで，M は単位下三角行列，D は高々次数 2 の

対称なブロックからなる対称ブロック対角行列，b
は定数ベクトル，x は解ベクトルである．本サブル
ーチンは，M と D がブロック対角ピボッティング手
法により分解された行列であることを前提としてお
り，P はその際の置換行列である．（詳細はサブル
ーチン SMDM の手法概要参照）． 
a. ( )Mx Pb1 = を解く（後退代入） 

 1 × 1 ピボットのとき（行列 D のブロックの次
数が 1 であるとき）は(4.6)なる式で逐次求め
る．  

( ) ( ) nixm'bx
i

k
kiki i ,...,1   ,

1

1

11 =−= ∑
−

=

 (4.6) 

しかし，i 番目が 2×2 ピボットのとき（行列 D の

ブロックの次数が 2 であるとき）は ( )xi
1 ,に続けて

( )xi+1
1 を(4.7)で求め，i+2 番目へ進む． 

( ) ( )∑
−

=
++ −=

1

1

1
1

1
1

i

k
kikii xmb'x  (4.7) 

だだし， 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )n

T

n

T

ij ,b',b',,xx,xmM ...,... 1

11

1

1 === Pb
である． 

b. Dx (2) = x (1)を解く 
1 × 1 ピボットの時は，(4.8)なる式で逐次求め
る ． 

( ) ( ) ,n,i,/dxx iiii ...1       12 ==  (4.8) 

しかし，i 番目が 2×2 ピボットのときは， ( )xi
2 と 

( )xi+1
2 を(4.9)なる式で求め，i+2 番目へ進む．  

( ) ( ) ( )( ) /DETdxdxx i,iii,iii 1
1

111
12

++++ −=  
( ) ( ) ( )( ) /DETdxdxx i,iiiiii 1

11
1

2
1 +++ −=  











=

+++

+

1,1,1

1,

  
      

det
iiii

iiii

dd
dd

DETここで，  (4.9) 

ただし，D=(dij)， ( ) ( ) ( )( )22

1

2 ... n

T

,x,xx = である． 

c. ( ) ( )M x xT 3 2=  を解く（前進代入） 
1×1 ピボットのときは，(4.10)なる式で逐次求め
る． 

( ) ( ) ( ) 1,...3

1

23 ,n,ixmxx kki

n

ik
ii =−= ∑

+=

 (4.10) 

しかし， i 番目が 2 × 2 ピボットのときは， 
( )3
ix に続けて ( )3

2−ix  を(4.11)で求め，i+2 番目へ進

む．  
( ) ( ) ( )3

1
1

2
1

3
1 kik,

n

ik
ii xmxx −

+=
−− ∑−=  (4.11) 

ただし， ( ) ( ) ( )( )33

1

3 ,..., n

T

xxx = である． 

d. ( ) ( )P x xT −
=

1 3 を解く 

ベクトル ( )x 3 に対して置換行列を掛け合わせて
解ベクトル x の要素 ix を求める．しかし，実際

には，トランスポジションベクトル IP の値を

参照して，ベクトル ( )x 3 の要素の入換えだけで
求める． 

  
本サブルーチンにおける積和計算部分は精度を上

げて行うことにより，丸め誤差の影響を少なくして
いる． 
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A21-11-0301  MGGM, DMGGM 

行列の積（実行列） 
CALL MGGM (A, KA, B, KB, C, KC, M, N, L, 

VW, ICON) 
 
(1) 機能 

m × n 実行列 A と，n × l の実行列 B の積 C を求め
る．  

C = AB 

ここで C は，m × l の実行列である．  
m, n, l ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A  ············ 入力．行列 A． 

A (KA, N) なる 2 次元配列． 
KA  ········· 入力．配列 A の整合寸法 (≥M)． 
B  ············ 入力．行列 B． 

 B (KB, L) なる 2 次元配列． 
KB  ········· 入力．配列 B の整合寸法 (≥N). 
C  ············ 出力．行列 C.  

C(KC, L)なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

KC  ········· 入力．配列 C の整合寸法(≥M) 
M  ··········· 入力．行列 A, C の行数 m． 
N  ············ 入力．行列 A の列数及び行列 B の 

行数 n． 
L  ············ 入力．行列 B, C の列数 l． 
VW  ········ 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 MGGM-1.参照． 
 

表 MGGM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 M<1, N<1, L<1, KA<M, 
KB<N 又は，KC<M であっ
た 

処理を打ち切る 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし 
 
b. 注意 
① 領域の節約について 

配列 A 上の内容を保存する必要のない場合は，
次のように呼び出すことにより領域が節約でき
る． 
CALL MGGM (A, KA, B, KB, A, KA, M, N, L, 
VW, ICON) 
この場合，配列 A に行列 C が得られる． 
ただし配列 A は，あらかじめ A (KA, L)なる 2
次元配列として確保する必要がある． 
 

c. 使用例 
実行例 A, B の積を求める．m≤50, n≤60, l≤30 の
場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(50,60),B(60,30), 
     *          C(50,30),VW(60) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
      DATA KA/50/,KB/60/,KC/50/ 
   10 READ(5,100) M,N,L 
      IF(M.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      READ(5,200) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      READ(5,200) ((B(I,J),I=1,N),J=1,L) 
      CALL MGGM(A,KA,B,KB,C,KC,M,N,L,VW, 
     *          ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PGM(IA,1,A,KA,M,N) 
      CALL PGM(IB,1,B,KB,N,L) 
      CALL PGM(IC,1,C,KC,M,L) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(3I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     * '** MATRIX MULTIPLICATION **') 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PGM は，実行列を印

刷するものである．プログラムは，サブルーチン
MGSM の使用例に記載されている． 
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A21-11-0401  MGSM, DMGSM 

行列の積（実行列・実対称行列） 
CALL MGSM (A, KA, B, C, KC, N, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

n×n の実行列 A と，n×n の実対称行列 B の積 C を
求める． 

C = AB 

ここで C は，n×n の実行列である．n ≥ 1 であるこ
と． 
 
(2) パラメタ 
A  ············ 入力．行列 A ． 

A (KA, N) なる 2 次元配列． 
KA  ········· 入力．配列 A の整合寸法 (≥N)． 
B  ············ 入力．行列 B． 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列． 

C  ············ 出力．行列 C．  
C(KC, N) なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

KC  ········· 入力．配列 C の整合寸法 (≥N). 
N  ············ 入力．行列 A, B 及び C の行数 n． 
VW  ········ 作業領域．大きさ n. の 1 次元配列． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 MGSM-1 参照． 
 

表 MGSM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 N<1,KA<N 又は，  
KC<N であった． 

処理を打ち切る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし 
 
b. 注意 
① 領域の節約について 

配列 A 上の内容を保存する必要のない場合は，
次のように呼び出すことにより領域が節約でき
る． 
CALL MGSM(A, KA, B, A, KA, N, VW, ICON) 
この場合，配列 A に，一般モードで格納された
行列 C が得られる． 

 
c. 使用例 

実行列 A と実対称行列 B の積 C を求める．た
だし，行列 C は，A を入力した領域に得るもの
とする． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),B(5050),VW(100) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
   10 READ(5,100) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,200) ((A(I,J),J=1,N),I=1,N) 
      READ(5,200) (B(I),I=1,NT) 
      CALL PGM(IA,1,A,100,N,N) 
      CALL PSM(IB,1,B,N) 
      CALL MGSM(A,100,B,A,100,N,VW,ICON) 
      WRITE(6,250) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PGM(IC,1,A,100,N,N) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     * '** C=A*B  GENERAL BY SYMMETRIC', 
     * '**') 
  250 FORMAT(//10X,'** MGSM ICON=',I5) 
      END 
 
C ** MATRIX PRINT(REAL NON-SYMMETRIC) ** 
      SUBROUTINE PGM(ICOM,L,A,K,M,N) 
      DIMENSION A(K,N) 
      CHARACTER*4 ICOM(L) 
      WRITE(6,600) (ICOM(I),I=1,L) 
      DO 10 I=1,M 
      WRITE(6,610) I,(J,A(I,J),J=1,N) 
   10 CONTINUE 
      RETURN 
  600 FORMAT(/10X,35A2) 
  610 FORMAT(/5X,I3,3(4X,I3,E17.7), 
     *(/8X,3(4X,I3,E17.7))) 
      END 
 
C ** MATRIX PRINT(REAL SYMMETRIC) ** 
      SUBROUTINE PSM(ICOM,L,A,N) 
      DIMENSION A(1) 
      CHARACTER*4 ICOM(L) 
      WRITE(6,600) (ICOM(I),I=1,L) 
      LS=1 
      LE=0 
      DO 10 I=1,N 
      LE=LE+I 
      WRITE(6,610) I,(A(J),J=LS,LE) 
   10 LS=LE+1 
      RETURN 
  600 FORMAT(/10X,35A2) 
  610 FORMAT(/5X,I3,3(4X,E17.7), 
     *(/8X,3(4X,E17.7))) 
      END 

 
サブルーチン PSM 及び PGM は，実対称行列及び

実行列を印刷するものである． 
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D11-10-0101  MINF1, DMINF1 

多変数関数の極小化 
（微係数不要，改訂準ニュートン法） 
CALL MINF1 (X, N, FUN, EPSR, MAX, F, G, 

H, VW, ICON) 
 
(1) 機能 

n 変数の実関数 f (x)と，初期ベクトル x0 が与えら
れたとき，改訂準ニュートン法により，f (x)の極小
値を与えるベクトル x*と，その関数値 f (x*)を求め
る． 
ただし，f (x)は 2 階までの連続な偏導関数を持つも
のと仮定する． 

また，n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
X  ············ 入力．初期ベクトル x0. 

出力．ベクトル x*. 
大きさ n の 1 次元配列． 

N  ············ 入力．変数の個数 n． 
FUN  ······· 入力．f (x)を計算する関数副プログラム

名． 
［副プログラムの用意の仕方］ 
FUNCTION FUN(X) 
パラメタ 
X......入力．任意な変数ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
関数 FUN には，f (x)の値を代入すること．
（使用例参照） 

EPSR ······ 入力．収束判定値 (≥0.0)． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意②参照） 

MAX ······· 入力．関数の評価回数の上限(≠0)． 
（使用上の注意③参照） 
出力．実際に評価した回数 (>0). 

F  ············· 出力．関数値 f (x*). 
G  ············ 出力．x*における傾斜ベクトル． 

大きさ n の 1 次元配列． 
H  ············ 出力．x*におけるヘシアン行列． 

LDLT 分解され，対称行列用圧縮モードで
格納される．図 MINF1-1 参照・ 
大きさ n (n+1)/2 の 1 次元配列． 

VW  ········ 作業領域．大きさ 3n+1 の 1 次元配列． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 MINF1-1 参照． 

 
［注意］ LDLT 分解された近似ヘシアン行列は演算後， 

行列 D-1+(L-I)の対角部分及び下三角部分が，対称行
列用圧縮モードで 1 次元配列 H に格納される．  

図 MINF1-1  ヘシアン行列の格納方法 

表 MINF1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 指定された関数の評価回数
内で，収束条件が満たされ
なかった． 

パラメタ X, F, G, H 
には，最後の値を
格納する． 

20000 
計算の過程で， 0≥k

T
k pg  

となり，関数の局所的減少
がみたされたなかった．
（手法概要（4.5）式参照） 
EPSR が小さすぎるか，傾
斜ベクトルの差分近似の誤
差が計算限界を超えた． 

処理を打ち切る． 
（パラメタ X, F に
は，最後の値を格
納する．） 

30000 N<1, EPSR<0.0 又は 
MAX=0 であった． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II...AMACH, LDLX, MGSSL, UMLDL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, SQRT, AMAX1, 

AMIN1 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で，引数 FUN に相当する関数プログラムを 
EXTERNAL 文で宣言すること． 

② EPSR の与え方 
本サブルーチンの収束判定は，反復ベクトル xk

において， 

)( EPSR,0.1max1 ⋅≤−
∞∞+ kkk xxx  

となった場合に，xk+1 を極小点 x*とみなし反復
を終了する． 
本サブルーチンでは，関数 f (x)が極小点 x*の近
傍で近似的に 2 次関数であることを前提として
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おり，関数値 f (x*) を丸め誤差程度まで正しく
求めるためには， 

EPSR ≈ u , u は丸め誤差の単位 

程度に与えるのが適当である． 
EPSR の標準値は 2･ u である． 

③ MAX の与え方 
関数の評価回数は，変数ベクトル x に対して，f 

(x)を計算することを 1 回と数える．すなわち，
副プログラム FUN の呼出し回数に一致する． 
関数の評価回数は，関数の性質，初期ベクト
ル，収束判定値などに依存する． 
一般には，初期ベクトルが良く，収束判定値と
して標準値を採用した場合は，MAX=400･n 程
度が妥当である． 
指定評価回数内で収束条件が満たされず， 
ICON=10000 として戻った場合でも，再度本サ
ブルーチンを呼び出すことにより，継続して反
復することができる．しかし，この場合はパラ
メタ MAX には，負の値で追加評価回数を指定
し，他のパラメタの内容は保存したままで呼び
出すこと． 

 
c. 使用例 

( ) ( ) ( )22
12

2
1 1001 xxxf −+−=x の最小点 x*を初期

ベクトル x0 = (-1.2, 1.0)T により求める． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(2),G(2),H(3),VW(7) 
      EXTERNAL ROSEN 
      X(1)=-1.2 
      X(2)=1.0 
      N=2 
      EPSR=1.0E-3 
      MAX=400*2 
      CALL MINF1(X,N,ROSEN,EPSR,MAX, 
     *           F,G,H,VW,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,610) F,MAX 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I,G(I),I=1,N) 
      STOP 
  600 FORMAT('1','*ICON=',I5) 
  610 FORMAT(' ','*F=',E15.7,' MAX=',I5/) 
  620 FORMAT(/' X(',I2,')=',E15.7,2X, 
     *        ' G(',I2,')=',E15.7) 
      END 
 
C     OBJECTIVE FUNCTION 
      FUNCTION ROSEN(X) 
      DIMENSION X(2) 
      ROSEN=(1.0-X(1))**2+100.0* 
     *      (X(2)-X(1)*X(1))**2 
      RETURN 
      END 
 

(4) 手法概要 
n 変数の実関数 f (x)と，初期ベクトル x0 が与えら

れたとき，改訂準ニュートン法により，f (x)の極小
値を与えるベクトル x*と関数値 f (x*)を求める． 

本サブルーチンでは，f (x)の傾斜ベクトル g は差
分による近似を用いて求める．  

 
 改訂準ニュートン法 

関数 f (x)が 2 次関数の場合，極小点 x*の近傍での
テーラー級数展開は，(4.1)で与えられている．  

( ) ( ) ( ) ( )f f * * *x x x x B x x
T

= + − −
1
2

 (4.1) 

(4.1) で B は x*における f (x)のヘシアン行列であ
る．行列 B が正定値であるならば，(4.1)は一意的に
最小値を持つ．この場合，xk を x*の近傍の任意な点
とし，xk における f (x)の傾斜ベクトルを gk と表す

と，(4.1) より x*は次式により求められる． 

x x B gk k
* = − −1  (4.2) 

一方，関数 f (x)が 2 次関数でない場合でも，x*の
近傍では近似的に 2 次関数とみなすことができ，
(4.2) に基づく反復公式を導くことができる． 
しかし，行列 B の逆行列を直接求めることは，計算
量が多く効率的ではないため，一般にはその近似行
列を設定し，反復の過程で修正していく方法が考え
られる． 

改訂準ニュートン法は，行列 B の近似行列を Bk

として，(4.3) の反復公式法により，極小点 x*を求め
る方法である． 

0,1,

1

1 =








+=
+=
−=

+

+ k

kkk

kkkk

kkk

EBB
pxx

gpB
α  (4.3)

 

(4.3) で， ( )g x0 0= ∇ f ，また B0 は任意の正定値行

列である．pk は xk から極小点に向かう探索方向を示

すベクトルであり，α k は ( )f x Pk k k+α が局所的最小

となるように定める（直線探索）定数である． 
一方，Ek は近似ヘシアン行列 Bk を改良する，ラ

ンク 2 の行列である．Ek は，関数 f (x)が極小点 x*の
近傍で近似的に 2 次であることを前提として，セカ
ンド条件 

( ) ( )g g B x xk k k k k+ + +− = −1 1 1  (4.4) 

を満たすように定める． 
(4.3) による反復において，探索方向 pk が下降方

向（関数 f (x)が xk において pk の方向に局所的に減少
する）にあるためには，関数 f (x)が x*で極小値を持
つための 2 次の十分条件より，  

( )g p p B pk
T

k k
T

k k= − < 0  (4.5) 
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が要求される．すなわち，近似ヘシアン行列 Bk  の
正定値性を保証することが，反復計算での要点であ
る． 

改訂準ニュートン法では，LDLT 分解された形式
で近似ヘシアン行列 Bk  を表現し， Ek  に基づく改良

は分解要素の形で(4.6) のように行う．  

kkkkkkk ELDLLDL +=+++
T

1
T

11
 (4.6) 

(4.6)で， Dk+1 の対角要素をすべて正に保持するこ

とにより，正定値を保証することが，改訂準ニュー
トン法の特徴である． 

 
 本サブルーチンの計算手順 
① ヘシアン行列の初期設定 (B0 = In) 
② 傾斜ベクトル gk の計算 

③ 探索ベクトル pk の決定 ( )kk
T

kkk gpLDL −=  
この方程式は，サブルーチン LDLX を用いて解
く． 

④ 直線探索 ( )x xk k k k+ = +1 α p  
⑤ 近似ヘシアン行列の改良 

( )k
T

kkk
T ELDLLDL +=+++ 111 kkk  

ここで，②～⑤について，k=0, 1, ...と反復する． 
 

 アルゴリズム上の留意点 
① 傾斜ベクトル gk の計算 

本サブルーチンでは， gk の計算は前進差分(4.7) 
及び中心差分 (4.8) により近似している．  

( ) ( )( )g f x he f x hk
i

k i k≈ + − /  (4.7) 

( ) ( )( )g f x he f x he hk
i

k i k i≈ + − − / 2  (4.8) 

ここで， ( )Tn

k

2

k

1

kk ,g,,ggg ...= , 

( )Tn

k

2

k

1

kk ,x,,xxx ...= , 
ei は第 i 単位ベクトル 

:   , uuh =  丸め誤差の単位 

反復の初めは (4.7) により近似するが，反復が
収束域に近づいた場合は (4.8)による近似に切り
替える．  

② 直線探索 (α k の選択) 
直線探索は，原理的には探索方向 pk  に沿っ

て，関数 ( )f x  の最小点を求めること．すなわ

ち α に関する関数 )(αϕ  

( ) ( ) 0, ≥+= αααϕ kkf px  (4.9) 

を最小にするα k を求めることである． 

本サブルーチンでは， )(αϕ を 2 次補間式により

近似し，(4.10)によりα k を推定している．  

}))/()((2,1min{ 1 k
T
kkk ff pgxxak −−≈  (4.10) 

(4.10) においては，反復の最終過程ではα k =1 
とし，ニュートン法の 2 次の局所的収束性を有
効に利用することを意図している．一方(4.10) 
の第 2 項は，反復の初期過程で，発散を防ぐた

めに ( ) ( )f fk kx x+ <1  を保証することを意図して

いる． 
ところで，(4.10)の第 2 項は，反復の初期過程
での関数の変化率が 

( ) ( ) ( ) ( )f f f fk k k kx x x x+ −− ≈ −1 1
 (4.11) 

となる傾向にあることを前提としており，正確
な 2 次補間式による近似ではないため，本サブ
ルーチンではα k に基づき，以下に述べるような

外挿，内挿による最小点の探索（直線探索）を
行っている． 
す な わ ち ， 点 )0(

1+kx kx= , )1(
1+kx kkk px α+=

，
)2(
1+kx kkk px α2+= に対する関数値を f0, f1,  f2 とし

て 
 

(a) f f0 1> ， f f1 2< の場合は
)1(
1+kx を最小点として探

索を終了する． 

 
(b) 210 fff >>  の場合は，この 3 点に基づく 2 次

補間式により，最小点を与える amin を外挿す
る． 
• ,42 min kk ααα << の場合は，

)2(
1+kx  を最小点

として探索を終了する． 
ϕ (α)

f0

f1

f2

αk 2αk 4αkαmin
α

 
• 4α αk < min の場合は， 

       α αk k= 2  
として直線探索の先頭に戻る． 
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ϕ (α)ϕ (α)ϕ (α)
f0

f1

f2

f3

αk 2αk 4αk αmin
α

 
(c)  f f0 1< , の場合は， kkkk pxx α⋅+=

+
2/1)2/1(

1 に対す

る関数値 f1 2/ を求める．  

• f f0 1 2> / ， f f1 2 1/ < の場合は，
)2/1(

1+kx を最小

点として探索を終了する． 
ϕ (α)

f0

f1/2

f1

αk/2 αk

α
 

• f f f0 1 2 1< </ の場合は，この 3 点に基づく 2
次補間式により，最小点を与える minα を
内挿し， 

( )min,10/max ααα kk =  
として直線探索の先頭に戻る．

 

ϕ (α)

f0

f1/2

f1

αmin αk
α

 
上述のとおり，α k に基づく直線探索を終了する

が，関数 ( )f x が， 1+kx において更に減少を続

ける場合， 
すなわち， 

k
T
kk

T
k pgpg <+1  (4.12) 

なる場合は，新たな探索方向 1+kp とα k+1 を決定

し，直線探策を反復する． 
一方，(4.12)を満たさない場合は，近似へシア
ン行列の改良ステップへ移行する．  
 

③ 収束判定法 
本サブルーチンでは, kg の計算が中心差分(4.8)
による近似に切り替わった後の反復過程（線型
探索）において，(4.13)を満たすとき反復を中

止し，そのときの xk+1 を極小点 x* とみなす． 

( )⋅≤−
∞∞+ kkk xxx ,0.1max1 EPSR (4.13) 

④ 近似ヘシアン行列の改良 
改良公式として，BFGS (Broyden - Fletcher - 
Goldfarb - Shanno) 公式 (4.14)を採用している． 

kk
T
k

k
T
kkk

k
T
k

T
kk

kk δδ
δδ

δ B
BB

r
rrBB −+=+1

 (4.14) 

ここで，
 kkk

kkk

xx
ggr

−=
−=

+

+

1

1

δ
 

本サブルーチンでは単位行列を初期近似ヘシア
ン行列 B0 として反復を開始する． 
その k 階段 (k=1,2,…) におけるヘシアン行列 kB

の改良を，(4.15) に基づき，LDLT 分解された形
で次のように行っている．  

k
T
kk

T
kkT

kkk
T
kkk rp

rrLDLLDL
α

+=
~~~  (4.15) 

k
T
k

T
kkT

kkk
T
kkk gp

ggLDLLDL +=+++

~~~
111  (4.16) 

ここで， (4.15)， (4.16) の第 2 項は，各々ラン
ク 1 の行列である． 
 

なお詳細については，参考文献 [34] を参照するこ
と．  
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D11-20-0101  MING1, DMING1 

多変数関数の極小化 
（微係数要，準ニュートン法） 
CALL MING1 (X, N, FUN, GRAD, EPSR, 

MAX, F, G, H, VW, ICON) 
 
(1) 機能 

n 変数の実関数 ( )f x  とその導関数 ( )g x ，及び初

期ベクトル x0 が与えられたとき，準ニュートン法に

より， ( )f x  の極小値を与えるベクトル x*と，その

関数値 ( )f *x を求める． 

ただし， ( )f x  は 2 階までの連続な偏導関数を持つ

ものと仮定する．ここで， ( )Txxxx n21 ,...,,= であ

る． 
また， n ≥1であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．初期ベクトル x0 . 

出力．ベクトル *x . 
大きさ n の 1 次元配列． 

N ············· 入力．変数の個数 n． 
FUN ········ 入力． ( )f x を計算する関数副プログラム

名． 
［副プログラムの用意の仕方］ 
FUNCTION FUN(X) 
パラメタ 
X......入力．任意な変数ベクトル x ． 
大きさ n の 1 次元配列． 
関数 FUN には， ( )f x の値を代入するこ

と．（使用例参照） 
GRAD ····· 入力． ( )g x を計算するサブルーチン副プ

ログラム名． 
［副プログラムの用意の仕方］ 
SUBROUTINE GRAD(X, G) 
パラメタ 
X ......入力．変数ベクトル x． 
大きさ n の 1 次元配列． 
G......出力．

( ) ( ) nxfNGxfG ∂∂∂∂ /,...,/1 1 == なる対応

をもつ大きさ n の 1 次元配列． 
（使用例参照）  

EPSR ······ 入力．収束判定値 (≥0.0) 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意②参照） 

MAX ······· 入力．関数 ( )f x 及び ( )xg の評価回数の上

限 ( )≠ 0 ． 
（使用上の注意③参照） 
出力．実際に評価した回数 (>0). 

F  ············· 出力．関数値 ( )f x* . 

G  ············ 出力．傾斜ベクトル g(x*)． 
大きさ n の 1 次元配列． 

H  ············ 出力． x* におけるヘシアン行列の逆行
列． 
対称行列用圧縮モードで格納される．  
大きさ ( ) 21 /nn + の 1 次元配列． 

VW  ········ 作業領域．大きさ 13 +n の 1 次元配列． 
ICON  ····· 出力．コンディションコード． 

表 MING1-1 参照． 
 

表 MING1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 指定された関数の評価回数
内で，収束条件が満たされ
なかった． 

パラメタ X, F, G, H 
には，最後の値を
格納する． 

20000 計算の過程で， 0≥k
T
k pg  

となり，関数の局所的減少
がみたされたなかった． 
（手法概要（4.5）式参
照）EPSR が小さすぎる． 

処理を打ち切る． 
（パラメタ X, F に
は，最後の値を格
納する．） 

25000 ある探索方向に沿って関数
が単調に減少している． 

処理を打ち切る. 

30000 N<1, EPSR<0.0 又は 
MAX=0 であった． 

処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AFMAX , AMACH, MGSSL, MSV  
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, SQRT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で，引数 FUN 及び GRAD に相当する副プログ
ラム名を EXTERNAL 文で宣言すること． 

② EPSR の与え方 
本サブルーチンの収束判定は，反復ベクトル xk

において， 

)( EPSR,0.1max1 ⋅≤−
∞∞+ kkk xxx  

となった場合に， xk+1 を極小点 x* とみなし反復

を終了する． 
本サブルーチンでは，関数 ( )f x  が極小点 x* の

近傍で近似的に 2 次関数であることを前提とし

ており，関数値 ( )f *x  を丸め誤差程度まで正し

く求めるためには， 

EPSR , u≈  u は丸め誤差の単位 

程度に与えるのが適当である． 
EPSR の標準値は u ／8.0 である． 
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③ MAX の与え方 
関数の評価回数は，変数ベクトル x に対して， 
( )f x を計算することを 1 回， ( )xg を計算する

ことを n 回と数える． 
関数の評価回数は，関数の性質，初期ベクト
ル，収束判定値などに依存する． 
一般には，初期ベクトルが良く，収束判定値と
して標準値採用した場合は，MAX=400･n 程度
が妥当である． 
指定評価回数内で収束条件が満たされず， 
ICON=10000 として戻った場合でも，再度本サ
ブルーチンを呼び出すことにより，継続して反
復することができる．しかし，この場合はパラ
メタ MAX には，負の値で追加評価回数を指定
し，他のパラメタの内容は保存したままで呼び
出すこと． 

 
c. 使用例 

( ) ( ) ( )22
12

2
1  1001 xxxf −+−=x の最小点 x*

を初期

ベクトル ( )T0.1,2.10 −=x により求める． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(2),G(2),H(3),VW(7) 
      EXTERNAL ROSEN,ROSENG 
      X(1)=-1.2 
      X(2)=1.0 
      N=2 
      EPSR=1.0E-4 
      MAX=400*2 
      CALL MING1(X,N,ROSEN,ROSENG,EPSR, 
     *           MAX,F,G,H,VW,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,610) F,MAX 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I,G(I),I=1,N) 
      STOP 
  600 FORMAT('1','*ICON=',I5) 
  610 FORMAT(' ','*F=',E15.5,' MAX=',I5/) 
  620 FORMAT(/' X(',I2,')=',E15.7,2X, 
     *        ' G(',I2,')=',E15.7) 
      END 
 
C     OBJECTIVE FUNCTION 
      FUNCTION ROSEN(X) 
      DIMENSION X(2) 
      ROSEN=(1.0-X(1))**2+100.0* 
     *      (X(2)-X(1)*X(1))**2 
      RETURN 
      END 
C     GRADIENT VECTOR 
      SUBROUTINE ROSENG(X,G) 
      DIMENSION X(2),G(2) 
      G(1)=-2.0*(1.0-X(1)) 
     *-400.0*X(1)*(X(2)-X(1)*X(1)) 
      G(2)=200.0*(X(2)-X(1)*X(1)) 
      RETURN 
      END 

 

(4) 手法概要 
n 変数の実関数 ( )f x とその導関数 ( )g x ，及び初

期ベクトル x0 が与えられたとき，準ニュートン法に

より， ( )f x の極小値を与えるベクトル x*
と関数値

( )f *x を求める． 
 

 準ニュートン法 
関数 ( )f x  が 2 次関数の場合，極小点 x*  の近傍で

のテーラー展開は，(4.1)で与えられる．  

( ) ( ) ( ) ( )f f * * *x x x x B x x
T

= + − −
1
2

 (4.1) 

(4.1) で B は x* における ( )f x  のヘシアン行列であ

る．行列 B が正定値であるならば，(4.1)は一意的に

最小値を持つ．この場合， xk を x* の近傍の任意な

点とし， xk における ( )f x  の傾斜ベクトルを gk  と

表すと，(4.1) より x* は次式により求められる． 

x x Hgk k
* = −  (4.2) 

ただし，H はヘシアン行列 B の逆行列である． 
一方，関数 ( )f x  が 2 次関数でない場合でも， x*  

の近傍では近似的に 2 次関数とみなすことができ，
(4.2) に基づく反復公式を導くことができる． 
しかし，行列 B の逆行列を直接求めることは，計算
量が多く効率的ではないため，一般にはその近似行
列を設定し，反復の過程で改良していく方法が考え
られる． 

準ニュートン法は，ヘシアン行列の逆行列 H の近
似行列を Hk として，(4.3)，(4.4)の反復公式により

極小点 x*  を求める方法である． 

kkkk pxx α+=+1  (4.3) 

( )( )k
T
k

T
kk

kT
k

kkT
kkk rrrHrHH δδδδ //11 ++=+

 

( ) k
T
kk

T
kk

T
kkk rHrrH δδδ /+−  (4.4) 

ここで，  
,         , 1 kkkkkk ggrgHp −=−= +  

,1 kkk xx −= +δ  
 k = 0,1,2, …… 

H0 は，任意の正定値行列である．(4.3)で，pk は
xk から極小点に向う探索方向を示すベクトルであ
り，α k  は ( )kkkf px α+ が局所的最小となるように定

める（直線探索）定数である． 
 (4.3)，(4.4) による反復において，探索方向 pk が

下降方向（関数 ( )f x が xk において pk の方向に局所

的に減少する）にあるためには， 
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0<k
T
k pg  (4.5) 

が要求される．  
 

本サブルーチンの計算手順 
① ヘシアン行列の近似逆行列の初期値設定 

 (H0 =In)  
② 傾斜ベクトル gk の計算 
③ 探索ベクトル pk の計算 ( )kkk H gp −=  
④ 直線探索 ( )x x pk k k k+ = +1 α  
⑤ 近似逆行列 Hk の改良（(4.4) より Hk+1 を求め

る） 
ここで，②～⑤について，k=0, 1, ...と反復す
る． 

 
 アルゴリズム上の留意点 
① 近似逆行列の初期設定 

ヘシアン行列に対する初期近似逆行列 H0 とし
て本サブルーチンでは単位行列 In を採用してい
る．逆行列 Hk は(4.4) により反復ごとに改良を
加えるが，初期の H0 から H1 を求める段階につ
いては， 

 H In0 = s  
ここで， 000 / rrr TTs δ=  

と再設定した後，(4.4)により H1 を求める． 
② 直線探索 (α k の選択) 

直線探索は，原理的には探索方向 pk に沿って，

関数 ( )f x  の最小点を求めること．すなわちα 
に関する関数 )(αϕ  

( ) ( )ϕ α α α= + ≥f k kx p , 0  (4.6) 

を最小にするα k を求めることである． 
本サブルーチンでは， )(αϕ を 2 次補間式によ

り近似し，(4.7)によりα k を推定している．  

( ) ( )( ){ }k
T
kkkk xfxf pg/ 2,1min 1−−≈α  (4.7) 

 (4.7) においては，反復の最終過程ではα k =1 と
し，ニュートン法の 2 次の局所的収束性を有効
に利用することを意図している．一方，(4.7) の
第 2 項は，反復の初期過程で，発散を防ぐため
に f(xk+1)<f(xk)を保証することを意図している． 
ところで，(4.7)の第 2 項は，反復の初期過程で
の関数の変化率が 

( ) ( ) ( ) ( )11 −+ −≈− kkkk ffff xxxx  (4.8) 

となる傾向にあることを前提としており，正確
な 2 次補間式による近似ではないため，本サブ
ルーチンではα k に基づき，以下に述べるような

外挿，内挿による最小点の探索（直線探索）を
行っている． 

(a) まず，(4.7)よりα k を求める． 

(b) 点 kkkkkkkkkk p pxxxxxx αα 2,, )2(
11

)1()0(
1 +=+== +++  

に対する関数値を求め,それらを f0, f1, f2 とする. 
 

(c) f f0 1> , f f1 2<  の場合は，この 3 点に対する 2

次補間式により，最小点を与える点αmin を内挿

する．  

α α α
min = − ⋅

−
− +k

k f f
f f f2 2

2 0

0 1 2

 (4.9) 

このαmin を最終的なα k として探索を終了し，そ

の時の関数値 fmin を最小値とする． 
ϕ (α)

f0

f1

fmin

f2

αk αmin 2αk

α

 
 

(d) f f f0 1 2> > の場合は，点 kkkk pxx α4)4(
1 +=+ に対す

る関数値を求め，それを f4 とし， 
• f f2 4< ならば 3 点 f f0 1, , f2 に対する 2 次

補式(4.9)より，αmin を外挿する． 
そこで，4αk<αmin ならば αk=2αk として，
(b)へ戻る． 
一方，2αk<αmin<4αk ならば，このαmin を最

終的な αk として探索を終了し，その時の
関数値 fmin を最小値とする． 

 

 
•  f f2 4> の場合は，α αk k= 2 として(b)へ戻

る． 
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ϕ (α)

f0

f1

f2

f4

αk 2αk 4αk

α

 

(e)  f f0 1≤ の場合は，点
( )

kkkk pxx α
2
12

1

1 +=+ に対する

関数値を求め，それを f1 2/ とし， 
• f f0 1 2> / , f f1 2 1/ < ならば，この 3 点に対す

る 2 次補間式より，αmin を内挿する．  
 

α α α
min

/

= − ⋅
−

− +
k k f f

f f f2 4 2
1 0

0 1 2 1

 (4.10) 

 
この αmin を最終的な αk として探索を終了
し，そのときの関数値 fmin を最小値とす

る． 

 

• f f0 1 2< / の場合は， f f1 1 2= / , kk αα
2
1

= として

(e)の先頭へ戻る． 
 

上述のとおり，α k に基づく直線探索を終了する

が，関数 ( )f x が，xk+1 において更に減少を続け

る場合，すなわち， 

k
T
kk

T
k pgpg <+1  (4.11) 

なる場合は，新たな探索方向 1+kp とα k+1 を決定

し，直線探策を反復する． 
一方，(4.11)を満たさない場合は，へシアン行
列の近似逆行列の改良ステップへ移行する．  
 

③ 収束判定法 
本サブルーチンでは，反復ベクトル xk と xk+1

が， 

( )⋅=−
∞∞+ kkk xxx ,0.1max 1 EPSR 

を満たすとき反復を中止し，そのときの xk+1 を

極小点 x* とみなす． 
 

なお詳細については，参考文献 [35] を参照するこ
と． 
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A51-14-0101  MSBV, DMSBV 

実対称バンド行列と実ベクトルの積 
CALL MSBV (A, N, NH, X, Y, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n，上，下バンド幅 h の実対称バンド行列 A 
と，実ベクトル x の積 y を求める． 

y Ax=  (1.1) 

ここで， x 及び y は n 次元ベクトルである．  
n > h ≥0 であること．  
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A． 

対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n (h + 1) – h (h + 1)/2 の 1 次元配
列．  

N ············· 入力．行列 A の次数 n． 
（使用上の注意①参照）． 

NH ·········· 入力．上，下バンド幅 h． 
X ············· 入力．ベクトル x. 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 出力．行列 A とベクトル x の積 y． 

大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード.  

表 MSBV-1 参照． 
 

表 MSBV-1  コンディションコード． 

コード 意味  処理内容 
0 エラーなし．  

30000 N = 0, NH < 0 又は 
 NH ≥ |N|であった． 

処理を打ち切る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 .... IABS 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは通常 

y Ax=  (3.1) 

の計算を主とするが，N = -n として，任意のベ
クトル ′y をパラメタ Y に与えると 

y y Ax= ′ −  (3.2) 

なる計算ができる． 
具体的には，連立 1 次方程式の残差ベクトル 

r b Ax= −  (3.3) 

の計算等を行う場合に利用できる．使用例参
照． 
 

c. 使用例 
n 元の実係数連立 1 次方程式（正値対称バンド
行列） 

Ax b=  (3.4) 

をサブルーチン LSBX により解き，その結果よ
り残差ベクトル b Ax− を求める． 
n ≤ 100 の場合 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),X(100), 
     *          Y(100),W(5050) 
      READ(5,500) N,NH 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NH1=NH+1 
      NT=N*NH1-NH*NH1/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,510) (X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,NH 
      L=1 
      LE=0 
      DO 10 I=1,N 
      LE=LE+MIN0(I,NH1) 
      JS=MAX0(1,I-NH1) 
      WRITE(6,610) I,JS,(A(J),J=L,LE) 
      L=LE+1 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I=1,N) 
      EPSZ=1.0E-6 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      Y(I)=X(I) 
   20 CONTINUE 
      DO 30 I=1,NT 
      W(I)=A(I) 
   30 CONTINUE 
      CALL LSBX(A,N,NH,X,EPSZ,ISW,ICON) 
      IF(ICON.GE.20000) GOTO 50 
      WRITE(6,630) (I,X(I),I=1,N) 
      CALL MSBV(W,-N,NH,X,Y,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 50 
      WRITE(6,640) (I,Y(I),I=1,N) 
      DN=0.0 
      DO 40 I=1,N 
      DN=DN+Y(I)*Y(I) 
   40 CONTINUE 
      DN=SQRT(DN) 
      WRITE(6,650) DN 
      STOP 
   50 WRITE(6,660) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1','COEFFICIENT MATRIX' 
     * /' ','N=',I5,3X,'NH=',I5) 
  610 FORMAT(/5X,'(',I3,',',I3,')',4E17.8 
     * /(10X,4E17.8)) 
  620 FORMAT(/' ','CONSTANT VECTOR' 
     * /(5X,4('(',I3,')',E17.8,5X))) 
  630 FORMAT(/' ','SOLUTION VECTOR' 
     * /(5X,4('(',I3,')',E17.8,5X))) 
  640 FORMAT(/' ','RESIDUAL VECTOR' 
     * /(5X,4('(',I3,')',E17.8,5X))) 
  650 FORMAT(/' ','NORM=',E17.8) 
  660 FORMAT(/' ','ICON=',I5) 
      END 
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(4) 手法概要 
n×n，上，下バンド幅 h の実対称バンド行列

( )ijaA = と n 次元のベクトル x=(xj) の積 y=(yi)の要素

を(4.1)により計算する． 

∑
=

==
n

j
jiji nixay

1
,...,1    ,  (4.1) 

ただし，本サブルーチンではバンド行列であるこ
とを考慮して，(4.2)により計算している． 

( )

( )

∑
+

−=

==
nhi

hij
jiji nixay

,min

,1max
,...,1    ,  (4.2) 

本サブルーチンでは(4.2)の積和計算を精度を上げ
て行うことにより，丸め誤差の影響を少なくしてい
る．  
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A-21-12-0401  MSGM, DMSGM 

行列の積（実対称行列・実行列） 
CALL MSGM (A, B, KB, C, KC, N, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n の実対称行列 A と，n × n の実行列 B の積 C
を求める． 

C AB=  

ここで，C は n × n の実行列である． n ≥ 1 であるこ
と．  
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A． 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n n( ) /+1 2 の 1 次元配列．  

B ············· 入力．行列 B ． 
B (KB, N)なる 2 次元配列．  

KB ·········· 入力．配列 B の整合寸法 ( ≥ N)． 
C ············· 出力．行列 C． 

C (KC, N)なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照）  

KC ·········· 入力．配列 C の整合寸法 (≥ N)． 
N ············· 入力．行列 A, B 及び C の次数 n． 
VW ········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 MSGM-1 参照.． 
 

表 MSGM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 N<1, KB<N 又は 
KC<N であった． 

処理を打ち切る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... CSGM, MGGM, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 
 
b. 注意 
① 領域の節約について 

配列 A 上の内容を保存する必要のない場合は，
EQUIVALENCE 文により  

EQUIVALENCE (A(1), C(1,1))  
と宣言すれば領域が節約できる．使用例参照． 

 

c. 使用例 
実対称行列 A と，実行列 B の積 C を求める．
ただし行列 C は，A を入力した領域に得るもの
とする．n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(100,100), 
     *          C(100,100),VW(100) 
      EQUIVALENCE (A(1),C(1,1)) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
   10 READ(5,100) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,200) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,200) ((B(I,J),J=1,N),I=1,N) 
      CALL PSM(IA,1,A,N) 
      CALL PGM(IB,1,B,100,N,N) 
      CALL MSGM(A,B,100,C,100,N,VW,ICON) 
      WRITE(6,250) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PGM(IC,1,C,100,N,N) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     * '** MATRIX MULTIPLICATION **') 
  250 FORMAT(//10X,'** MSGM ICON=',I5) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PSM 及び PGM は，実

対称行列及び実行列を印刷するものである．プログ
ラムは，サブルーチン MGSM の使用例に記載され
ている． 
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A21-12-0301  MSSM, DMSSM 

行列の積 （実対称行列） 
CALL MSSM (A, B, C, KC, N, VW, ICON) 

 
(1) 機能 
n × n の実対称行列 A と実対称行列 B の積 C を求め
る． 

C AB=  

ここで C は，n × n の実行列である．n ≥ 1 であるこ
と． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A． 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n n( ) /+1 2 の 1 次元配列．  

B ············· 入力．行列 B． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n n( ) /+1 2 の 1 次元配列． 

C ············· 出力．行列 C． 
C (KC, N)なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照）  

KC ·········· 入力．配列 C の整合寸法 (≥ N)． 
N ············· 入力．行列 A, B 及び C の次数 n． 
VW ········· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 MSSM-1 参照． 
 

表 MSSM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 N<1 又は KC<N であった 処理を打ち切
る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... CSGM, MGSM, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし 
 
b. 注意 
① 領域の節約について 

配列 A 上の内容を保存する必要のない場合は，
EQUIVALENCE 文により  

EQUIVALENCE (A(1), C(1.1))  
と宣言すれば領域が節約できる．使用例参照． 

 
c. 使用例 

実対称行列 A，B の積 C を求める．ただし行列 
C は，A を入力した領域に得るものとする． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(5050), 
     *          C(100,100),VW(100) 
      EQUIVALENCE (A(1),C(1,1)) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
   10 READ(5,100) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,200) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,200) (B(I),I=1,NT) 
      CALL MSSM(A,B,C,100,N,VW,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PSM(IA,1,A,N) 
      CALL PSM(IB,1,B,N) 
      CALL PGM(IC,1,C,100,N,N) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     * '** MATRIX MULTIPLICATION **') 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PSM 及び PGM は，実

対称行列及び実行列を印刷するものである．プログ
ラムは，サブルーチン MGSM の使用例に記載され
ている． 
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A21-14-0101  MSV, DMSV 

実対称行列と実ベクトルの積 
CALL MSV (A, N, X, Y, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n の実対称行列 A と，実ベクトル x の積 y を
求める． 

y Ax=  (1.1) 

ここで，x 及び y は n 次元ベクトルである．  
n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．行列 A． 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n n( ) /+1 2 の 1 次元配列． 

N ············· 入力．行列 A の次数 n． 
（使用上の注意①参照） 

X ············· 入力．ベクトル x．大きさ n の 1 次元配
列．  

Y ············· 出力．行列 A とベクトル x の積 y． 
大きさ n の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード．表 MSV-1
参照． 

 
表 MSV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 N = 0 であった 処理を打ち切る． 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II .... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ....IABS 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは通常 

y Ax=  (3.1) 

の計算を主とするが，N = – n として，任意のベ
クトル ′y をパラメタ Y に与えること 

y y Ax= ′ −  (3.2) 

なる計算ができる． 
具体的には，連立 1 次方程式の残差ベクトル 

r b Ax= −  (3.3) 

の計算等を行う場合に利用できる．使用例参
照．  

 
c. 使用例 

n 元の実係数連立 1 次方程式（正値対称行列） 

Ax b=  (3.4) 

をサブルーチン LSX により解き，その結果よ
り残差ベクトル b Ax− を求める． 
n ≤ 100 の場合 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),X(100), 
     *          Y(100),W(5050) 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,510) (X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      L=1 
      LE=0 
      DO 10 I=1,N 
      LE=LE+I 
      WRITE(6,610) I,(A(J),J=L,LE) 
      L=LE+1 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I=1,N) 
      EPSZ=1.0E-6 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      Y(I)=X(I) 
   20 CONTINUE 
      DO 30 I=1,NT 
      W(I)=A(I) 
   30 CONTINUE 
      CALL LSX(A,N,X,EPSZ,ISW,ICON) 
      WRITE(6,630) (I,X(I),I=1,N) 
      CALL MSV(W,-N,X,Y,ICON) 
      IF (ICON.NE.0) GO TO 50 
      WRITE(6,640) (I,Y(I),I=1,N) 
      DN=0.0 
      DO 40 I=1,N 
      DN=DN+Y(I)*Y(I) 
   40 CONTINUE 
      DN=SQRT(DN) 
      WRITE(6,650) DN 
   50 WRITE(6,660) ICON 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1','COEFFICIENT MATRIX' 
     */' ','ORDER=',I5) 
  610 FORMAT(/5X,'(',I3,')',4E17.8/ 
     *(10X,4E17.8)) 
  620 FORMAT(/' ','CONSTANT VECTOR' 
     */(5X,4('(',I3,')',E17.8,5X))) 
  630 FORMAT(/' ','SOLUTION VECTOR' 
     */(5X,4('(',I3,')',E17.8,5X))) 
  640 FORMAT(/' ','RESIDUAL VECTOR' 
     */(5X,4('(',I3,')',E17.8,5X))) 
  650 FORMAT(/' ','NORM=',E17.8) 
  660 FORMAT(/' ','ICON=',I5) 
      END 
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(4) 手法概要 
n×n の実対称行列 ( )ijaA = と n 次元のベクトル 

x=(xj)の積 y=(yi)の要素を(4.1)により計算する． 

nixay jij

n

j
i ,...,1  ,

1
==∑

=

 (4.1) 

本サブルーチンでは (4.1) 積和計算を精度を上げ
て行うことにより，丸め誤差の影響を少なくしてい
る． 
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I11-91-0101  NDF, DNDF 

正規分布関数 ( )φ x  

CALL NDF (X, F, ICON) 
 
(1) 機能 

正規分布関数 ( ) dtex
x t

∫
−

=
0

2
2

2
1
π

φ の値を，関係式 

( ) ( ) 2/2/erf xx =φ  (1.1) 

より計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．独立変数 x． 
F ············· 出力．関数値 ( )φ x ． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 NDF-1 参照． 

表NDF-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ...MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ...ERF 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲に制限はない． 
② 余正規分布関数 ( )ψ x との間の関係  

( ) ( )φ ψx x= −1 2/  (3.1) 

を利用すれば ( )φ x の値をサブルーチン NDFC
を用いて計算することもできる．ただし，こ

のように計算すると x > 2 の範囲の x について

は本サブルーチン NDF を直接用いるのに比べ
精度が悪くなるので注意すること． 

c. 使用例 
( )φ x の値を，0.0 から 10.0 での 0.1 刻みの x の

値に対して計算して数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=FLOAT(K-1)/10.0 
      CALL NDF(X,F,ICON) 
      WRITE(6,610) X,F 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF NORMAL ', 
     * 'DISTRI','BUTION FUNCTION'// 
     * 6X,'X',7X,'NDF(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
      END 

 
(4) 手法概要 

正規分布関数: 

( ) dtex
x

t

∫
−

=
0

2

2

2
1
π

φ  (4.1) 

において， ut =2/ と変数変換すれば，(4.1)は， 

( )

due

duex

x
u

x
u

∫

∫
−

−

=

=

2
0

2
0

2

2

2
2
1       

2
2
1

π

π
φ

 

したがって， ( ) duex
x u∫ −=

0

22erf
π

より， 

( ) ( )φ x x= 1
2

erf / 2  (4.2) 

となる．本サブルーチン NDF では FORTRAN 関数

ERF を用いて，(4.2)より ( )φ x の計算を行う．  
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I11-91-0201  NDFC, DNDFC 

余正規分布関数 ψ(x) 
CALL NDFC (X, F, ICON) 

 
(1) 機能 

余正規分布関数 

( )ψ
π

x e dt
t

x
= −∞

∫
1
2

2

2  

の値を，関係式 

( ) ( ) 2/2/erfc xx =ψ  (1.1) 

より計算する． 
 
(2) パラメタ 
X ....入力．独立変数 x． 
F .....出力．関数値 ( )ψ x ． 
ICON .... 出力．コンディションコード． 

表 NDFC-1 参照． 
 

表NDFC-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし．  

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ERFC 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲に制限はない． 
② 正規分布関数 ( )xφ との間の関係． 

( ) ( )ψ φx x= −1
2

 (3.1) 

を利用すれば ( )ψ x の値をサブルーチン NDF を

用いて計算することもできる．ただし，この

ように計算すると x > 2 の範囲の x については

本サブルーチン NDFC を直接用いるのに比べ
精度が悪くなるので注意すること． 

c. 使用例 
( )ψ x の値を，0.0 から 10.0 までの 0.1 刻みの x

の値に対して計算して数表を作る．  
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=FLOAT(K-1)/10.0 
      CALL NDFC(X,F,ICON) 
      WRITE(6,610) X,F 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF ', 
     * 'COMPLEMENTARY ', 
     * 'NORMAL DISTRIBUTION FUNCTION' 
     * //6X,'X',7X,'NDFC(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
      END 

 
(4) 手法概要 

余正規分布関数: 

( )ψ
π

x e dt
t

x
= −∞

∫
1
2

2

2  (4.1) 

において， t u/ 2 = と変数変換すれば，(4.1)は 

( ) duex x
u 2

2
1

2

2

∫
∞ −=

π
ψ  

duex
u∫

∞
−

2

22
2
1

π  

したがって， ( ) duex
x

u∫
∞

−=
22erfc

π より 

( ) ( )2/erfc
2
1 xx =ψ  (4.2) 

となる．本サブルーチン NDFC では FORTRAN 関

数 ERFC を用いて，(4.2)より ( )ψ x の計算を行う． 
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D31-20-0101 NLPG1, DNLPG1 

非線形計画問題(微係数要，パウエル法) 
CALL NLPG1  (X, N, FUN, GRAD, FUNC, JAC, 

M, EPSR, MAX, F, VW, K, IVW, 
ICON) 

 
(1) 機能 

n 変数の実関数 ( )f x とその導関数 ( )g x ,及び初期

ベクトル x0 が与えられたとき，制約条件 

ci(x)=0, i = 1, 2, ....., m1, (1.1) 
ci(x)≥0, i m= +1 1 , 21 +m , ..., m m1 2+ . (1.2) 

のもとで，f(x)の極小値を与えるベクトル x*とその
関数値 f(x*)を求める． 
ただし，{ci(x)}のヤコビアン J(x)も関数として与え
られるものとする．また，f(x)は 2 階までの連続な
偏微係数を持つものと仮定する． 
ここで， ( )T

n21 x,...x,x=x である．また，m1，m2 はそ

れぞれ等式制約，不等式制約の個数である．以降

( )21 mmm += とする． 
n≥1，m1≥0，m2≥0 かつ m≥1 であること． 

 
(2) パラメタ 
X ··········· 入力．初期ベクトル x0. 

出力．ベクトル x*. 
大きさ n の 1 次元配列． 

N ··········· 入力．変数の個数 n． 
FUN ······· 入力．f(x)を計算する関数副プログラム

名． 
[副プログラムの用意の仕方]  
FUNCTION FUN (X) 
パラメタ 
X ... 入力．変数ベクトル x. 
 大きさ n の 1 次元配列． 
 関数 FUN には，f(x)の値を代入する
 こと．(使用例参照) 

GRAD ···· 入力． ( )g x を計算するサブルーチン副プ

ログラム名． 
[副プログラムの用意の仕方] 
SUBROUTINE GRAD (X, G) 
パラメタ 
X ····入力．変数ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
G·····出力．G(1)= 1xf ∂∂ ,...,G(N)= nxf ∂∂  

なる対応をもつ大きさ n の 1 次元配
列． 

(使用例参照) 

FUNC ·····入力． 関数 ci(x)を計算するサブルーチン
副プログラム名．  
[副プログラムの用意の仕方] 
SUBROUTINE FUNC (X, C) 
パラメタ 
X ···· 入力．変数ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
C····· 出力．C(1) = c1(x), ..., C(M(1)) = cm1

(x), ..., 
C(M(1) + M(2)) = cm(x).なる対応をも
つ大きさ m の 1 次元配列． 

(使用例参照) 
JAC·········入力．関数 ( )J x を計算するサブルーチン

副プログラム名． 
[副プログラムの用意の仕方] 
SUBROUTINE JAC (X, CJ, K) 
パラメタ 
X ···· 入力．変数ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
CJ ··· 出力．ヤコビアン行列． 

( )CJ I,J = ∂ ∂c xi j なる対応をもつ 
CJ (K, N)なる 2 次元配列． 

K ···· 入力．配列 CJ の整合寸法． 
(使用例参照) 

M ············入力．制約式の個数． 
( ) ( ) 21 2M , 1M mm == なる対応をもつ大きさ

2 の 1 次元配列． 
EPSR ······入力．収束判定値(≥ 0.0)． 

0.0 のときは標準値が採用される． 
(使用上の注意②参照) 

MAX·······入力．関数 f(x)，g(x)，c(x)，及び J(x)の
評価回数の上限(≠0)． 
(使用上の注意③参照) 
出力．実際に評価した回数(>0)． 

F ·············出力．関数値 ( )f *x ． 

VW ·········作業領域． ( ) ( )( )VW K, M 1 M 2 N +12+ + ∗2

なる 2 次元配列． 
K·············入力．配列 VW の整合寸法

( ) ( )( )≥ + +M 1 M 2 N + 4 ． 

IVW········作業領域．大きさ ( ) ( )( )2∗ + +M 1 M 2 N + 4

の 1 次元配列． 
ICON ······出力．コンディションコード． 

表 NLPG1-1 参照． 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL, UQP, UNLPG 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, SQRT, AMAX1 
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表NLPG1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 指定された関数の評価回数内
で，収束条件が満たされなか
った． 

パラメタX，Fに
は，最後の値を格
納する． 

20000 計算の過程で，関数の局所的減
少が満たされなかった． 
(手法概要③参照) 
EPSRが小さすぎる． 

処理を打ち切る．  
(パラメタX，Fに
は，最後の値を格
納する．) 

21000 制約式を満す解が存在しない
か，又は初期値x0の選び方が適
切でない可能性がある．初期
値x0を変えて再実行するとよ
い． 

処理を打ち切る．

30000 N < 1, EPSR < 0.0, M(1) < 0, 
M(2) <0, M (1) + M(2)<1, K < M 
(1) + M(2) + N + 4，又はMAX 
= 0であった． 

処理を打ち切る．

 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で，引数 FUN，GRAD，FUNC 及び JAC に相
当する副プログラム名を EXTERNAL 文で宣言
すること． 

② EPSR の与え方 
本サブルーチンの収束判定は，反復ベクトル
xk において， 

( ) EPSR,0.1max1 ⋅≤− ∞∞+ kkk xxx  

となった場合に，xk+1 を極小点 x*とみなし反
復を終了する． 
本サブルーチンでは，関数 ( )f x が極小点 x*の

近傍で近似的に 2 次関数であることを前提と

しており，関数値 ( )f *x を丸め誤差程度まで正

しく求めるためには， 
EPSR ≈ u ，u は丸め誤差の単位 
程度に与えるのが適当である． 
EPSR の標準値は 2 u である． 

③ MAX の与え方 
関数の評価回数は，変数ベクトル x に対し

て，f(x)を計算することを 1 回， ( )g x を計算す

ることを n 回， ( )c x を計算することを m 回，

( )J x を計算することを mn 回と数える． 
関数の評価回数は，関数の性質，初期ベクト
ル，収束判定値などに依存する． 
一般には，初期ベクトルが良く，収束判定値
と し て 標 準 値 を 採 用 し た 場 合 は ， MAX = 
800*mn 程度が妥当である． 
指定評価回数内で収束条件が満たされず，
ICON = 10000 として戻った場合でも，再度本
サブルーチンを呼び出すことにより，継続し
て反復することができる．しかし，この場合
はパラメタ MAX には，負の値で追加評価回数

を指定し，他のパラメタの内容は保存したま
まで呼び出すこと． 
 

c. 使用例 
2 変数の実関数 

( )f x x x x x x x x1 2 1
2

1 2 2
2

1 22 2 10, = − + − +  

を，制約条件 

( )c x x x x1 1 2 1
2

2
20 5 15 2 0, . .= + − =  

( ) 0, 21212 ≥+−= xxxxc  
のもとで極小化する．初期ベクトルは

( )x0 2= − ,2 T
とする． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(2),M(2),VW(8,18), 
     *          IVW(16) 
      EXTERNAL TEST,GRAD,TESTC,JAC 
      X(1)=-2.0 
      X(2)=2.0 
      N=2 
      M(1)=1 
      M(2)=1 
      EPSR=1.0E-3 
      MAX=800*2*2 
      K=8 
      CALL NLPG1(X,N,TEST,GRAD,TESTC, 
     *     JAC,M,EPSR,MAX,F,VW,K,IVW,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,610) F,MAX 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I=1,N) 
      STOP 
  600 FORMAT('1','*ICON=',I5) 
  610 FORMAT(' ','*F=',E15.7,1X,'MAX=',I5) 
  620 FORMAT('0',(/2X,'X(',I2,')=',E15.7)) 
      END 
C     OBJECTIVE FUNCTION 
      FUNCTION TEST(X) 
      DIMENSION X(2) 
      TEST=(X(1)-2.0*X(2)-10.0)*X(1)+ 
     *    (2.0*X(2)+1.0)*X(2) 
      RETURN 
      END 
C     DERIVATIVE 
      SUBROUTINE GRAD(X,G) 
      DIMENSION X(2),G(2) 
      G(1)=2.0*X(1)-2.0*X(2)-10.0 
      G(2)=-2.0*X(1)+4.0*X(2)+1.0 
      RETURN 
      END 
C     CONSTRANTS 
      SUBROUTINE TESTC(X,C) 
      DIMENSION X(2),C(2) 
      C(1)=0.5*X(1)*X(1)+1.5*X(2)*X(2)-2.0 
      C(2)=-X(1)+X(2) 
      RETURN 
      END 
C     JACOBIAN 
      SUBROUTINE JAC(X,CJ,K) 
      DIMENSION X(2),CJ(K,2) 
      CJ(1,1)=X(1) 
      CJ(2,1)=-1.0 
      CJ(1,2)=3.0*X(2) 
      CJ(2,2)=1.0 
      RETURN 
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      END 
 

(4) 手法概要 
非線形計画問題 

( ) ⎯→⎯xf 最小化 (4.1) 

制約条件 

( ) 1,...,2,1,0 mici ==x  等式制約 (4.2) 
( ) 211 ,...,1,0 mmmici ++=≥x  不等式制約 (4.3) 

を Powell の可変計量法により解く． 
以下の説明の都合上，次のように記号を定め

る． 
M1 .... 等 式 制 約 式 の 添 字 の 集 合 ( )1,...1,2, m  

(空集合でもよい．) 
M2 .... 不等式制約式の添字の集合

( )211 ,...,1 mmm ++  (空集合でもよい．) 
M .... 制約式の添字の集合

( )21,...,2,1 mm + (空集合ではいけな

い．) 
g..... f の傾斜ベクトル 
∇ci  .. ci の傾斜ベクトル 

 
まず，制約条件のない場合の問題(unconstrained 

minimization)の解法との関連に基づき，この非線形
計画問題の解法を解説する．  

制約式(4.2)，(4.3)がない場合，目的関数 f(x)を極
小化するための可変計量法―改訂準ニュートン法
(revised quasi-Newton method)―は次のようになる．
極小点の近似点 xk において f(x)を(4.4)のように 2 次
の項まで展開する． 

( ) ( ) ( )f fx x y g x y Byk k≈ + T T1
2  (4.4) 

ここで 

y x xk= −  (4.5) 

であり，B は xk における ( )f x のへシアン行列であ

る．そこで，(4.4)を極小化する y を求め(それを yk

とする)，更に 1 次元探索により 

( )kkf yx α
α

+min  (4.6) 

を満すαを求める(それをαk とする)．このαk に基
づき 

kkkk yxx α+=+1  (4.7) 

によって，次の近似値 1+kx を得る．ただし，ヘシ

アン行列 B を直接計算することはせず，反復の過
程でベクトル ( ) ( ) kkkk yxgxg α 1 及び−+  をもとに近似

する． 

 
さて，制約(4.2)，(4.3)がある場合は，y を決定す

る際に制約が付くことになる．即ち，(4.2)に対して
は，その 1 次の項までの展開式により 

( ) ( ) ( ) 1
T ,0 Miccc kikii ∈=∇+= xyxx  (4.8) 

が要求され，同様に(4.3)に対しては 

( ) ( ) ( ) 2
T ,0 Miccc kikii ∈≥∇+= xyxx  (4.9) 

が要求される． 
したがって，非線形計画問題(4.1)，(4.2)，(4.3)を解
くためには，(4.8)，(4.9)を満す y のうち(4.4)を極小
化するものを求める必要がある．これは，y に関す
る 2 次計画問題である． 

一方，1 次元探索についても(4.6)式をそのまま用
いるのではなく，ペナルティ関数 

( ) ( ) ( )[ ]W f P cx x x= +  (4.10) 

を導入し， ( )xW を最小化するようにαを決定す

る．ここで ( )[ ]xcP は，制約がすべて満されていれ

ば零，それ以外の場合は正の値をとるものである
が，詳細については後述される． 

更に，ヘシアン行列の近似行列 Bk の改訂につい

ても ( )xf のみならず ( )xc に関する情報も考慮して

行う．仮に，制約が等式条件だけの場合を考える
と，極小点では 

( ) ( ) 0
1

=∇− ∑
∈Mi

ii c xxg λ  (4.11) 

が要求される．ここで λi はラグランジュ乗数であ

る．(4.11)は n+m1 次の連立非線型方程式であり，こ
れをニュートン法で解く場合，  

( ) ( ) ( )∑
∈

−=
1

,
Mi

iicf xxx λλφ  (4.12) 

に関する 2 階の偏微分情報が必要であり， ( )f x の

それのみでは不十分であることがわかる． 
そこで，Bk の改訂は，ベクトルαkyk と 

( ) ( )γ φ λ φ λk x k x k= ∇ − ∇+x x1, ,  (4.13) 

ここで ∇ xφ は， φ の x に関する傾斜ベクトルから

得られるランク 2 の行列に基づいて行う． 
ところで，非線形等式制約がある場合，W(x)に関

する 1 次元探索を厳密に行うと，xk の進み方(歩幅)
が著しく小さくなり，真の極小値へ収束しない場
合がある．そこで，解 xk の動きを監視する番犬
(watchdog)を立てることにより，上記のような不都
合を回避する． 
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以下に本サブルーチンの計算手順の概要を述べ
るが，そこで用いる代表的な関数を次のように定
義する． 

 
• ペナルティ関数 

( ) ( ) ( )

( )( )∑

∑

∈
+

+=
∈

2

1

c,0min                   

cW

Mi
ii

ii
Mi

f

x

xxx

μ

μ

 (4.14) 

点 x が制約条件から外れるにつれてペナルテ
ィがつくようになっている．係数 μi は，後述

の方法により決定する． 
• ペナルティ関数の 1 次展開 

近似点 xk において W(x)を，(4.15)のように 1 次
の項まで展開した関数． 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )∑

∑

∈

∈

∇−++

∇−++

−+=

2

T

1

T

T

 cc,0min

 c

fW

Mi
kikkii

Mi
kikkii

kkkk

c

xxxx

xxxx

xgxxxx

μ

μ

 

(4.15)

 

• ラグランジュ関数 

( ) ( ) ( )∑
∈

−=
Mi

iik f xxx cL λ  (4.16) 

λi は xk により決まるラグランジュ乗数で，後

述の方法により決定する．  
 
本サブルーチンの計算手順 
ステップ 1(初期値設定) 
① 以下の諸量を設定する． 

k = 0 (反復回数のカウンタ) 
H0 = In 
l = 0 (番犬の位置を示す番号) 
lt = 5 (番犬の位置を見直す間隔) 
θ=0.25 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≠

=
    0=EPSR ,2

 0EPSR EPSR,

u
ε  

 (収束判定定数) 
ステップ 2(2 次計画問題) 
② 次のような y に関する 2 次計画問題を解く． 
 

QPk: 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ⎪

⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

∈≥+∇
∈=+∇

⎯→⎯+

2

T

1

T

TT

 ,0cc
 ,0cc

   
2
1

Mi
Mi

gB

kiki

kiki

kk

xxy
xxy

xyy

制約式

最小化y

 (4.17) 

③ QPk に yk が存在する場合 
• ( ) ε⋅<

∞∞ kk xy ,0.1  max  (4.18) 
を満し，かつ xk が可能点ならば，xk を

x*， ( )f xk を ( )f x∗ とみなし ICON = 0 と

して処理を終了する． 
• (4.18)を満さない場合は，ペナルティ関数

W(x)に関する 1 次元探索を行ない，yk 方
向上に 
 x x yk k k+

∗= +1 α  (4.19) 
を決定する． 
ここで，もし， α * yk が収束とみなされ

る 程 小 さ く ， か つ xk が 可 能 点 な ら ば
ICON = 20000 として処理を終了する．こ
れは収束判定定数 ε が小さすぎるためで

あるが，多くの場合極小点とみなすこと
ができる．一方，xk が不能点ならば ICON 
= 21000 として処理を終了する． 
α * yk が大きい場合にはステップ 3 に進

む．  
④ QPk に可能解が存在しない場合 

次のような y 及び z に関する新たな 2 次計画問
題を解く． 
QPk: 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎩
⎨
⎧

<
>

=

≤≤

∈≥+∇
∈=+∇

→−+

,0c    ,z
,0c    ,1

z

,1z0

,0z cc
,0z cc

zg
2
1

2

T

1

T

TT

ki

ki

ikiki

kiki

kk

i

Mi
Mi

B

x
x

xxy
xxy

xyyy

ここで

制約式

最小化β
 (4.20)

 

βは十分大なる正数 
この 2 次計画問題の最適解を yk， z とする． 
• もし z < ε で，かつ xk が可能点ならば xk を

x*， ( )f xk を ( )f *x とみなし ICON =0 とし

て処理を終了する． 
• もし z < ε で，かつ xk が不能点ならば，非

線形計画問題(4.1)，(4.2)，(4.3)には可能
解は存在しない(制約条件が互いに矛盾し
ている)か，又は初期値 x0 の選び方が適切
でない可能性があるため，ICON = 21000
として処理を終了する． 

• もし z ≥ ε で， 

( )y xk k∞ ∞
< ⋅max . ,10 ε  (4.21) 

を満し，かつ xk が可能点ならば，xk を

x*， ( )f xk を ( )f *x とみなし ICON = 0 と

して処理を終了する． 



NLPG1 

 474 

(4.21)を満さない場合はステップ 3 に進
む． 

ステップ 3(番犬プロセス) 
① k = k + 1 とする． 

解 xk の動きを監視し，xk の進み幅(歩幅)が適切
であるか否かを判定する．すなわち，もし 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1+

−−≤
llllk

xWxWxWxW θ  (4.22) 

ならばステップ 5 に進む． 
ステップ 4(番犬と Bk の改訂) 
⑥ もし，  

( ) ( )
lk

xWxW ≤  

ならば，l = k，xl = xk とする． 
⑦ もし，k が lt の倍数ならば，xk = xl，l =k とす

る． 
⑧ 次のように Bk を改訂する．  

( )

( ) ( )( )⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

∇−∇−

−=
=−=

∑
∈

−

−

−−

Mi
kikii

kk

kkk

1

1

11

cc

*

xx
gg

yxx

λ

α
γ
δ

 (4.23) 

として， 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
−

≥
=

−
−

−

−

δδγδ
γδδδ

δδ
δδγδ

1
TT

T
1

T
1

T

1
TT

2.0,8.0

2.0,                           1

k
k

k

k

B
B

B
B

ξ  (4.24) 

を求め，このξを用いて 
δγη 1)1( −−+= kBξξ  (4.25) 

を計算する． 
これらの諸量をもとに Bk を(4.25)により求め
る． 

ηδ
ηη

δδ
δδ

T

T

1
T

1
T

1
1 +=

−

−−
−

k

kk
kk B

BBBB  (4.26) 

ステップ 2 に戻る． 

ステップ 5(歩幅の改訂) 
⑨ ③で得られたα*を，次のような方法により拡

大できるか否かを調べる． 
• W(x) ≤ W(xk-1) 

又は (4.27) 
L(x) ≥ L(xk-1) 
を満す x を yk 方向上に見つける． 

• もし(4.27)を満す x がない場合はステップ 4 に
戻る  

• もし(4.27)を満す x があれば 
xk+1 = xk+ ~α yk 
とする． 

• もし， ~α α= * ならばステップ 4 に戻る． *αα ≠~

ならばステップ 3 に戻る． 
 

アルゴリズム上の留意点 
① λi の決定法 

QPk の解のうち，制約式に対するラグランジュ
乗数を用いて λi を決定する． 

② μi の決定法 
初期値は， μ λi | |= 2 i ,とし，その後

μ λi . | |< 15 i ( λi はその時点での値)となった μi に

関して μ λi | |= 2 i とする． 
 
なお，詳細については，参考文献[94]，[95]を参

照すること． 
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C24-11-0101  NOLBR, DNOLBR 

連立非線型方程式 (ブレント法) 
CALL NOLBR (X, N, FUN, EPSZ, EPST, FC, 

M, FNOR, VW, ICON) 
 
(1) 機能 

連立非線型方程式(1.1)をブレント(Brent)法により
解く． 

( )
( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=

=
=

0,...,,
...

0,...,,
0,...,,

21

212

211

nn

n

n

xxxf

xxxf
xxxf

 (1.1) 

す な わ ち ， ( ) ( ) ( ) ( )( )Tn,f,,ff xxxxf ...21= ， x = (x1, 
x2, ..., xn)T として，与えられた初期ベクトル x0 よ
り，(1.2)の解を求める． 

( )f x = 0  (1.2) 

ここで 0 は n 次元の 0 ベクトルである．n≥1 である
こと． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．求めようとする解の初期ベクトル

x0. 
出力．解ベクトル． 
大きさ n の 1 次元配列． 

N ············ 入力．方程式の元数 n． 
FUN ······· 入力． ( )f k x を計算する関数副プログラム

名．利用者は呼出し側のプログラムの中
で EXTERNAL 宣言すると共に関数副プロ
グラムを用意すること． 
[関数副プログラムの用意の仕方] 
FUNCTION FUN (X, K) 
パラメタ 
X ··········入力．変数ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
K ··········入力．方程式における式番号を与

える(1 ≤ K ≤ n)．例えば K=k と入

力されたとき関数 FUN には ( )f k x  
の値を代入すること． 
(使用例参照)  

EPSZ ····· 入力．収束判定値(≥ 0.0)． 
( )f xi ∞

≤ EPSZ となったとき，収束した

と見なす．xiとは第 i 段階目の解の近似ベ
クトルである(使用上の注意参照)． 

EPST ····· 入力．収束判定値(≥ 0.0)． 

∞∞− ⋅≤− iii xxx EPST1 となったとき収束

したと見なす(使用上の注意参照)． 

FC···········入力．解ベクトルの探索範囲を示す数値 
(≥ 0.0)．反復の過程で

( )x xi ∞ ∞
> ⋅FC max 0 10, . となったとき解

ベクトルの探索を止める(使用上の注意参
照)． 

M ············入力．反復回数の上限(> 0)(使用上の注意
参照) 
出力．実際に反復した回数(> 0) 

FNOR ·····出 力 ． 求 ま っ た 解 ベ ク ト ル に お け る

( ) ∞xf の値． 

VW ·········作業領域． 
大きさ n (n + 3)の 1 次元配列． 

ICON ······出力．コンディションコード． 
表 NOLBR-1 参照． 

 
表NOLBR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 1 収束判定 ( ) PSZE ≤ixf が満

たされた． 

正常終了． 

 2 収束判定 

∞∞− ⋅≤− iii xxx EPST1
 が

満たされた．  

正常終了． 

 10000 与えられた反復回数内で指定
された収束条件を満たさなか
った． 

パラメタXには最後
の反復ベクトルが
格納される． 

 20000 解ベクトルの探索範囲内で解
ベクトルを見つけられなかっ
た．(パラメタFCの項参照) 

処理を打ち切る． 

 25000 計算の過程で関数f(x)のヤコビ
アンが0になった．(手法概要
参照) 

処理を打ち切る．
(パラメタXには最
後の反復ベクトル
が格納される) 

 30000 N≤0, EPSZ<0, EPST<0, FC≤0,
又はM≤0であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH，MGSSSL 
② FORTRAN 基本関数... ABS, AMAX1, SIGN, 

SQRT 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で引数 FUN に相当する関数副プログラム名に
対して，EXTERNAL 宣言をすること． 

② EPSZ と EPST の与え方 
本サブルーチンは，収束判定法として二とお
り用意しており，少なくともどちらか一方が
満たされたとき反復を止める．もし利用者が
どちらか一方の判定法だけを適用したい場合
は，他方の判定値を 0.0 と与えればよい．具体
的には以下のような与え方ができる． 
a. ( ) 0=EPST , 0EPSZ >= Aε のとき， 

01 =−
∞−ii xx とならない限り， 
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( ) Ai ε≤
∞

xf が満たされるか反復回数が M
になるまで反復する． 

b. ( )0=EPST , 0=EPSZ >Bε のとき， 
( ) 0=

∞ixf とならない限り， 

∞∞− ≤− iBii xxx   1 ・ε が満たされるか反復

回数が M になるまで反復する． 
c. EPSZ = 0 , EPST = 0 のとき， 

( ) 0    0 1 =−=
∞−∞ iii xxxf 又は とならない

限り M 回反復する． 
無条件に M 回反復したいときは，上記の c.の
与え方をすればよい． 

③ FC の意味 
方程式の性質によっては，初期ベクトル x0 の
近傍に解ベクトルが無いことがある．このよ
うなとき，反復ベクトル xi は x0 から大きく離

れ，その結果 ( )f x の計算時にオーバフローな

どの不都合を起こす場合がある． 
パラメタ FC はこれを防ぐために設けられ，解
ベクトルの探索範囲を指定するものである． 
標準値としては，100.0 程度でよい. 

④ M の与え方 
解ベクトルへ収束するまでの反復回数は，方
程式の性質及び収束判定値に依存する．一般
に初期ベクトルが悪いとき，あるいは収束判
定値が小さいときは，パラメタ M は大きめに
与えた方がよい． 
元数 n が 10 程度なら M は 50 程度でよい． 

⑤ 単精度／倍精度の使分け 
一般に連立非線型方程式を反復的に解く場
合，単精度サブルーチンでは解けないが，倍
精度サブルーチンでは解けることがある． 

 
c. 使用例 

2 元の連立非線型方程式 

( )
( )

x x

x x
1 2

2

1 2
3

1 2 25

1 2 625

⋅ − =

⋅ − =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

.

.  

の解を初期ベクトル x0 = (5.0, 0.8)T より求め
る．真の解は x = (3.0, 0.5)T 及び x = (81/32, - 
1/3)T である． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(2),VW(10) 
      EXTERNAL FUN 
      X(1)=5.0 
      X(2)=0.8 
      N=2 
      EPSZ=1.0E-5 
      EPST=0.0 
      FC=100.0 
      M=20 
      CALL NOLBR(X,N,FUN,EPSZ,EPST,FC, 
     *           M,FNOR,VW,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,M,FNOR,(I,X(I), 

     *             I=1,N) 
      STOP 
  600 FORMAT(' ','ICON=',I5/' ','M=',I5/ 
     *       ' ','FNOR=',E15.7/ 
     *      (' ','X(',I2,')=',E15.7)) 
      END 
 
      FUNCTION FUN(X,K) 
      DIMENSION X(2) 
      GO TO(10,20),K 
   10 FUN=X(1)*(1.0-X(2)**2)-2.25 
      RETURN 
   20 FUN=X(1)*(1.0-X(2)**3)-2.625 
      RETURN 
      END 
 

(4) 手法概要 
連立非線型方程式， 

( )f x O=  (4.1) 

の解ベクトルをブレンド(Brent)法を用いて求める． 
この方法の 1 回めの反復過程では，y1 = xi-1 とし n

段階の操作から，中間的な反復ベクトル y2, y3, ...yn, 
yn+1 を作る．そして yn+1 を xi とする．各々の yk+1 (1 
≤ k ≤ n)は ( )yf j の yj におけるテイラー展開の 1 次項

までの近似式， 
( ) ( ) ( )
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．ここで，にするように選ばれるの右辺を

 (4.2) 

とする． 
 
ブレント法の手順 

ある反復ベクトル xi–1 から xi を求めるときの手順
を述べる． 

まず，適当な直交行列 Q1 が与えられているとす
る．(x0 から x1 を求めるときは，Q1 = I としてい
る)． 
① 第 1 段階 

     y1 = xi–1 

として， ( )y1f を y1 におけるテイラー展開の 1
次の項までで近似すると,  

( ) ( ) ( )f f T
1 1 1 1 1y y g y y≈ + −  (4.3) 

となる．第 1 段階では(4.3)の右辺を 0 とするひ
とつの y を以下の要領で求め，それを y2 とす
る． 
まず， 1 1 1

T Tg Q w= とし， 

( )0,...,0,1    ,     , 12111111 =±== TTT P ewew αα  

とする直交行列 P1 をハウスホルダー法で求め
る． 
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ここで複号は
Tw の第 1 成分の符号と同じ方を

採用するものとする．このとき y2 は， 
( )

11212
1

11
12     , PQQQf

=−= eyyy
α  (4.4) 

と計算する． 
② 第 2 段階 

. 

. 

. 
③ 第 k 段階 

( )f k y を yk におけるテイラー展開の 1 次の項ま

で近似すると， 

( ) ( ) ( )k
T
kkkk ff yyyy −+≈ g  (4.5) 

となる． 
まず，横ベクトル k

T
kg Q の最初から k-1 個の成

分を 0 で置き換えたものを wk
T とする． 
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次に， 
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とする直交行列 Pk をハウスホルダー法で求め
る． 
ここで複号は wk

T の第 k 番目の成分の符号と同

じ方を採用するものとする． 
また，Pk の形状は以下のとおりである． 
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このとき，yk+1 は，  

( )
kkkkk

k

kk
kk PQQQf

=−= +++ 111 ,  eyyy
α  (4.6) 

と計算する． 
(4.6)より求めた yk+1 は(4.7)を満たすことが証明
される． 
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( ) ( )

( ) ( ) ⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=−+

=−+

=−+

+

+

+

0
...

0

0

1

21222

11111

kk
T
kkk

k
T

k
T

yygyf

yygyf
yygyf

 (4.7) 

このようにして第 n 段階目(k = n)に得られる yn+1

を xi と置き，これが収束判定を満たすときは反復
を止めて，その xi を解ベクトルとする．さもなけ
れば，xi を中間的な反復ベクトルの出発値 y1，Qn+1

を Q1 として，①から繰返す． 
 
アルゴリズム上の考慮 
a. 偏微係数の近似法 

先に述べた wk
T の計算法について述べる． 

wk
T の j 番目(k≤j≤n)の成分は， 

jk
T
k eQg  

であり，これは fk の yk における Qkej(Qk の第 j
列)が示す方向の微係数である． 
本サブルーチンでは，これを差分により近似
する． 
すなわち， 
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 (4.8) 

ここで hi は， 
uh ii ⋅=

∞−1 x  (4.9) 
とする．u は丸め誤差の単位である． 

b. αk が 0 のとき 
先に述べた第 k 段階目において 

α k = 0  (4.10) 

となると，yk+1 は求まらない．このようなとき
は， 

yk+1 = yk (4.11) 

としている．これは，yk の修正を行なわない
ことを意味する． 
もし， 

nkk ,...,2,1   ,0 ==α   

となったとすると，y1 すなわち xi–1 には，何の
修正もできないことになる．この事態が起き
たときは，xi–1 における f(x)のヤコビアン行列 
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 (4.12)  

が非正則である可能性が強い．このとき ICON 
= 25000 として処理を打ち切る． 
(4.10)の判定は，実際は， 

( ) ( ) ( )
nkkj

fufhf kkkkjkikk

,...,1,,                                     +=

⋅≤−+
∞∞

yyeQy  (4.13) 

で行っている． 
 
なお，詳細については，参考文献[33]を参照する

こと． 
 



NOLF1 

 479 

D15-10-0101  NOLF1, DNOLF1 

関数二乗和の極小化 
(微係数不要，改訂マルカート法) 
CALL NOLF1 (X, N, FUN, M, EPSR, MAX, 

F, SUMS, VW, K, ICON) 
 
(1) 機能 

n 変数の m 個の実関数 ( ) ( ) ( )xxx mfff ,,, ...21 と初期ベ

クトル x0 が与えられたとき，改訂マルカート法
(Levenberg-Marquardt-Morrison 法．以下 LMM 法と略
す)により， 

( ) ( ){ }2

1
xfxF i

m

i
∑
=

=  (1.1) 

の極小値を与えるベクトル x*とその関数値 F(x*)を
求める．本サブルーチンでは微係数は不要である

が， ( )xif ，i=1,…, m は 1 階までの連続な偏微分をも

つものと仮定する．また，m ≥ n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．初期ベクトルx0． 

出力．ベクトルx*． 
大きさnの1次元配列． 

N ············· 入力．変数の個数n． 
FUN ········ 入力． ( )f i x を計算するサブルーチン副プ

ログラム名． 
[副プログラムの用意の仕方] 
SUBROUTINE FUN (X, Y) 
パラメタ 
X ········入力．変数ベクトル x． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ········出力．変数ベクトル x に対する関数

値 ( )f i x ． 
( ) ( ) ( ) ( )xx mff == MF,,1F ...1   

なる対応を持つ，大きさ m の 1 次元
配列． 

M ············ 入力．関数の個数m． 
EPSR ······ 入力．収束判定値(≥ 0.0)． 

0.0のときは，標準値が採用される． 
(使用上の注意②参照)． 

MAX ······ 入力．関数の評価回数の上限( ≠0)． 
(使用上の注意③参照)． 
出力．実際に評価した回数(> 0)． 

F ············· 出力．関数値 ( )f *
i x ． 

( ) ( ) ( ) ( )**
1 MF,,1F ... xx mff ==  

なる対応を持つ．大きさmの1次元配列． 
SUMS ····· 出力．関数二乗和 F(x*) の値． 
VW ········· 作業領域．VW(K, N + 2)なる2次元配列． 
K ············· 入力．配列VWの整合寸法(≥ m + n)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表NOLF1-1参照． 

表NOLF1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 指定された関数の評価回数内
で収束条件が満たされなかっ
た． 

パラメタX，F，
SUMSには最後の
値を格納する． 

20000 計算の過程で，Marquardt数vk

が上界を超えた． 
(手法概要(4.14)参照)． 
EPSRが小さすぎるか，ヤコ
ビアン行列の差分近似の誤差
が計算限界を超えた． 

処理を打ち切
る． 
(パラメタX，F，
SUMSには最後の
値を格納する．) 

30000 N < 1, M < N， 
EPSR < 0.0, 
MAX = 0又は， 
K< m+nであった． 

処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数... ABS, SQRT, FLOAT 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で，引数 FUN に相当する副プログラム名を 
EXTERNAL 文で宣言すること． 

② EPSR の与え方 
本サブルーチンでは，F(x)が極小点 x*の近傍で
近似的に 2 次関数であることを前提としてお
り，F(x*)を丸め誤差程度まで正しく求めるため
には， 

u≈EPSR ，u は丸め誤差の単位 
程度に与えるのが適当である． 
EPSR の標準値は 2 ⋅ u である． 

③ MAX の与え方 
関数の評価回数は，変数ベクトル x に対して，

( )f i x ，i = 1, ..., m を計算することを 1 回と数え

る．すなわち，副プログラム FUN の呼出し回
数に一致する． 
この関数の評価回数は，関数{ ( )f i x }の性質，

初期ベクトル，収束判定値などに大きく依存す
る． 
一般には，初期ベクトルが良く，収束判定値と
して標準値を採用した場合は，MAX = 100･n･m
程度が妥当である． 
指定評価回数内で収束条件が満たされず ICON 
= 10000 として戻った場合でも，再度本サブル
ーチンを呼び出すことにより，継続して反復す
ることができる．しかし，この場合はパラメタ
MAX には，負の値で追加評価回数を指定し，
他のパラメタの内容は保存したままで呼び出す
こと．  
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c. 使用例 

( ) ( ) ( )F x ,x f x ,x f x ,x1 2 1 1= +1
2

2 2
2

2  

ここで， 

( )
( ) ( )

f x ,x 1 x

f x ,x 10 x x
1 1 2 1

2 1 2 2 1
2

= −

= −
 

の極小点 x*を，x0 = ( – 1.2, 1.0)T から出発して
求める． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(2),F(2),VW(4,4) 
      EXTERNAL ROSEN 
      X(1)=-1.2 
      X(2)=1.0 
      N=2 
      M=2 
      EPSR=1.0E-3 
      MAX=100*2*2 
      CALL NOLF1(X,N,ROSEN,M,EPSR,MAX, 
     *           F,SUMS,VW,4,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,610) SUMS,MAX 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,630) (I,F(I),I=1,M) 
      STOP 
  600 FORMAT('1','*ICON=',I5) 
  610 FORMAT(' ',' SUM OF SQUARES= ', 
     *E15.7,' MAX= ',I5/) 
  620 FORMAT(1X,' X(',I2,')=',E15.7) 
  630 FORMAT(1X,' F(',I2,')=',E15.7) 
      END 
C     OBJECTIVE FUNCTION 
      SUBROUTINE ROSEN (X,Y) 
      DIMENSION X(2),Y(2) 
      Y(1)=1.0-X(1) 
      Y(2)=(X(2)-X(1)*X(1))*10.0 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

n 変数の m 個の実関数 ( ) ( ) ( )xxx mf,,f,f ...21 に対し

て， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ){ }∑
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xf

xfxfxfxf

1

2

2

        (4.1) 

の極小値を与えるベクトル x*と関数値 F(x*)を求め
る．ただし， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )T

T
m

x

xxxxf

n21

21

x,,x,x

f,,f,f

...
...

=

=
 (4.2) 

とする．本サブルーチンでは，この問題を LMM 法
により解く．この方法を述べる前に，この方法の原
型である Levenberg-Marquardt 法と，Newton-Gauss
法，最急降下法との関連について説明する． 

 

今，極小値を与えるベクトル x*の近似ベクトル xk

が得られているとする．そこで， 

x x xk k
* = + ∆  (4.3) 

とし， ( )f x を xk の近傍で，1 次項までテーラー展開

すると(4.4)となる． 

( ) ( ) ( )f x x f x J x xk k k k k+ = +∆ ∆  (4.4) 

ここで，J(xk)は(4.5)で示される ( )f x のヤコビアン行

列である． 
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以降 ( )J xk は，Jk と表す． 

(4.4)より， ( )kk xxF ∆+ の値は ( )kxF が十分小であ

ると仮定すれば，(4.6)で近似される． 

( )
( ) ( )
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(4.6)

 

この値を極小化する ∆xk の値は，(4.6)の右辺を ∆xk

に関して微分して得られる連立 1 次方程式(4.7)の解
として与えられる． 

( )J J x J f xk
T

k k k
T

k∆ = −  (4.7) 

(4.7)は正規方程式と呼ばれ，この ∆xk により，  

x x xk k k+ = +1 ∆  

と反復するのが，Newton-Gauss 法である． 
この方法は， ∆xk の方向としては ( )xF の降下方向

ではあるが， ∆xk 自体は発散する可能性がある． 

一方，F(x)の xk における傾斜ベクトル ( )kF x∇ は， 

( ) ( )k
T
kkF xfJx 2=∇  (4.8) 

で与えられる． ( )kF x−∇ は，F(x)の xk における最急

降下方向であり， 

( )kk F xx −∇=∆  (4.9) 

とするのが，最急降下法である． 
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(4.9)の ∆xk は，F(x)の減少を最も確実に保証する

が，反復を繰り返すとジグザグ運動を始めるという
欠点が，多くの数値例で指摘されている． 

そこで，Levenberg，Marquardt，Morrison は，次の
方程式より ∆xk を決定することを提案した． 

{ } ( )k
T
kkkk

T
k v xfJxIJJ −=∆+ 2  (4.10) 

ここで，vk は正数 (Marquardt 数と呼ぶ )である． 
(4.10)より決まる ∆xk は，明らかに vk の値に依存す

る．即ち， vk → 0 とすれば， ∆xk の方向は Newton-
Gauss 法による方向となり，vk が 0 から増加するに

つれて ∆xk は単調に減少する．更に，vk が増加す

るにつれて， ∆xk と最急降下方向 ( )− J f xk
T

k との間

の角度は単調に減少する．そして， vk →∞ とすれ

ば， ∆xk の方向は最急降下法による方向となる． 
Levenberg-Marquardt 系の方法の特徴は，最適な vk

の値を反復の過程で動的に決定し，効率よく F(x)の
極小化を図るものである． 

 
LMM法 

(4.10)の方法は，正規方程式系を陽に形成するた
め，数値的安定性に関する欠陥があることが知られ
ている．ところで，(4.10)は次の系に対する最小二乗
法と同値である． 
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 (4.11) 

すなわち，(4.11)の残差の 2 乗和の最小化の問題が 
(4.10)で表現される． 

LMM 法は，正規方程式系を陽に形成せず，(4.11)
に数値的安定性の高い直交変換を適用する最小二乗
法により， ∆xk を求める方法である． 

本サブルーチンでは(4.11)により ∆x を求め，  

x x xk k k+ = +1 ∆  

として， 

F(xk+1) < F(xk) 

を満たすように反復し，極小点 x*を求める． 
 
本サブルーチンの計算手順 
① 初期設定 

Marquardt 数 v0 を設定する． 
( )f x0  ， ( )F x0 を求める． 

k = 0 とする． 
② Jk を差分近似により求める． 

③ (4.11)を最小二乗法により解き， ∆xk を求め

る． 
x x xk k k+ = +1 ∆ とする． 

( ) ( )11 , ++ kk F xxf を求める． 

④ F(xk+1) < F(xk)を満たすか否かを判定する．満た
す場合は⑧へ進む． 

⑤ 収束判定を行う． 
満たす場合は，xk を極小点 x*とみなし，ICON 
= 0 として処理を終了する． 

⑥ Marquardt 数を大きくする．すなわち，  

vk = 1.5 vk 

とする． 
⑦ Marquardt 数の上界を判定する．すなわち， 

vk ≤ 1/u，u は丸め誤差の単位 (4.14) 

を満たす場合は,③へ進み反復を継続する．満た
さない場合は，ICON = 20000 として処理を終了
する． 

⑧ 収束判定を行う． 
満たす場合は，xk+1 を極小点 x*とみなし，ICON 
= 0 として処理を終了する． 

⑨ ⑥の過程を通過しなかった場合は，Marquardt
数を小さくする．すなわち， 

vk = 0.5 vk 

とする． 
k = k + 1 として②へ進み反復を継続する． 

 
アルゴリズム上の留意点 
① Marquardt 数 v0 の設定 

Marquardt 数の初期値として，x0 におけるヤコ
ビアン行列のノルムを用いている．すなわち， 
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j
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1 1

2
0 //∂∂  (4.15) 

② ヤコビアン行列 Jk の差分近似法 
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 (4.16) 

を計算するために，前進差分(4.17)を用いてい
る．  
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( ) ( ){ } hfhf
x
f

kijki
j

i /x−+≈ ex
∂
∂

 (4.17) 

ここで，ej は第 j 単位ベクトル 
h u= ，u は丸め誤差の単位 

③ 最小二乗法による ∆xk の計算 
(4.11)を最小二乗法により解き ∆xk を求めるた

めに，本サブルーチンではハウスホルダー法を
用いている． 
すなわち，(4.11)の左辺に対し左からハウスホ
ルダー変換の直交行列 Q をかけて，上三角行列
化する． 
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 (4.18) 

ここで，R は n×n の上三角行列である． 
同様に(4.11)の右辺にも直交変換を行う． 

( )
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...............
g
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O

xf
Q

k  (4.19) 

ここで，g1 は n 次元ベクトル，g2 は m 次元ベク
トルである． 
直交変換に対してノルムは不変であるから， 
(4.11)の最小二乗解 ∆xk を(4.20)により求める． 

R x gk∆ = − 1  (4.20) 

R は上三角行列であるから，(4.20)は後退代入
により計算できる． 

④ 収束判定法 
本サブルーチンでは反復過程において，次のよ
うな収束判定を行っている． 
• F(xk+1) < F(xk)かつ 

( ) EPSR,0.1max1 ⋅≤−
∞∞+ kkk xxx を満

たすとき，xk+1 を極小点 x*とみなす． 
• F(xk+1) ≥ F(xk)かつ 

( ) EPSR,0.1max1 ⋅≤−
∞∞+ kkk xxx を満

たすとき，xk を極小点 x*とみなす． 
 

なお詳細については，参考文献[36]，[37]を参照
すること．  
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D15-20-0101  NOLG1, DNOLG1 

関数二乗和の極小化 
（微係数要，改訂マルカート法） 
CALL NOLG1 (X, N, FUN, JAC, M, EPSR, 

MAX, F, SUMS, VW, K, ICON) 
 
(1) 機能 

n 変数の m 個の実関数 ( ) ( ) ( )xxx mfff ,,, ...21 とその

ヤコビアン J(x)，及び初期ベクトル x0 が与えられた
と き ， 改 訂 マ ル カ ー ト 法 (Levenberg-Marquardt-
Morrison 法．以下 LMM 法と略す)により， 

( ) ( ){ }F fx x
i

m

i= ∑
=1

2
 (1.1) 

の極小値を与えるベクトル x*とその関数値 F(x*)を求
める．本サブルーチンでは fi (x), i = 1 ,..., mは 1 階まで
の連続な偏微分をもつものと仮定する．また，m≥ n 
≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．初期ベクトルx0. 

出力．ベクトルx*. 
大きさnの1次元配列． 

N ············· 入力．変数の個数n． 
FUN ········ 入力． ( )f i x を計算するサブルーチン副プ

ログラム名． 
[副プログラムの用意の仕方] 
SUBROUTINE FUN (X, Y) 
パラメタ 
X ..... 入力．変数ベクトルx． 

大きさnの1次元配列． 
Y ..... 出力．変数ベクトルxに対する関数

値 ( )f i x ． 

( ) ( ) ( ) ( )xx mfMf == F,,1F ...1
なる対応を持

つ，大きさmの1次元配列． 
JAC ········· 入力．ヤコビアンJ(x)を計算するサブルー

チン副プログラム名． 
[副プログラムの用意の仕方] 
SUBROUTINE JAC (X, G, K) 
パラメタ 
X ········入力． 変数ベクトルx． 

大きさnの1次元配列． 
G ········出力．変数ベクトルxに対するヤコ

ビアン行列． 
( ) ji x/f     JI,G ∂∂= なる対応を持

つ，G (K, N)なる2次元配列． 
K ········入力．配列 G の整合寸法． 

M ············ 入力．関数の個数m． 
EPSR ······ 入力．収束判定値(≥ 0.0)． 

0.0のときは，標準値が採用される． 
(使用上の注意②参照)． 

MAX······· 入力．関数の評価回数の上限(≠0)． 
(使用上の注意③参照)． 
出力．実際に評価した回数(> 0)． 

F·············· 出力．関数値 ( )f *
i x . 

( ) ( ) ( ) ( )*MF,,*1F ...1 xx mff == なる対応を持

つ．大きさ m の1次元配列． 
SUMS ····· 出力．関数二乗和F(x*)の値． 
VW ········· 作業領域．VW (K, N + 2)なる2次元配列． 
K ············· 入力．配列VWの整合寸法(≥ m + n)． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表NOLG1-1参照． 
 

表NOLG1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 指定された反復回数内で収
束条件が満たされなかっ
た． 

パラメタ X，F，
SUMSには最後の値
を格納する． 

20000 計算の過程で，Marquardt数
vkが上界を超えた． 
(手法概要(4.14)参照)． 
EPSRが小さすぎるか，ヤコ
ビアン行列の差分近似の誤
差が計算限界を超えた． 

処理を打ち切る．
(パラメタ X，F，
SUMSには最後の値
を格納する．) 

30000 N < 1, M < N, 
 EPSR < 0.0, 
 MAX = 0 又は， 
K <m+nであった． 

処理を打ち切る． 
 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II .. AMACH, MGSSL 
② FORTRAN基本関数... ABS, SORT, FLOAT 
b. 注意 
① 本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内

で，引数FUN及びJACに相当する副プログラム
名をEXTERNAL文で宣言すること． 

② EPSRの与え方 
本サブルーチンでは，F(x)が極小点x*の近傍で
近似的に2次関数であることを前提としてお
り，F(x*)を丸め誤差程度まで正しく求めるため
には， 

     u≈EPSR ，uは丸め誤差の単位 
程度に与えるのが適当である． 
EPSRの標準値は u  2･ である． 

③ MAXの与え方 
関数の評価回数は，変数ベクトルxに対して，

( ) m,,1i,f ...=xi を計算することを1回，J(x)を計

算することをn回と数える． 
この関数の評価回数は，関数 ( ){ }f i x の性質，

初期ベクトル，収束判定値などに大きく依存す
る． 
一般には，初期ベクトルが良く，収束判定値と
して標準値を採用した場合は，MAX = 100•n m
程度が妥当である． 
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指定評価回数内で収束条件が満たされずICON = 
10000として戻った場合でも，再度本サブルー
チンを呼び出すことにより，継続して反復する
ことができる．しかし，この場合はパラメタ
MAXには，負の値で追加評価回数を指定し，
他のパラメタの内容は保存したままで呼び出す
こと． 
 

c. 使用例 
( ) ( ) ( )21

2
221

2
121 ,,, xxfxxfxxF +=  

ここで，
 

( )
( ) ( )2

12212

1211

10,

1,

xxxxf

xxxf

−=

−=
 

の極小点x*をx0 = ( – 1,2, 1.0)Tから出発して求め
る．  
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(2),F(2),VW(4,4) 
      EXTERNAL ROSEN,ROSENJ 
      X(1)=-1.2 
      X(2)=1.0 
      N=2 
      M=2 
      EPSR=1.0E-3 
      MAX=100*2*2 
      CALL NOLG1(X,N,ROSEN,ROSENJ,M,EPSR, 
     *           MAX,F,SUMS,VW,4,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      WRITE(6,610) SUMS,MAX 
      WRITE(6,620) (I,X(I),I=1,N) 
      WRITE(6,630) (I,F(I),I=1,M) 
      STOP 
  600 FORMAT('1','*ICON=',I5) 
  610 FORMAT(' ',' SUM OF SQUARES= ', 
     * E15.7,' MAX= ',I5/) 
  620 FORMAT(1X,' X(',I2,')=',E15.7) 
  630 FORMAT(1X,' F(',I2,')=',E15.7) 
      END 
C     OBJECTIVE FUNCTION 
      SUBROUTINE ROSEN (X,Y) 
      DIMENSION X(2),Y(2) 
      Y(1)=1.0-X(1) 
      Y(2)=(X(2)-X(1)*X(1))*10.0 
      RETURN 
      END 
C     JACOBIAN 
      SUBROUTINE ROSENJ(X,G,K) 
      DIMENSION X(2),G(K,2) 
      G(1,1)=-1.0 
      G(2,2)=-20.0*X(1) 
      G(1,2)=0.0 
      G(2,2)=10.0 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

n 変数の m 個の実関数 ( ) ( ) ( )xxx mf,,f,f ...21 に対し

て， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ){ }

F

f

x f x f x f x

x

T

i
i

m

= =

= ∑
=

2

2

1
       

 (4.1) 

の極小値を与えるベクトル x*と関数値 F(x*)を求め
る．ただし， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )T

n

T

m

xxxx
ff

,,,
f,,,

...
...

21

21

=

= xxxxf  (4.2) 

とする．本サブルーチンでは，この問題を LMM 法
により解く．この方法を述べる前に，この方法の原
型である Levenberg-Marquardt 法と，Newton-Gauss
法，最急降下法との関連について説明する． 

 
今，極小値を与えるベクトル x*の近似ベクトル xk

が得られているとする．そこで， 

x x xk k
* = + ∆  (4.3) 

とし， ( )f x を xk の近傍で，1 次項までテーラー展開

すると(4.4)となる． 

( ) ( ) ( )f x x f x J x xk k k k k+ = +∆ ∆  (4.4) 

ここで，J(xk)は(4.5)で示される f(x)のヤコビアン行
列である． 
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 (4.5) 

以降J(xk)は，Jkと表す． 
(4.4)より， ( )kk xxF ∆+0 の値は ( )F xk が十分小である

と仮定すれば，(4.6)で近似される． 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

kk
T
k

T
k

kkk
T

kk
T

kkkk
T

kk

x

f

F

∆∆+

∆+≈

∆+∆+=

∆+

JJx

xJxfxxf

xxfxxf

xx

2  (4.6) 

この値を極小化する ∆xk の値は，(4.6)の右辺を ∆xk

に関して微分して得られる連立 1 次方程式(4.7)の解
として与えられる． 

( )J J x J f xk
T

k k k
T

k∆ = −  (4.7) 

(4.7)は正規方程式と呼ばれ，この ∆xk により， 

x x xk k k+ = +1 ∆  

と反復するのが，Newton-Gauss 法である． 
この方法は，∆xk の方向としては F(x)の降下方向

ではあるが， ∆xk 自体は発散する可能性がある． 
一方，F(x)の xk における傾斜ベクトル ( )∇F xk は 

( ) ( )∇ =F x J f xk k
T

k2  (4.8) 
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で与えられる． ( )− ∇ F xk は F(x)の xk における最急

降下方向であり，  

( )∆x F xk k= −∇  (4.9) 

とするが，最急降下法である． 
(4.9)の ∆xk は，F(x)の減少を最も確実に保証する

が，反復を繰り返すとジグザグ運動を始めるという
欠点が，多くの数値例で指摘されている． 

そこで，Levenberg, Marquardt, Morrison は，次
の方程式により ∆xk を決定することを提案した． 

{ } ( )k
T
kkkk

T
k v xfJxIJJ −=∆+ 2  (4.10) 

ここで，vkは正数(Marquardt数と呼ぶ)である． 
(4.10)より決まる ∆xk は，明らかに vk の値に依存す

る．即ち， vk → 0 とすれば， ∆xk の方向は Newton-
Gauss 法による方向となり，vk が 0 から増加するに

つれて ∆xk は単調に減少する．更に，vk が増加する

につれて， ∆xk と最急降下方向 ( )− J f xk
T

k との間の

角度は単調に減少する．そして， vk →∞とすれば，

∆xk の方向は最急降下法による方向となる． 
Levenberg-Marquardt 系の方法の特徴は，最適な vk

の値を反復の過程で動的に決定し，効率よく F(x)の
極小値を図るものである． 
 
LMM法 

(4.10)の方法は，正規方程式系を陽に形成するた
め，数値的安定性に関する欠点があることが知られ
ている．ところで，(4.10)は次の系に対する最小二乗
法と同値である． 

( )
















−=∆

















O

xf
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k

k

k

k

v

 (4.11) 

すなわち，(4.11)の残差の 2 乗和の最小化の問題
が (4.10)で表現される． 

LMM 法は，正規方程式系を陽に形成せず，(4.11)
に数値的安定性の高い直交変換を適用する最小二乗
法により， ∆xk を求める方法である． 

本サブルーチンでは(4.11)により ∆x を求め，  

x x xk k k+ = +1 ∆  

として， 

F(xk+1) < F(xk) 

を満たすように反復し，極小点 x*を求める． 
 
本サブルーチンの計算手順 
① 初期設定 

Marquardt数v0を設定する． 

( )f x0  ， ( )0xF を求める． 
k = 0とする． 

② Jkを求める． 
③ (4.11)を最小二乗法により解き， ∆xk を求め

る． 
x x xk k k+ = +1 ∆ とする． 

( ) ( )11 , ++ kk F xxf を求める． 

④ F(xk+1) < F(xk)を満たすか否かを判定する．満た
す場合は⑧へ進む． 

⑤ 収束判定を行う． 
満たす場合は，xkを極小点x*とみなし，ICON = 
0として処理を終了する． 

⑥ Marquardt数を大きくする．すなわち，  

vk = 1.5 vk 

とする． 
⑦ Marquardt数の上界を判定する．すなわち， 

vk ≤ 1/u，u は丸め誤差の単位 (4.14) 

を満たす場合は,③へ進み反復を継続する．満た
さない場合は，ICON = 20000として処理を終了
する． 

⑧ 収束判定を行う． 
満たす場合は，xk+1を極小点x*とみなし，ICON 
= 0として処理を終了する． 

⑨ ⑥の過程を通過しなかった場合は，Marquardt数
を小さくする．すなわち， 

vk = 0.5 vk 

とする． 
k = k + 1として②へ進み反復を継続する． 

 
アルゴリズム上の留意点 
① Marquardt数v0の設定 

Marquardt数の初期値として，x0におけるヤコビ
アン行列のノルムを用いている．すなわち， 

( ) ( )∑∑
= =

⋅=
m

i

n

j
ji nmxfv

1 1

2
0 //∂∂  (4.15) 

② 最小二乗法による ∆xk の計算 
(4.11)を最小二乗法により解き ∆xk を求めるた

めに，本サブルーチンではハウスホルダー法を
用いている． 
すなわち，(4.11)の左辺に対し左からハウスホ
ルダー変換の直交行列Qをかけて，上三角行列
化する． 
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 (4.16) 

ここで，Rはn×nの上三角行列である． 
同様に(4.11)の右辺にも直交変換を行う． 

( )
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...............
g

g

O

xf
Q

k
 (4.17) 

ここで，g1はn次元ベクトル，g2はm次元ベクト
ルである． 
直交変換に対してノルムは不変であるから， 
(4.11)の最小二乗解 ∆xk を(4.18)により求める． 

R x gk∆ = − 1  (4.18) 

Rは上三角行列であるから，(4.18)は後退代入に
より計算できる． 

③ 収束判定法 
本サブルーチンでは反復過程において，次のよ
うな収束判定を行っている． 
• F(xk+1) < F(xk)かつ 

( ) EPSR,0.1max1 ⋅≤− ∞∞+ kkk xxx を満た

すとき，xk+1を極小点x*とみなす． 
• F(xk+1) ≥ F(xk)かつ

( ) EPSR,0.1max1 ⋅≤−
∞∞+ kkk xxx を満た

すとき，xkを極小点x*とみなす． 
 
なお詳細については，参考文献 [36]，[37]を参照

すること． 
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B21-11-0702 NRML, DNRML 

実行列の固有ベクトルの正規化 
CALL NRML (EV, K, N, IND, M, MODE, 

ICON) 
 
(1) 機能 

n 次の実行列の m 個の固有ベクトル xi (i = 1, …, 
m)が与えられたとき，(1.1)，又は(1.2)の正規化を行
い yi を求める． 

yi = xi/ xi ∞
 (1.1) 

yi = xi/ xi 2
 (1.2) 

ただし，n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ  
EV ·········· 入力．m個の固有ベクトルxi ( i = 1, …, m ) 

(使用上の注意参照)． 
出力．正規化された固有ベクトルyi． 
EV(K, M)なる2次元配列． 

K ············· 入力．配列EVの整合寸法(≥ n)． 
N ············· 入力．実行列の次数n． 
IND ········· 入力．EVに格納する各固有ベクトルが，

実固有ベクトルか複素固有ベクトルかの指
示． 
EVのJ列目が，実固有ベクトルならば
IND(J) = 1，複素固有ベクトルの実部なら
ば，IND(J) = -1，虚部ならばIND(J) = 0と
与えること． 
大きさMの1次元配列． 

M ············ 入力．配列INDの大きさ(m≤M≤n) 
MODE ···· 入力．正規化の方法の指示 

MODE = 1のときは(1.1)の正規化を行う． 
MODE = 2のときは(1.2)の正規化を行う． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表NRML-1参照． 

 
表NRML-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 n = 1であった． EV (1,1) =1.0 とする． 
30000 N<M，M<1，K<N， 

MODE≠1，2又はINDに
誤りがあった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II.....MGSSL 
② FORTRAN基本関数..... ABS, SQRT 
b. 注意 
① 固有ベクトルEVへの格納は，実固有ベクトル

は1列ごとに，複素固有ベクトルは実部と虚部
を対にして2列ごとに格納すること．(図NRML-
1参照のこと)．  

 

 
図NRML-1  INDとEVの関係 

なお，サブルーチンHVECあるいはサブルーチ
ンHBK1呼び出し後のパラメタEV，IND，Mは
本サブルーチンでそのまま入力できるようにな
っている． 

② 実対称行列の固有ベクトルの正規化を行う場合
は，INDの内容をすべて1で与えればよい． 

 
c. 使用例 

サブルーチンEIG1により求めたn次の実行列の
固 有 ベ ク ト ル を ， 本 サ ブ ル ー チ ン に よ り

1=
∞

x となるように正規化しなおす．n≤100の

場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),ER(100), 
     *          EI(100),EV(100,100), 
     *          VW(100),IND(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      DO 20 I=1,N 
      WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
   20 CONTINUE 
      CALL EIG1(A,100,N,0,ER,EI,EV,VW, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GT.10000) GO TO 10 
      DO 30 I=1,N 
   30 IND(I)=1 
      DO 40 I=1,N 
      IF(EI(I).EQ.0.0) GO TO 40 
      IF(IND(I).EQ.0) GO TO 40 
      IND(I)=-1 
      IND(I+1)=0 
   40 CONTINUE 
      CALL NRML(E,V,100,N,IND,N,1,ICON) 
      CALL EPRT(ER,EI,EV,IND,100,N,N) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX', 
     * 5X,'N=',I3/) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
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本使用例中のサブルーチンEPRTは，実行列の
固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチ
ンである．この詳細についてはEIG1の使用例参
照のこと． 
 

(4) 手法概要 
n 次の実行列の m 個の固有ベクトル xi(i = 1, ..., m)

が与えられたとき，正規化された固有ベクトル yi を
求める．ここで，xi =(x1i, ..., xni)T とする． 

MODE = 1 のときは，ベクトル xi の絶対値最大の
要素を 1 とする正規化を行う． 

kikiiii xmax,/ ==
∞∞

xxxy  (4.1) 

MODE = 2 のときは，ベクトル xi の各要素の 2 乗
の和を 1 とする正規化を行う． 

∑
=

==
n

k
kiiiii xxxxy

1

2

22
,/  (4.2) 
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H11-20-0141  ODAM, DODAM 

連立1階常微分方程式（アダムス法） 
CALL ODAM (X, Y, FUN, N, XEND, ISW, 

EPSA, EPSR, VW, IVW, ICON) 
 
(1) 機能 

連立1階常微分方程式の初期値問題 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 









==′

==′
==′

0021

20022122

01211

 ,,...,,,
...                        ...                     

   ,,...,,,
    ,,...,,, 101

NNNNN

N

N

yxyyyyxfy

yxyyyyxfy
yxyyyyxfy

 (1.1) 

における関数系 N,f,,ff ...21 と，初期値 x0, y10, y20, ..., 
yN0, 及び xの最終値 xe が与えられたとき，アダムス

法 に よ り emhxx
m

j
jm ,...,2,1;

1
0 =+= ∑

=

に お け る 解

( )Nmmm y,...,y,y 21  を求める（図 ODAM-1 参照）． 
ただし，キザミ hj は，求めるべき解が要求精度を

満たすように制御される． 
本サブルーチンは解の出力方法，すなわち利用者

プログラムに戻るタイミングとして以下の2通りを
用意しており，利用者は目的に応じて選ぶことがで
きる．  
a. 最終値出力…… 最終値 xe における解が求まった

ときはじめて戻る． 
b. ステップ出力…途中の解，すなわち，x1, x2, ...に

おける解が求まるたびに戻る． 

 
図 ODAM-1  解を求める点 xm (x

0
< xe) の場合 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．初期値 x0. 

出力．最終値 xe. ただし，ステップ出力が
指定されている場合は，1ステップ前進し
たときの独立変数の値 xm. 

Y ············· 入力．初期値 y10, y20, ...,yN0 をY (1) = y10, 
Y(2) = y20, ..., Y(N) = yN0 の順に与える． 
大きさ N の1次元配列． 
出力．最終値 xe における解ベクトル．た
だし，ステップ出力が指定されている場合
は，1ステップ前進したときの x=xm におけ
る解ベクトル． 

FUN ········ 入力．(1.1) における fi ; i=1,2,…,Nを計算す
るサブルーチン副プログラム名． 
［副プログラムの用意のし方］ 
SUBROUTINE FUN (X, Y, YP) 
ここで， 

X ······· 入力．独立変数 x． 
Y ······· 入力．Y(1) = y1, Y(2) = y2, ...,  

Y(N) = yN なる対応を持つ大きさ N 
の1次元配列． 

YP ····· 出力． 
( ) ( )
( ) ( ) ,..., ,...,,,2YP

, ,...,,,1YP

212

211

N

N

yyyxf
yyyxf

=
=  

( ) ( )NN yyyxfN ,...,,,YP 21= なる対応

を持つ大きさ N の1次元配列． 
N ············· 入力．連立1階常微分方程式の元数． 
XEND ····· 入力．独立変数の最終値 xe. 
ISW  ······· 入力．積分する際の条件を指定する． 

ISW は10進3桁の非負の整数であり，い
ま，それを 

ISW = 100d3 + 10d2 + d1 

と表すと，各 di は次のように指定する． 
d1: 初回呼出しであるか否かを指定す

る． 
0 ....初回呼出しである． 
1 ....継続呼出しである． 
初回呼出しとは，与えられた微分
方程式に対して初めて本サブルー
チンを呼び出すときを言う． 

d2: 解の出力方法を指定する． 
0 ...最終値出力 
1 ...ステップ出力 

d3: 最終値 xe を超えた点で，関数系

Nfff ,...,, 21  が計算できるか否かを

指定する． 
0 ....計算できる．  
1 .... 計算できない． 
d3 = 1 と指定する状況は，微係数
が xe を超えた点では定義されない
か，あるいは xe の近くに不連続点
を持つ場合である．このような状
況でないとき，むやみに d3 = 1 と
すると計算効率を著しく低下させ
るので注意すること． 

出力．xe における解，若しくはステップご
との解を求めて利用者プログラムに戻ると
き，d1, d3 は次のように変更される．  

d1: d1 = 1 とする．本サブルーチンを
くり返し呼び出すときは，d1 を1
のままにしておくこと． 
利用者が再び d1 = 0 と設定し直す
ときは，別の方程式を解き始める
ときである． 

d3: 入力時に d3 = 1 であった場合は， 
は xe における解が求まった時点で
d3 = 0 とする． 
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EPSA ······ 入力．絶対誤差の上限 (≥ 0.0)． 
出力．入力時に EPSA が小さすぎた場合
は，適当な大きさに変更された値． 
（使用上の注意④参照）． 

EPSR ······ 入力．相対誤差の上限 (≥ 0.0)．  
出力．入力時に EPSR が小さすぎた場合
は，適当な大きさに変更された値． 
（使用上の注意④参照）． 

VW  ········ 作業領域．大きさ 21N + 110 の1次元配
列．繰り返し本サブルーチンを呼び出すと
きは，内容を変えてはならない．  

IVW ········ 作業領域．大きさ 11 の整数型1次元配列．
繰り返し本サブルーチンを呼び出すとき
は，内容を変えてはならない．  

ICON  ····· 出力．コンディションコード． 
表 ODAM-1 参照． 

 
表 ODAM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 （ステップ出力の場合だけ） 

1ステップ積分した． 
続けて呼び出すこと
ができる． 

10 XEND における解を求めた． XEND を変えて続け
て呼び出すことがで
きる． 

100 1ステップ積分した．しかし
XEND に到達するのに 500 回
を超えるステップが必要とな
ることが判明した． 

続けて呼び出せば，
ステップ回数のカウ
ウンタを0にして，
新たに回数を数えな
がら処理を進める． 

200 1ステップ積分した．しかし
解いている方程式が強いス
ティフ性を持つことが判明し
た． 

続けて呼び出すこと
もできるが，効率の
点を考えると，ス
ティフな方程式を解
くサブルーチンを利
用した方がよい．  

10000 EPSR 及び EPSA が演算精度
に比べ小さすぎた．  

EPSR 及び EPSA を
適当に大きくした．
続けて呼び出すこと
ができる． 
（大きくされた 
EPSR 及び EPSA は
確認しておくのがよ
い．） 

30000 次のいずれかであった．  
① N≤ 0 
② X = XEND 
③ ISW の指定に誤りがあ

る． 
④ EPSA < 0 又は EPSR < 0 
⑤ IVW の内容が変えられ

ている（ただし，2回目
以降の呼び出し時） 

処理を打ち切る． 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL, UDE, USTE1, 

UNIT1 
② FORTRAN 基本関数... MOD, AMIX1, AMIN1, 

ABS, SQRT, SIGN 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，ルンゲ・クッタ法のサブ

ルーチン ODRK1 と並んで非スティフ又は弱ス
ティフな微分方程式を解くための標準的なプロ
グラムである．特に，以下に示すいずれかの状
況にある場合は，ODRK1よりも効果的に解を
計算する． 
• 関数系 Nfff ,...,, 21  の計算に非常な時間がか

かる． 
• 高精度の解が要求される． 
• 解の数表を作るときなどのように，独立変

数の多くの値に対して解を求める． 
• 解の微係数，すなわち Nfff ,...,, 21  が不連続

点を持つ． 
方程式が強いスティフであることがあかじめ
分っているならば，サブルーチン ODGE を利
用したほうがよい． 

② パラメタ FUN に対応する副プログラムの名前
は本サブルーチンを呼び出す側のプログラム
で，EXTERNAL 文で宣言しなければならな
い． 

③ ICON の判定 
利用者が ISW の10の位を 0 とすることにより
最終値出力を指定した場合は，ICON が 10 と出
力されたときに限り xe における解を受け取るこ
とができる．しかし，それ以前に ICON が 100, 
200 あるいは 10000 として利用者プログラムに
戻ることもあるので注意すること． 
一方，ISW の10の位を1とすることにより，ス
テップ出力を指定した場合は，ICON が0と出力
されたときは勿論のこと，100あるいは200と出
力されたときでもステップごとの解を受け取る
ことができる．そのあといずれ ICON = 10 と出
力されるが，このときは，xe における解が求
まったことを意味する． 

④ EPSA と EPSR 
微分方程式の解の成分を Y(L)，誤差（正確には
局所誤差）を le(L) とすると，本サブルーチン
は，L = 1, 2, ...., N に対して， 

( ) ( )le L EPSR Y L EPSA≤ ∗ +  (3.1) 

を満たすように，誤差を制御する．この式にお
いて，EPSA = 0.0 と指定すると，相対誤差判定
となり，EPSR = 0.0 と指定すると，絶対誤差判
定となる． 
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利用者は，これらの判定値を指定するに当た
り，以下のことに注意する必要がある． 
a. 解の大きさが非常に変化する問題では相対

誤差判定が望ましい． 
b. 解の大きさがさほど変化しないか，あるい

は，小さな解に対しては関心が無い場合に
は，絶対誤差判定としてもよい． 

c. しかし，安全で無駄の無い判定は，EPSA≠0 
かつ EPSR≠0 として指定する混合判定であ
る．この場合，大きい解に対しては実質的
に相対判定となり，小さい解に対しては実
質的に絶対判定となる． 

また，本サブルーチンで達成できる最大の精度
を望むときは，EPSA, EPSR を必要以上に小さ
く指定すればよい．このとき，サブルーチン内
部で，それらの値は適当に大きくされ，利用者
はこのことを，ICON = 10000 の出力で知らさ
れる．そのあと，続けてサブルーチンを呼び出
せばよい．なお，EPSA = EPSR = 0.0 と入力さ
れたときは，EPSR = 16u と変更する．ただし u 
は丸め誤差の単位である． 

⑤ パラメタ XEND 
独立変数の連続したいくつかの値に対して解を
求めたい場合は，順番に XEND を変えながら
本サブルーチンを呼び出せばよい．サブルーチ
ンは，このように繰り返し呼ばれることを想定
して，利用者プログラムに戻るときはすべての
パラメタを次の呼出し時に必要な値に設定して
いる．したがって，利用者は，単に XEND を
変えて呼び出すだけでよい．あるいは必要なら
ば，EPSA, EPSR を変えてもよい．それ以外は
変えてはならない． 

⑥ 微係数の不連続点及び非定義域の処置 
解及び微係数が不連続点を持つ場合には，その
点を検出し，それに適応した計算をしない限
り，満足のゆく精度の解は得られない． 
例．方程式， 

( ) 10,
21  ,
10     ,

=




≤<−
≤≤

=′ y
xy
xy

y  

は，0 ≤ x ≤ 1で y = ex ，1 ≤ x ≤ 2で y = e2-x と
いう解を持つが，x = 1 で1階微係数は不連続
跳躍を持つ． 

 
本サブルーチンは不連続点を自動的に検出し，
それに適応した計算を行う能力を持っている．
したがって，利用者は不連続点の存在を意識す
る必要はない．しかし，もし利用者が不連続点
の位置を以下に示す要領で指定するならば，検
出に要する手間を省くことができ，しかもより
正確に計算することができる． 

a. XEND を不連続点の位置に置き，同時に
ISW の100 の位を1と設定してサブルーチン
を呼び出す．ISW の下位2桁を変えないで，
100の位を1にするには， 

ISW = MOD (ISW, 100) + 100 

により行える． 
b. 不連続点における解が求まると，サブルー

チンは ISW の100の位を0と設定して利用者
プログラムに戻る．XENDを適当に前進させ
て，続けてサブルーチンを呼び出すとき
は，ISW の1の位を0に設定しておく．これ
は例えば， 

ISW = (ISW / 10)*10 

により行える．この ISW の設定は，不連続
点における解を新たな初期値として，あた
かも別の微分方程式を解き始めることをサ
ブルーチンに指示する意味を持つ． 
 

c. 使用例 
連立2階常微分方程式， 

( ) ( )

( ) ( )

′′= − = ′ =

′′= − = ′ =
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を解く．ここで， ( )r y y= +1
2

2
2 1 2/

である．こ

の2階の方程式は，y3 = y′1, y4 = y′2 と置くこ
とにより，次のように1階の方程式に書き直
すことができる， 

( )
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 (3.2) 

以下の例は，(3.2) を，EPSA =10-8 , EPSR = 
10-5 として区間 [0,2π] 上で解くものである．
解は 

64,...,2,1,
64
2

=⋅= jjx j
π  

の各点で出力するものとする．このため，
パラメタ XEND を 2π/64 ずつ増やしなが
ら，本サブルーチンを繰り返し呼び出して
いる． 



ODAM 

492 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Y(4),VW(200),IVW(11) 
      EXTERNAL FUN 
      X=0.0 
      Y(1)=1.0 
      Y(2)=0.0 
      Y(3)=0.0 
      Y(4)=1.0 
      N=4 
      EPSA=1.0E-8 
      EPSR=1.0E-5 
      ISW=0 
      PAI=4.0*ATAN(1.0) 
      DX=PAI/32.0 
C 
      WRITE(6,600) 
C 
      DO 30 I=1,64 
      XEND=DX*FLOAT(I) 
   10 CALL ODAM(X,Y,FUN,N,XEND,ISW,EPSA, 
     *          EPSR,VW,IVW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.10) GO TO 20 
      IF(ICON.EQ.100) WRITE(6,620) 
      IF(ICON.EQ.200) WRITE(6,630) 
      IF(ICON.EQ.10000) WRITE(6,640) 
     *                  EPSA,EPSR 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      GO TO 10 
   20 WRITE(6,610) X,(Y(L),L=1,4) 
   30 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1',12X,'X',22X,'Y(1)', 
     * 16X,'Y(2)',16X,'Y(3)',16X,'Y(4)'/) 
  610 FORMAT(6X,E15.8,10X,4(E15.8,5X)) 
  620 FORMAT(10X,'TOO MANY STEPS') 
  630 FORMAT(10X,'THE EQUATIONS', 
     * 1X,'APPEAR TO BE STIFF') 
  640 FORMAT(10X,'TOLERANCE RESET', 
     * 5X,'EPSA=',E12.5,5X,'EPSR=',E12.5) 
  650 FORMAT(10X,'INVALID INPUT') 
      END 
 
      SUBROUTINE FUN(X,Y,YP) 
      DIMENSION Y(4),YP(4) 
      R3=(Y(1)*Y(1)+Y(2)*Y(2))**1.5 
      YP(1)=Y(3) 
      YP(2)=Y(4) 
      YP(3)=-Y(1)/R3 
      YP(4)=-Y(2)/R3 
      RETURN 
      END 
 

(4) 手法概要 
本サブルーチンは，キザミ幅制御及び次数制御付

きのアダムス法を適用しており，非スティフ又は弱
スティフな初期値問題を解くための標準的なサブ
ルーチンと考えてよい．特に高精度の解を必要とす
る場合や，(1.1) の微係数 Nfff ,...,, 21  が複雑で，そ

の評価に多くの時間を費やす場合は，他の手法に比
べ最も高率が良い． 

以下，説明を簡単にするため，暫くの間，単一の
方程式を考えることにし，それを 

( ) ( )′ = =y f x y y x y, , 0 0  (4.1) 

と書く．点 xm における計算解（以後，単に解とい

う）を ym，真の解を y(xm) で表す．また ( )f x ym m,  の

値を fm で表し， ( ))( , mm xyxf  とは区別する． 
 
① アダムス法の原理 

解 y0, y1, ..., ym が既知で， 

xm+1 = xm+hm+1 

における解 ym+1 を求めることを考える．まず 
(4.1) より， 

( ) ( ) ( )∫
+

+ +=
1

1 ,
m

m
mm

x
x dxyxfxyxy  (4.2) 

と書ける．この式の右辺の被積分関数  f(x,y) 
を，既に計算されているいくつかの微係数の値
を使った補間多項式で近似すれば，一つの公式
が得られる．今，k個の微係数を使った補間多
項式 Pk,m (x) を考え，これは，(4.3) を満たすも
のとする． 

( ) kjfxP jmjmmk ,...,2,1,11, == −+−+
 (4.3) 

この Pk,m(x) を (4.2) における f(x,y) の近似とし
て使い，更に y(xm) を，ym で代用すると，次の
ような一つの解 pm+1 が得られる． 

( )∫
+

+ +=
1

,1  
m

m
mkmm

x
x dxxPyp  (4.4) 

この式は k 次の Adams-Bashforth の公式と呼ば
れる．Pk,m(x) の表現法は，いろいろ考えられる
が，ここでは差分を使ったニュートンの形式を
採用する．補間点 xm+1–j ,  j = 1,2, ..., k は，キザ
ミ幅制御の結果として不等間隔に分布するのが
一般であるが，ここではまず，幅 h で等間隔に
分布している場合を考える． 
ニュートンの後退差分補間式による Pk,m(x) は, 

( ) ( ) ( )
( ) m

k
k

kmm
m

m
mmk f

kh
xxxxf

h
xxfxP 1

1
2

, 1
...... −
−

−+ ∇
′−

−−
++∇

−
+=  

である．これを (4.4) に代入して， 

( ) ( )

( ) ( ) 
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=∇

∇+=

∫

∫

≥−++

−−+
−

−+

−
−−

=

−
−+ ∑
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1
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0

1
11

0
1

1
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idsisss

x
x dx
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xxxx

i
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ifff
ff

fhyp

m
m i

imm
i

m
i

m
i

m
i

mm

k

i
m

i
imm

γ

γ

γ

ここで，

 (4.5) 
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を得る．特に k = 1 の場合は， ( )P x fm m1, =  とな

るから 

mmm hfyp +=+1  

となり，これはオイラー法(Euler’s method) であ
る． 
さて(4.4) の pm+1 を使って， ( )11 , ++ mm pxf  を計算

すれば，xm+1 における微係数の近似値を得たこ
とになるが，それを使って (4.4) の Pk,m(x) を修
正し，再度積分すれば，より良い精度の解が得
られることが予想できる．このような考えに基
づき，(4.4) の pm+1 を予測子 (predictor) と呼び，
修正された解を修正子 (corrector) と呼ぶ．修正

子は cm+1 と書くことにする. *
,mkP (x) を 

( )

( ) ( )111
*
,

11
*
,

,

1,...,2,1,

+++

−+−+

=

−==

mmmmk

jmjmmk

PxfxP

kjfxP
 

を満たす k-1 次の補間多項式とする．この多項
式は，(4.3) で使った k 個の微係数のうち，最も

旧い  fm k+ −1  を捨て，その代り ( )11 , ++ mm pxf  を
使っている． 
このとき，修正子 cm+1 は 

( )∫
+

+=+

1 *
,1

m

m

x

xmm dxxPyc mk  (4.6) 

より計算する．この式は k 次の Adams-Moulton 
の公式と呼ばれる． *

,mkP (x) をニュートンの後退

差分補間式の形で表せば，(4.6)は，前と同様に
して 

( )

( )( ) ( )
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1,
!

1             

1             

1,             

,  ,

1
0 2...1

*

*
0

1
1

1
1

1111
0

1
1

1*
11

i
i

ifff
pxfff

fhyc

dsisssi

m
ip

m
ip

m
i

mm
p

m
p

m

k

i

p
m

i
imm

γ

γ

γ

ここで
 (4.7) 

と書ける．特に k = 1 の場合は， ( ) p
mm fxP 1

*
,1 += で

あるから 

c y hfm m m
p

+ += +1 1  (4.8) 

となり，これは，後退オイラー法 (backward 
Euler’s method) である． 
以上がアダムス法の原理である． 

 実際の計算では，点列 {xm+1-j} はキザミ幅制
御のため不等間隔に分布しているため (4.5) , 
(4.7) は使わず，その代り Pk,m(x) , *

,mkP (x) を，変

形差分商に基づく形で表し，それを積分した公
式を 用いる（後述）．ところで，修正子 cm+1 
の誤差推定は次のような考えに基づいてなされ
る． 

*
,mkP (x) を形成するとき，fm+1-k を使わなかった

が，もしこれを使って，次数が1次だけ高い補

間多項式 *
,1 mkP + (x) を用いて積分すれば，cm+1 よ

りも1次高い次数の修正子（仮に cm+1(k+1) で表
す）が得られる．誤差解析によれば， 

( )E c k cm m m+ + +≡ + −1 1 11  (4.9) 

は，cm+1 の局所誤差の推定値として使えること
が証明される．したがって，本サブルーチンで
は，もし Em+1 が，許容誤差以内であれば，cm+1 

は，要求精度を満たしていると見なし，更に，
xm+1 における最終的な解 ym+1 としては，cm+1 よ
りも1次高い cm+1(k+1) を採用する． 
これ以降，cm+1 をym+1(k)で，cm+1(k+1) を ym+1で
表すことにする． 
xm+1における解を求める手順をまとめると次の
ようになる． 
I. 予測 (Prediction) ... pm+1 
II. 評価 (Evaluation) ... f(xm+1,pm+1) 
III. 修正 (Correction) ... ym+1 
IV. 評価 (Evaluation)... f(xm+1,ym+1) 
この手順を称して，PECE 法と呼ぶこともあ
る． 

② 変形差分商に基づくアダムス法 
点列  {xm+1-j} は一般に不等間隔に分布するの
で，このようなときの予測子 (4.4)，修正子(4.6)
の計算の具体化について述べる．Pk,m(x) は差分
商を使って 

( ) [ ] ( ) [ ]
( )( )
( ) [ ]kmmmkm

mm

mmmmmk

xxxfxx
xxxx

xxfxxxfxP

−+−−+

−

−

−
−−+

+−+=

112

1

1,

,...,,              
...             

...,
 (4.10) 

と表せる．ただし， 

[ ]
[ ]

[ ] [ ]

1,...,2,1,                                  

,...,,...,
 

,...,,

11

1

−=

−

−
=

=

−

−+−−

−−

kj
xx

xxfxxf
xxxf

fxf

jmm

jmmjmm

jmmm

mm

 

である．(4.10)の表現に基づく積分公式では，
点列 {xm+1-j} と差分商をプログラムの中で使う
ことになるが，本サブルーチンでは， 
{xm+1-j} の代りに，キザミ幅の列 {hm+1-j} を，ま
た差分商の代りに以下に示す変形差分商を使う
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公式を用いる．その公式は，キザミ幅が一定の
とき，先に示した (4.5) に帰着されるものであ
る．準備としていくつかの記号を導入する． 

( )
( )
( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

,...3,2                                                               
,...,,...

,...3,2,
...

1...111

11
,2,1,1/1

,...2,1,...1
/

11121

1

121

121

1

1

21

1

1

=
=

==

=
+++

=+

=+
=+=+

=+++=+
−=
−=

−+−−

−

−

+

−++

+

−

i
xxxfmmmm

fxfm

i
mmm

mmmm

m
imhm

ihhhm
hxxs

xxh

immmii

mm

i

i
i

imi

immmi

mm

iii

ΨΨΨΦ
Φ

ΨΨΨ
ΨΨΨβ

β
Ψα

Ψ
 

 (4.11) 

ここでは，Φi(m)を変形差分商と呼ぶ．もしキザ

ミ幅が一定のとき ( ) ( ) imihm ii /11,1 =+=+ αΨ  , 

( )βi m + =1 1  であるから ( ) m
i

i fm 1−=∇Φ  となる． 

このとき (4.10) の一般項は 

( )( ) ( ) [ ]

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )mm
m
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m
msh

m
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xxxfxxxxxx
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mm

immmimm
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Ψ
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1
1

     

11
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1

21

2

11

1

1

1121
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+
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−+

++

−+−−+−

 (4.12) 

と表せる．更に，この式の右辺を簡略化するた
め，  

( ) ( ) ( )mmm iii ΦβΦ 1* +=  
及び 

( ) ( )

( )
( )

( )






















+

+
⋅







+

==
+

=

=

++

+

...
11

2,                               
1

1,                                                  1

2

11

1

1

1

1
,

m
msh

m
sh

is
m

sh

i

sc

mm

m
mi

Ψ
Ψ

Ψ

Ψ
 

( )
( ) ,...4,3 , 

11

21 =







+

+

−

−+ i
m

msh

i

im

Ψ
Ψ  

を導入すれば，(4.12) は ( ) ( )msc imi
*

, Φ  と表せ，

ゆえに， 

( ) ( ) ( )∑
=

=
k

i
imimk mscxP

1

*
,, Φ  (4.13) 

を得る．ここで，ci,m(s) は s についての i –1 次
の多項式であり，点列 {xm+1-i} の分布だけに依
存して決まる．(4.13) を (4.4) に代入し，積分変
数 x を s に変換すれば， 

( )( ) ( )∑
=

++ ∫+=
k

i
mmm mdssc imihyp

1
11

*1

0 , Φ  (4.14) 

を得る．この式は，キザミ幅が一定の場合の 
(4.5) に対応する．ci,m(s) の積分は部分積分を繰
り返し適用して求められ，その結果は次のよう
になる．i ≥ 1 , q ≥ 1として数列 {gi,q} を (4.15) 
より作る． 

( )( )
( )

g q g q q
g g m g i

q q

i q i q i i q

1 2

1 1 1 1

1 1 1
1 3

, ,

, , ,

/ , /
,

= = +
= − + ≥− − − +α

 (4.15) 

このとき， 

( )∫=
1

0 ,1, dsscg mii  

が成り立つ．(4.15) は gi,q の三角テーブルを形
成するが，その一例として，キザミ幅一定の場
合を下に示す． 
 

 
 1 2 3 4 ... 
1 1 1/2 5/12 3/8  
2 1/2 1/6 1/8   
3 1/3 1/12    
4 1/4     
...      

 

q 

i 

 
この表の第1行に並ぶ数値が {gi,1} である． 
したがって (4.14) は 

( )∑
=

++ +=
k

i
iimmm mghyp

1

*
1,11 Φ  (4.16) 

となる． 
次に修正子の計算について述べる．修正子は，
前にも述べたとおり予測子よりも1次高い  
k + 1次の公式を用いる．すなわち，修正子ym+1

は 

( )∫
+

++ +=
1

,11
*m

m
mkmm

x
x dxxPyy  (4.17) 

に基づく．ここで *
,1 mkp + (x) は，Pk,m(x) が満たす

補間条件に，もう一つの条件 

( ) ( )P x f f x pk m m m
p

m m+ + + + += =1 1 1 1 1,
* ,  

を加えてできる補間多項式であり，差分商を用
いれば  
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( ) ( ) ( )( ) ( )kmmmmkmk xxxxxxxPxP −+−+ −−−+= 11,
*

,1 ...  

[ ]kmm
p xxf −++⋅ 11,...,  (4.18) 

と書ける．添字のpは，差分商を表す式中で，

( )f f x ym m m+ + +=1 1 1,  の代りに fm
p
+1  を使うことを

意味する．(4.18) を (4.17) へ代入すれば， 

( )111,1111 ++= +++++ mghpy p
kkmmm Φ  (4.19) 

というように，予測子 pm+1 に補正項を加えると
いう形で表せる．ここでも添字 p は  
Φk+1(m+1) 中の差分商の部分で

( )f f x ym m m+ + +=1 1 1,  の代りに p
mf 1+  を使うことを

意味する．k 次の修正子 ym+1(k) も同様にして，  

( ) ( )111,111 ++= ++++ mghpky p
kkmmm Φ  (4.20) 

と計算できる． 
③ 独立変数の任意の点における解 

キザミ幅は，誤差の許す限り大きくとられるの
で，一般に，解を求めたい点 xe が 

xm < xe ≤ xm+1 (4.21) 

となる状況が起こる．xe における解を求める一
つの方法として，キザミ幅を xe に命中するよう
に決めることもできるが，本サブルーチンで
は，特別の事情（例えば，xe を超えた領域でf 
(x,y) が定義されない）がない限り，最適なキザ
ミ幅で xe を通過し，xm+1 における解が求まった
あと，xe における解を以下に示すように計算す
る． 
Pk+1,m+1(x) を 

( ) 1,...,2,1,221,1 +== −+−+++ kjfxP jmjmmk を満たす

k 次の補間多項式として，点 xe における解 ye 
を，  

( )∫ +
+++ +=

e

m
mkme

x
x dxxPyy

1
1,11  (4.22) 

より計算する．xm+1 における解が要求精度を満
たしているならば，ye も同様に要求精度を満た
すことが証明されている． 
(4.22) を具体的に計算するには，Pk+1,m+1(x) を変
形差分商を使った形で表現する．まず， 

( )h x x s x x hI e m m I= − = −+ +1 1, /  

とする．Pk+1,m+1(x) は， 
( ) [ ] ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]kmmkmm

mmmmmk

xxfxxxx
xxfxxxfxP

−++−++

+++++

−−+

+−+=

1121

1111,1

,...,...                 
...,

 
と書けるが，その一般項は，  
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1

1
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⋅
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−−−

−
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m
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m
msh

m
sh

xxxfxxxxxx

i
i

iI

II

immmimmm

Φ
Ψ
Ψ

Ψ
Ψ

Ψ
 

となる．Pk+1,m+1(x) をこのように変形差分商を
使って表し，それを (4.22) へ代入すれば， 

( )∑
+

=
+ ++=

1

1
1,1 1

k

i
i

I
iIme mghyy Φ  (4.23) 

を得る．ここで， gi
I
,1  は，次の漸化式より作り出さ

れる． 

2,

/1

1,11,11,

,1

≥−=

=

+−−−− iggg

qg
I

qii
I

qii
I

qi

I
q

ηξ
 (4.24) 

ただし， 
( )
( )

( )







≥
+

++
=+

= − 2,
1

1
1,1/

1

1

i
m

mh
imh

i

iI

I

i

Ψ
Ψ
Ψ

ξ  

( ) 1,1/ ≥+= imh iIi Ψη  
④ 解の受入れ 

k 次の修正子 ym+1(k) の局所誤差を lem+1(k) とす
ると，それは，k + 1 次の修正子 ym+1 とym+1(k) 
との差で見積ることができる．すなわち (4.19) 
と (4.20) より， 

( ) ( ) ( )111,1,111 +−≈ ++++ mgghkle p
kkkmm Φ  (4.25) 

である．この右辺を ERR と 定義すると，許容
誤差 ε  に対して， 

ERR ≤ ε  (4.26) 

が成り立てば，xm+1 における解として ym+1 を採
用し，f(xm+1,ym+1) を評価して，そのステップは
終了する． 

⑤ 次数の制御 
次数の制御とは，各ステップでアダムス法の公
式次数を選ぶことであり，このことは f(x,y) を
近似する補間多項式の次数を選ぶことにほかな
らない．この選択はキザミ幅の選択に先立って
行われる． 
本サブルーチンでは，解の挙動に応じて1次か
ら12次までの公式を使い分けるが，各ステップ
における次数は，前のステップの次数を k とす
ると，k –1, k, k + 1 のいずれかより選ばれる． 
今，k 次のアダムス法により xm+1 における解
ym+1 が受け入れられ，次のステップのための次
数を選ぶ場面を考える．xm+2 における局所誤差
は，あとで選ばれるキザミ幅 hm+2 と，xm+2 にお
ける微係数に依存して決まるものであり，次数
選択の段階ではそのどちらも未知であるから誤
差を正確に知ることはできない．そこで，それ
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までに利用できる数値だけを使って，k –1, k, 及
び k + 1 の各次数の，xm+2 における局所誤差を
それぞれ以下のERKM1, ERK, , ERKP1 により
予測する． 

( ) ( )
( ) ( )

( ) 








+=

++=

++=

++

++

−

11ERKP

11ERK

111ERKM

2
*

1

11
*

*
1

mh

mmh

mmh

kk

p
kkk

p
kkk

Φγ

Φσγ

Φσγ

 (4.27) 

ただし， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )








+++
−⋅

=
=+

− 1...11
1...2

1,1
1

121 mmm
hihh

i
m

i

i

ΨΨΨ
σ  

,...4,3,2, =i  
h h x xm m m= = −+ +1 1  
γ i

*  は (4.7) で定義された係数である． 

ERKP1 は，過去の k + 1 回のステップがすべて
一定キザミ幅 h で進められた場合だけ見積るも
のとする．その理由は，もしキザミ幅が一定で
ないと，ERKP1 の信頼性が悪くなるからであ
る． 
(4.27) のほかに，k -2 次の局所誤差も考慮さ
れ，以下の ERKM2 のように見積る． 

( ) ( )112ERKM 11
*

2 ++= −−− mmh p
kkk Φσγ  

さて，以上のように導入した諸量を使って次数
は次のルールに従って制御する． 
a. 以下のいずれかが満たされたとき次数を k-

1 次に下げる． 
• k > 2 かつ max (ERKM1, ERKM2) ≤ ERK 
• k = 2 かつ ERKM1 ≤ 0.5ERK 
• 過去の k + 1 回のステップが一定キザミ

幅で進められ，かつ 
ERKM1 ≤ min (ERK, ERKP1) 

b. 過去のk + 1 回のステップが一定キザミ幅で
進められ，以下のいずれかが満たされたと
き次数を k + 1 次に上げる． 
• 1 < k < 12 かつ 

ERKP1 < ERK< max (ERKM1, ERKM2) 
• k = 1 かつ ERKP1 < 0.5ERK 

c. 上記の a. , b. のいずれも満たされなかったと
きは，次数は変えない．  

各ステップにおいて，上記のa., b., c. の順に検
査される． 

⑥ キザミ幅の制御 
キザミ幅の制御は，各ステップで次数の選択が
なされたあと行う．今，次のステップへ進むと
きの次数 k が決定されたとする．また，最後に
使ったキザミ幅を h とする．このとき，次のス
テップをキザミ幅 r･h で進めたとすると，局所
誤差の程度は 

rk+1 ERK (4.28) 

と予測することができる．したがって，倍率 r 
は，理論的には (4.28) が誤差許容値 ε  を超え

ない範囲で，できる限り大きくとれるが，安全
性を考え， ε  の代りに 0.5 ε  を採用し， 

rk+1 ERK≤0.5 ε  (4.29) 

を満たす範囲で r を決定する． 
ところで，キザミ幅の変化は予測子及び修正子
の公式の係数に影響を及ぼし，キザミ幅の大き
な変動は，公式の誤差伝播特性を悪くする可能
性がある．本サブルーチンでは，このことを考
慮に入れ，キザミ幅を大きくする場合は，せい
ぜい 2倍に，小さくする場合はせいぜい 1/2 倍
に止めるようにしている．キザミ幅の制御は，
具体的に次のように行う． 
a. キザミ幅を大きくする場合． 

2k+1 ERK≤0.5 ε  

ならば，キザミ幅を2倍にする． 
b. キザミ幅を小さくする場合． 

ERK>0.5 ε  

ならば，r = (0.5 ε / ERK)1/(k+1) として，実際

の倍率を以下の r’ とする． 

r′ = min (0.9, max(1/2, r)) 

c. 上記 a. , b. が共に満たされなかった場合
は，キザミ幅は変えない．  

⑦ 解が受け入れられなかった場合 
解の受入れの判定 (4.26) が満たされなかったと
き，そのステップはやり直される．この場合，
次数は，⑤のa. の検査を行うことにより選ぶ．
すなわち，次数は，変えないか下げるかのどち
らかである．一方，キザミ幅については無条件
に1/2倍する． 
もし，連続して3回やり直し，なおも (4.26) が
満たされなかった場合は，1次のアダムス法，
すなわちオイラー法に切り換え，(4.26) が満た
されるまでキザミ幅を半減させる． 
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⑧ 初期手続き 
与えられた初期値問題を解く最初の段階では，
1次のアダムス法が適用されるが，ここでは，
初期キザミ幅の決め方，及び，次数とキザミ幅
の特別な増し型について述べる． 
初期キザミ幅を h1 としたとき，オイラー法に
よる点 x1 ( = x0 + h1) における局所誤差を 

( )h f x y1
2

0 0,  

で予測し，これが，0.5 ε を超えないように h1 
を選べるが，f(x0,y0) が 0 の場合，及び，その他
の安全性を考え， 

( ) 












= H

yxf
h ,

,
5.025.0min

2
1

00
1

ε
 (4.30) 

ただし， 
( )00 ,4max xxxuH e −=  

u: 丸め誤差の単位 

としている． 
初期段階においては，次数とキザミ幅の制御
は，特別に次のように行う．すなわち，ステッ
プが進むにつれ，次数を常に1次ずつ上げ，キ
ザミ幅を常に2倍してゆく．このように次数と
キザミ幅を常に増やす理由は，次数を早めに上
げた方が効果的であり，また， ε が小さいとき 
(4.30) の h1 は保守的になりやすいからである．
この特別の制御が終了するのは，あるステップ
で，解の受入れ判定が不合格となるか，次数が
12次となるか，あるいは先に述べた⑤の条件 a. 
が満たされるかのいづれかが起きたときであ
る．そのあとの次数とキザミ幅は，前述の一般
的なルールに従って制御する． 

⑨ 連立微分方程式への拡張 
連立微分方程式の場合は，解の各成分に今まで
の議論を適用すればよい． 
ただし，ERR をはじめ ERK, ERKM1, ERKM2 
及び ERKP1 の各種誤差推定量は各成分に対し
て定義する代りに，いわばベクトルのノルムと
して以下のように定義する．すなわち，利用者
の指定した EPSA, EPSR, より， 

( )
( ) ( )( ) 





+=

=

/EPSEPSAEPSRYW

EPSREPSA,maxEPS

II
 (4.31) 

を導入し，ERRを 

( )
( )ERR =









∑











=

le I
W II

N
2

1

1
2

 (4.32) 

と定義する．ここで，Y(I), le(I) は第 I 成分の解
と，その局所誤差である．ERK , ERKM1 など
も同様なノルムで定義する． 
解の受入れのための判定は， 

ERR ≤ EPS 

で行う．これが満たされると，(4.31), (4.32) よ
り， 

( ) ( )
N,...,2,1,                      

EPSAEPSR
=

+≤

I
IYIle  

が成り立つことが分かる． 
 
なお，本サブルーチンは，L.F. Shampine と 
M.K. Gordon のよるプログラム（文献 [71]）に
基づいている． 
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H11-20-0151  ODGE, DODGE 

スティフ連立1階常微分方程式（ギア法） 
CALL ODGE (X, Y, FUN, N, XEND, ISW, 
EPSV, EPSR, MF, H, JAC, VW, IVW, ICON) 

 
(1) 機能 

連立1階常微分方程式の初期値問題 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 
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...                         ...                    
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 (1.1) 

における関数系 Nfff ,...,, 21  と，初期値 x0, y10, 
y20, ..., yN0, 及び x の最終値 xe が与えられたとき，ギ
ア法又はアダムス法により，

emhxx
m

j
jm ,...,2,1;

1
0 =+= ∑

=

における解 (y1m, y2m, ..., 

yNm) を求める （図 ODGE-1 参照）．ただし，キザミ 
hj は，求めるべき解が要求精度を満たすように制御
される． 

ギア (Gear) 法はスティフな方程式に適し，アダム
ス法は非スティフな方程式に適している．利用者
は，スティフ性の有無に応じて二つの手法を使い分
けることができる． 

本サブルーチンは解の出力方法，すなわち利用者
プログラムに戻るタイミングとして以下の2通りを
用意しており，利用者は目的に応じて選ぶことがで
きる． 
a. 最終値出力 ...  最終値 xe における解が求まった

ときはじめて戻る． 
b. ステップ出力 ... 途中の解，すなわち， x1, 

x2, ... における解が求まるたびに
戻る． 

 
図 ODGE-1  解を求める点 xm (x0 < xe の場合) 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．初期値 x0． 

出力．最終値 xe．ただし，ステップ出力が
指定されている場合は，1ステップ前進し
たときの独立変数の値 xm . 

Y ············· 入力．初期値 y10,y20, ..., yN0 を Y(1) = y10, 
Y(2) = y20, ..., Y(N) = yN0 の順に与える． 
大きさ N の1次元配列． 
出力．最終値 xe における解ベクトル． 
ただし，ステップ出力が指定されている場
合は，1ステップ前進したときの x = xm  に
おける解ベクトル． 

FUN ········ 入力．(1.1) における N,...,2,1, =ifi  を計算

するサブルーチン副プログラム名． 
［副プログラムの用意のし方］ 
SUBROUTINE FUN (X, Y,YP) 
ここで 
X ······· 入力．独立変数 x. 
Y ······· 入力．Y(1) = y1, Y(2) = y2, ..., Y(N) = 

yN  なる対応を持つ大きさNの1次元
配列． 

YP ····· 出力． 
( ) ( ),,...,,,1YP 211 Nyyyxf=  
( ) ( ),...,,...,,,2YP 212 Nyyyxf=  
( ) ( )NN yyyxf ,...,,,NYP 21=  なる対応

を持つ大きさ N の1次元配列． 
N ············· 入力．連立1階常微分方程式の元数． 
XEND ····· 入力．独立変数の最終値 xe. 
ISW ········ 入力．積分する際の条件を指定する． 

ISW は10進4桁の非負の整数であり， 
いま，それを 
ISW= 1000d4 + 100d3 + 10d2 + d1 
と表すと，各 di は次のように指定する．  
d1 ： 初回呼出しであるか否かを指定す

る． 
0 ..... 初回呼出しである． 
1 ..... 継続呼出しである． 
初回呼出しとは，与えられた微分方
程式に対して初めて本サブルーチン
を呼び出すときを言う． 

d2 ： 解の出力方法を指定する． 
0 ..... 最終値出力． 
1 ..... ステップ出力． 

d3 ： 最終値 xe を超えた点で，関数系

Nfff ,...,, 21
 が計算できるか否かを指定

する． 
0 ..... 計算できる． 
1 ..... 計算できない． 
d3 = 1 と指定する状況は，微係数が
xe を超えた点では定義されないか，
あるいは，xe を超えた近くに不連続
点を持つ場合である．このような状
況でないとき，むやみに d3 = 1 と指
定すると計算効率を著しく低下させ
るので注意すること． 

d4 ： 解法の途中で，手法を切り換えたり
（パラメタ MF），要求精度（パラ
メタ EPSV, EPSR），若しくは N を
変えたりするとき意味を持つ． 
0 .... 変えなかった． 
1 ..... 変えた． 
d4 = 1と指定する状況とタイミング
については，使用上の注意⑥，⑦参
照． 
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出力．xe における解，若しくはステップご
との解を求めて利用者プログラムに戻ると
き，d1, d3, d4 は次のように変更される． 
d1 ： d1 = 1 とする．本サブルーチンを繰

り返し呼び出すときは d1  を1のまま
にしておくこと． 
利用者が再び d1 = 0 と設定し直すと
きは，別の方程式を解き始めるとき
である．  

d3 ： 入力時に d3 = 1 であった場合は，xe 
における解が求まった時点で d3 = 0 
とする． 

d4 ： 入力時に d4 = 1 であった場合は， 
d4 = 0 とする． 

EPSV  ····· 入力．絶対誤差の上限．解の成分ごとに与
える．大きさ N の1次元配列． 
EPSV(L) ≥ 0.0, L = 1,2, ..., Nであること． 
出力．入力時に EPSV が小さすぎた場合は
適当な大きさに変更された値． 
（使用上の注意④参照）． 

EPSR  ····· 入力．相対誤差の上限 (≥ 0.0)  
出力．入力時に EPSR が小さすぎた場合は
適当な大きさに変更された値． 
（使用上の注意④参照）．  

MF  ········· 入力．ギア法とアダムス法のいずれを使う
か，及び，修正子の反復法をいずれにする
かを指定する．MF は10進2桁の非負の整
数であり，いま，それを， 
MF = 10*METH + ITER 
と表すと，METH , ITER は次のように指
定する． 
METH... 手法を使用する． 

1...ギア法を使用する．方程式がスティ
フな場合に適している．  

2...アダムス法を使用する．方程式が非
スティフな場合に適している． 

ITER ... 修正子の反復法を指定する． 
0...解析的ヤコビアン行列 ( )J /= ∂ ∂f yi j  

を使ったニュートン法．このとき利
用者は，ヤコビアン行列を計算する
ためのサブルーチンを用意する必要
がある． 
（パラメタ JAC 参照） 

1...差分法により内部的に近似したヤコ
ビアン行列を使ったニュートン法． 

2...上記1と同じであるが，この場合，
ヤコビアン行列を対角行列で近似す
る． 

3...ヤコビアン行列を使わない反復法
（関数反復）． 

方程式がスティフなら ITER = 0, 1 又は 2 
とする．このうち ITER = 0 が最も望まし
いが，解析的ヤコビアン行列が用意できな
いなら，ITER = 1 とすればよい．ITER = 2 

は，ヤコビアン行列が優対角であることが
分っている場合に有用である． 
方程式が非スティフなら ITER = 3 とす
る．  

H ············· 入力．初回呼出しのとき，試行すべき初期
キザミ幅を指定する (H≠0) ．符号は xe – x0  
と同じであること．|H| の標準的な値は 

( )( )H = −− −min , max ,10 105 4
0 0x x xe  

である．H は要求精度を満たすべく制御さ
れる． 
出力．最後に使われたキザミ幅． 

JAC ········· 入力．ヤコビアン行列 
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を計算するサブルーチン副プログラム名． 
［副プログラムの用意のし方］ 
SUBROUTINE JAC (X, Y, PD, K) 
ここで， 
X ······· 入力．独立変数 x. 
Y ······· 入力．Y(1) = y1, Y(2) =y2, ..., Y(N) = 

yN なる対応を持つ大きさ N の1次元
配列． 

PD ····· 出力．ヤコビアン行列． 
PD (K, K) なる2次元配列． 

( )
j

i

y
f

ji
 
 

,PD
∂
∂

=  

1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ j ≤ N 
K ······· 入力．2次元配列 PD の整合寸法．

（使用例参照）． 
利用者が ITER を 0 以外の値に指定した場
合でも，JAC は以下のようにダミーのサブ
ルーチンとして用意しておく必要がある． 
SUBROUTINE JAC (X, Y, PD, K) 
RETURN 
END 

VW ········· 作業領域．大きさ N(N +17) + 70 の 1次元
配列．繰り返し本サブルーチンを呼び出す
ときは内容を変えてはならない．  

IVW ········ 作業領域．大きさ N + 25 の1次元配列．繰
り返し本サブルーチンを呼び出すときは内
容を変えてはならない． 

ICON ······ 出力．コンディションコード 
表 ODGE-1 参照． 

 
表 ODGE-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 （ステップ出力の場合だけ） 続けて呼び出すこと
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1ステップ積分した． ができる． 
10 XEND における解を求めた． XEND を変えて続け

て呼び出すことがで
きる． 

10000 EPSR 及び EPSV(L): L = 1, 
2, .., N が演算精度に比べて小
さすぎた． 

EPSR 及び EPSV(L): 
L = 1, 2, ..., N を適当
に大きくした． 
（大きくされた 
EPSR 及び EPSV(L)
は確認しておくのが
よい．） 

15000 初期キザミ幅の 10-10 倍のキ
ザミ幅を使っても要求精度が
得られなかった． 

16000 初期キザミ幅の 10-10 倍のキ
ザミ幅を使っても修正子を求
めるための反復計算が収束し
なかった． 

パラメタ MF により
指定されている手
法，若しくは修正子
反復法が与えられた
方程式にとって適し
ていない可能性が強
い． 
MF を変えて呼び出
すとよい． 

30000 次のいずれかであった． 
① N≤ 0 
② X = XEND 
③ ISW の指定に誤りがあ

る． 
④ EPSR < 0 又は 

EPSV(I) < 0 なる I があ
る． 

⑤ (XEND – X)∗H≤0 
⑥ IVW の内容が変えられて

いる（ただし2回目以降
の呼出し時）． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL ... MGSSL, AMACH, USDE, UNIT2, 

USTE2, USETC, USETP, USOL, UADJU, 
UDEC 

② FORTRAN 基本関数 ... MOD, FLOAT, AMAX1, 
AMIN1, ABS, SORT 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，方程式がスティフである

か，あるいは，解こうとしている区間で非ス
ティフな状態からスティフな状態に変化する場
合に有効に利用することができる．しかし，も
し方程式が非スティフならば，サブルーチン 
ODAM 又は ODRK1 を使用した方が効率の面で
良い． 

② パラメタ FUN 及び JAC に対応する副プログラ
ムの名前は，本サブルーチンを呼び出す側のプ
ログラムで，EXTERNAL 文により宣言しなけ
ればならない． 

③ ICON の判定 
利用者が ISW の10の位を0とすることにより最
終値出力を指定した場合は，ICON が 10 と出力
されたときに限り xe における解を受け取ること
ができる． 
一方，ISW の10の位を1とすることによりス
テップ出力を指定した場合は，ICON が 0 と出
力されたときに解を受け取ることができる．こ
の過程を続けて ICON が 10 と出力されたとき
は，xe における解が求まったことを意味する． 

④ パラメタ EPSV と EPSR 
微分方程式の解の成分を Y(L)，誤差（正確には
局所誤差）を le(L) とすると，本サブルーチン
は，L = 1,2,...,Nに対して 

( ) ( ) ( )l Le ≤ ∗ +EPSR Y L EPSV L  (3.1) 

を満たすように，誤差を制御する．この式にお
いて，EPSV(L) = 0 とすれば，相対誤差判定と
なり，EPSR = 0 とすれば，解の各成分ごとに判
定値が異なる絶対誤差判定となる．利用者は，
EPSV(L) 及び EPSR を指定するに当り，以下の
ことに注意する必要がある．  
a. 解の大きさが非常に変化する問題では，相

対誤差判定が望ましい． 
b. 解の大きさがさほど変化しないか，あるい

は，小さな解に対しては関心が無い場合に
は，絶対誤差判定としてもよい． 

c. しかし，安全で無駄のない判定は， 
EPSV(L)≠0, L=1, 2, ...,N 
EPSR≠0 
とする混合判定である．この場合，大きい
解に対しては実質的に相対判定となり，小
さい解に対しては実質的に絶対判定とな
る．方程式がスティフなときは，一般に，
解の各成分の間で大きさがまちまちになる
ので，EPSV(L) もそれに応じて成分ごとに
異なる値を与えた方がよい． 

なお，入力時に EPSR = 0.0 でかつ，EPSV(L)  
のある要素が0.0であったときは，EPSR = 16u 
と変更する．ただし u は丸め誤差の単位であ
る．  

⑤ パラメタ XEND 
独立変数の連続したいくつかの値に対して解を
求めたい場合は，順番に XEND を変えながら
本サブルーチンを呼び出せばよい．サブルーチ
ンは，このように繰返し呼ばれることを想定し
て，利用者プログラムに戻るときはすべてのパ
ラメタを次の呼出し時に必要な値に設定してい
る．したがって利用者は，単に XEND を変え
て呼び出すだけでよい． 
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⑥ 解法の途中におけるパラメタ MF の切換え 
方程式が，解こうとしている区間で，非スティ
フな状態からスティフな状態へ変化する場合
は，スティフ性が強くなってきた時点で，MF 
を 23 から 10 （あるいは 11, 12）へ切り換える
のがよい．そのときの手順は以下のとおりであ
る． 
(a) ISW の 1000 の位，つまり d4 を 1 とする．

これは，ISW = ISW + 1000 なる代入文で
行える． 

(b) MF を切り換える． 
(c) XEND を次に望む出力点に進めて，本サブ

ルーチンを呼び出す． 
本サブルーチンは，(c) のあと利用者プログラ
ムに戻るとき，利用者の要求どおりに手法を切
り換えたことを通知する意味で， 

ISW= MOD (ISW, 1000) 

により，ISW の1000の位をクリアする． 
ただし，XEND における解を，手法を切り換え
るまでもなく少ない手間で計算できるときは，
その方法で計算し，利用者プログラムに戻る
（この場合，ISWの1000の位はクリアされず，
MF の値も呼び出す前と同じである）．本サブ
ルーチンは，XEND が，手法を切り換えるのに
十分な位置まで進められたとき，はじめて手法
を切り換える． 

⑦ 解法の途中におけるパラメタ N, EPSV, 及び 
EPSR の変更 
利用者は解法の途中で，パラメタ N, EPSV, 及
び EPSR の値を変更することができる．ただ
し，N の変更には，以下に述べるように，解の
挙動に関する十分な知識を必要とする．ここで
は，N の変更の意義とその方法について述べ
る． 
方程式がスティフである場合，積分が進むにつ
れ，解の成分のいくつかが他の成分に比べてさ
ほど変化しないか，あるいは，無視できるほど
小さくなることがある．このとき，もし利用者
が，それらの成分について興味がないならば，
以降それらの成分を定数と見なし，残りの成分
だけを積分することにすれば，多少厳密さを失
うが，少ない計算量で必要な解を得ることがで
きる．パラメタ N の変更は，このように，積分
する解の成分を減らすことを意味する．ただ
し，本サブルーチンは，成分を減らす場合，方
程式 (1.1) の最後の成分のいくつかを減らす．
したがって利用者は，必要に応じて成分の順序
を並べ換えておく必要がある． 
以上を前提として，N の縮小は次のように行
う． 
いま，本サブルーチンの初回呼出し時の N の値
を N0 とし，これを解法途中で Nc (<N0) に変更
したとすると N0 元の連立微分方程式の最後の 

(N0 – Nc) 個の方程式を削除し，縮小された Nc 
個の方程式からなる系を解く．その際，除かれ
た方程式に対応する解の成分 Y(L); L = Nc + 1, 
Nc + 2, ..., N0, は，縮小された系において一定値
に保たれる． 
利用者の用意するサブルーチン FUN, JAC にお
いては，Nc 個の方程式についての微係数又はヤ
コビアン行列を計算するだけでよい．これらの
サブルーチン内で N の変更を確認するには，パ
ラメタ N を COMMON 文で宣言することによ
り，利用者の主プログラムと連絡を図ればよ
い． 
以上が N の変更についてのあらましであるが，
EPSV および EPSR も必要ならば任意な時点で
変更することができる． 
これらのパラメタの変更は⑥で述べたパラメタ 
MF の切換えと同じ手順で行うこと． 

 
c. 使用例 

連立1階常微分方程式 
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を区間 [0, 100] で解く．この方程式はスティフ
である（ヤコビアン行列の固有値は-1と-10であ
る）．以下の例は，MF = 10, EPSR = 10-4,  
EPSV(1) = EPSV(2) = 0 とし，解を 

xj =10-3+j, j = 1, 2, ...., 5 

の各点で出力する．このため，パラメタ XEND 
に順次 xj を与えて本サブルーチンを繰返し呼び
出している． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Y(2),EPSV(2),VW(110), 
     *          IVW(30) 
      EXTERNAL FUN,JAC 
      X=0.0 
      Y(1)=1.0 
      Y(2)=-1.0 
      N=2 
      EPSR=1.0E-4 
      EPSV(1)=0.0 
      EPSV(2)=0.0 
      MF=10 
      ISW=0 
      H=1.0E-5 
C 
      WRITE(6,600) 
C 
      XEND=1.0E-3 
      DO 40 I=1,5 
      XEND=XEND*10.0 
   10 CALL ODGE(X,Y,FUN,N,XEND,ISW,EPSV, 
     *          EPSR,MF,H,JAC,VW,IVW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.10) GO TO 30 
      IF(ICON.EQ.10000.OR.ICON.EQ.15000) 
     *   GO TO 20 
      IF(ICON.EQ.16000) WRITE(6,630) 
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      STOP 
   20 WRITE(6,620) EPSR,EPSV(1),EPSV(2) 
      GO TO 10 
   30 WRITE(6,610) X,Y(1),Y(2) 
   40 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1',12X,'X',22X,'Y(1)', 
     * 16X,'Y(2)'/) 
  610 FORMAT(6X,E15.8,10X,2(E15.8,5X)) 
  620 FORMAT(10X,'TOLERANCE RESET',5X, 
     * 'EPSR=',E12.5,5X,'EPSV(1)=',E12.5, 
     *5X,'EPSV(2)=',E12.5) 
  630 FORMAT(10X,'NO CONVERGENCE IN', 
     * ' CORRECTOR ITERATION') 
  640 FORMAT(10X,'INVALID INPUT') 
      END 
 
      SUBROUTINE FUN(X,Y,YP) 
      DIMENSION Y(2),YP(2) 
      YP(1)=Y(2) 
      YP(2)=-11.0*Y(2)-10.0*Y(1) 
      RETURN 
      END 
 
      SUBROUTINE JAC(X,Y,PD,K) 
      DIMENSION Y(2),PD(K,K) 
      PD(1,1)=0.0 
      PD(1,2)=1.0 
      PD(2,1)=-10.0 
      PD(2,2)=-11.0 
      RETURN 
      END 
 

(4) 手法概要 
本サブルーチンは，キザミ幅制御及び次数制御付

きのギア法とアダムス法を適用している．前者の手
法は，スティフな方程式を，また，後者の手法は非
スティフな方程式を解くためのものである． 

二つの手法は共に多段法である．本サブルーチン
は，過去の計算解の保存のしかたや，キザミ幅及び
次数の制御のしかたを，二つの手法の間で共通化し
ている． 

以下では，まずギア法を説明し，次いでキザミ幅
及び次数の制御について述べる．そのあと，アダム
ス法を適用するときの変更点について述べる． 

暫くの間，単一の方程式 

y’=f(x,y) , y(x0)=y0 

を考える．点 xm における計算解（以後，単に解とい
う）をym, 真の解を y(xm) で表す．また，f(xm, ym) の
値を fm で表し，f(xm, y(xm))とは区別する． 
① ギア法の原理 

今，y0, y1, ..., ym が既知で 

xm+1 = xm + hm+1 

における解 ym+1 を求めることを考える． 
ギア法の基本的な考え方は次のとおりである．
真の解 y(x) に対する補間多項式はπm+1 (x) を考

え，これは (4.1) に示すように，k + 1 個の条件
を満たす k 次の多項式とする． 

( )
kj
yx jmjmm

,...,2,1,0,
111

=

= −+−++π
 (4.1) 

(4.1) は，求めようとする解 ym+1 を未知パラメ
タとして含んでいる．このとき，ym+1 は，多項
式 πm+1 (x) の xm+1 における微係数が f(xm+1, ym+1) 
に等しくなるように，すなわち 

( ) ( )′ =+ + + +πm m m mx f x y1 1 1 1,  (4.2) 

を満たすように決定する． 
πm+1 (x) をラグランジュの形式で表現し，そのあ

と，x = xm+1 で微分して (4.2) へ代入すれば， 

( )h f x y ym m m m j m j
j

k

+ + + + + −
=

= −∑1 1 1 1 1
0

, ,α  (4.3) 

を得る．ここで αm+1,j は {xm+1-j} の分布に依存し
て決まる定数である．一般に f(xm+1, ym+1) はym+1 
について非線形であるから (4.3) は，ym+1 に関
する非線形な方程式と見なすことができる．し
たがって ym+1 は，適当な初期値から出発し，反
復法により求めることになる．その初期値は次
のように選ぶ．多項式 πm(x) を (4.4) を満たす k 
次の補間多項式とする． 

( )
( ) ( ) 
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yxfx
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,...2,1,11

π

π  (4.4) 

このとき， 

( )p xm m m+ +=1 1π  (4.5) 

により得られる pm+1 は xm+1 における一つの解と
見なせる．そこで，この pm+1 を，反復法の初期
値とする． 
以上がギア法の原理である．pm+1 を予測子，反
復法により得られる解 ym+1 を修正子と呼ぶ．特
に k = 1, すなわち1次のギア法は 

( )p y h f x ym m m m m+ += +1 1 ,  (4.6) 

を予測子とし，  

( )h f x y y ym m m m m+ + + += −1 1 1 1,  (4.7) 

により解 ym+1 を求める．(4.6), (4.7) はそれぞれ
オイラー法，後退オイラー法である， 
また，ギア法は，(4.3)に示されるように，後退
微分の公式に基づくところから，後退微分法
(Backward Differentiation Formula) と呼ばれ，略
して BDF 法と言うこともある． 

② Nordsieck 形に基づくギア法 



ODGE 

503 

予測子は πm(x) より計算し，修正子は πm+1 (x) に
基づいて計算することは先に述べた．ところ
で，修正子 ym+1 が求まれば πm+1 (x) が決まる．

この意味で，修正子の計算は πm+1 (x) を作り出

す計算であると考えることができる．そして，
決定されたπm+1 (x) は，次のステップで予測子の

計算に使われる．このように，積分を1ステッ
プ進めることは，予測子，修正子の計算を通じ
て，πm(x) からπm+1 (x) を作り出すことである．

以下では，πm(x) の表現法を述べ，それに基づ
く予測子，修正子の計算，更に πm+1 (x) の作り

方について述べる． 
まず，πm(x) は，次のような Taylor 展開で書け
る． 

( ) ( ) ( )
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 (4.8) 

本サブルーチンは，(4.8) の係数と，キザミ幅 
 h = hm+1 = xm+1 –xm を使って，横ベクトル 

( )!,...,, )( kyhyhyz k
m

k
mmm ′=  (4.9) 

を導入し，これを πm(x) の表現として使う．し
たがって πm(x) から πm+1 (x) を作る問題は，zm か
ら， 

( )!,...,, )(
1111 kyhyhyz k

m
k

mmm ++++ ′=  (4.10) 

を作る問題に置き換えられる．zm は，解の履歴
に関する Nordsieckの表現と呼ばれている．予
測子 pm+1 は (4.8) より 

( )p x h y im m m
i

m
i

i

k

+ +
=

= = ∑1 1
0

π ( ) !  (4.11) 

と計算でき，右辺は zm の要素の和にほかなら
ない．しかし，予測の段階では，zm から zm+1 へ
の変更を容易にするために，(4.11) の代りに， 

Azz mm =+ )0(1  (4.12) 

で定義される zm+1(0) を計算する．ここで A は 
 (k + 1) × (k + 1) の単位下三角行列で， 
A = (aij) とすれば 

( )
a

i j
i
j

i
i i j

i jij =

<






 =

−
≥









0 ,

!
! !

,
 

で定義される．例として，k = 5 の場合の A は
次のようになる． 

A =























1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

0
 

ちなみに，A の下三角部分が，パスカルの三角
形を成すことから，A はパスカルの三角行列と
呼ばれる． 
(4.12) により得られる zm+1(0) の第1要素を ym+1(0) 
とすると，  

!... )(
)0(1 kyhyhyy k

m
k

mmm ++′+=+
  

となり，これは pm+1 に等しい．ゆえに，以降，
pm+1 を ym+1(0) で表すことにする．また，zm+1(0) 

の第(i + 1) 要素は， !)/( 1
)( ixh m

i
m

i
+π  に等しい．

これにより，(4.12) の計算は結局，xm+1 におけ
る解及び高階の微係数を予測する意味を持って
いる． 
次に修正子の計算について述べる．修正子の計
算は，zm+1(0) と zm+1 の間の関係式を導くことに
より得られるので，まず，その関係式を以下で
導く．いま，仮に修正子 ym+1 が求まって，多項
式 πm+1 (x) が決まったとする．このとき， 
zm+1 –zm+1(0) の第 (i + 1) 要素は，zm+1 , zm+1(0)の定
義より， 
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 (4.13) 

である.多項式 ∆m+1 (x) ≡πm+1(x) - πm (x) は k 次の

多項式であり，条件 

( )
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,...,2,1,0
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11 jyy

kj
x

mm
jmm∆  

を満たす．したがって ∆m+1 (x) は一意的に定ま

り，それを，xm+1 における Taylor 展開で表せば 

( ) ( )( ) ( )∆m m m q m

q q

q

k
x y y l x x h+ + + +

=
= − −∑1 1 1 0 1

0
 (4.14) 

となる．ここで，lq は，{xm+1-j} の分布に依存し
て決まる定数で，具体的には， 
sj = (xm+1 –xm+1-j)/h として，多項式 
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を展開したときの tq の係数である．実際，lq 
は，次数 k 及び m にも依存するが，ここではそ
の添字を省いた．(4.14) を使えば，(4.13) の右
辺は，(ym+1–ym+1(0))li となる．これが zm+1- zm+1(0) 
の第  (i+1) 要素である．したがって，zm+1 と 
zm+1(0) の関係は，横ベクトル 

( )klll ,...,, 10=l  (4.16) 

を導入して， 

( ) ( )( )z z lm m m my y+ + + += + −1 1 0 1 1 0  (4.17) 

と書き表せる．これは，同時に，修正子 ym+1 が
求まったあとの，zm+1 の作り方を与える式であ
る． 
さて，修正子 ym+1 の計算は，(4.17) の第2要素
の関係，すなわち 

( ) ( )( )
( ) 
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mmm

mmmm

yxfy
lyyyhyh

ここで
 (4.18) 

に基づいて行う．(4.18) を書き直せば 

( )( ) ( ) ( )( )y y h
l

f x y ym m m m m+ + + + +− − − ′ =1 1 0
1

1 1 1 0 0,

 (4.19) 

となり，したがってym+1 は，  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )G u u y h
l

f x u ym m m≡ − − − ′+ + +1 0
1

1 1 0, (4.20) 

なる関数 G(u) の零点として計算される． 
(4.20) の零点の計算は，ニュートン法を基本と
して行うが，その説明は，あとの⑧で述べる．  

③ 独立変数の任意な点における解 
キザミ幅は，誤差の許す限り大きくとられるの
で，一般に，解を求めたい点 xe が， 

xm < xe ≤ xm+1 (4.21) 

となる状況が起こる．本サブルーチンでは，xe 
における解 ye を，xm+1 における解 ym+1 が求まっ
たあと，zm+1 の要素を使って， 

( )
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 (4.22) 

と計算する． 
④ 解の受入れ 

修正子 ym+1 の局所誤差を lem+1(k) とすると，本
サブルーチンは，これを，予測子と修正子の差
を使って， 
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 (4.23) 

と見積る．そして，許容誤差 ε に対して， 

( )le km+ ≤1 ε  (4.24) 

が満足されれば，ym+1 を xm+1 における解として
採用し，zm+1 を (4.17) から作って，そのステッ
プは終了する． 

⑤ 次数とキザミ幅の制御 
本サブルーチンは，解の挙動に応じて，1次か
ら5次までのギア法を使い分ける．各ステップ
における次数は前のステップの次数を k とする
と， k – 1, k, k + 1 のいずれかより選ばれる． 
今，k 次のギア法により，xm+1 における解 ym+1 
が受け入れられ，次のステップのための次数を
選ぶ場面を考える．次数を選ぶにあたって，本
サブルーチンは，(4.23) の lem+1(k) のほかに，k 
– 1 次及び  k + 1 次の局所誤差  lem+1(k – 1),  
lem+1(k + 1) を見積り，これらを比較する．ここ
で，lem+1(k – 1) とは，xm+1 における解を仮に  
k – 1 次のギア法で求めた場合の局所誤差のこと
であり，lem+1(k + 1) も同様に解釈する． 
lem+1(k – 1) 及び lem+1(k + 1) を(4.25), (4.26) によ
り見積る． 

( ) ( )( )!...1 )(
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 (4.26) 

ここで，lk-1,1 及び lk+1,1 は (4.15) において，k を 
k – 1 又は k + 1 に置き換えた場合の t1 の係数で
あり，更に， 
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である． 
これら三つの誤差推定量 lem+1(q), q = k – 1, k,  
k + 1 を使って，次数は以下のように選ぶ．ま
ず，許容誤差 ε より， 

( )( ) ( )
η εq m

q

le q q k k k= = − ++

+

1

1 1

1 1, , ,  (4.27) 

を計算する．ηq は，次のステップをq 次で進む
ときの，キザミ幅の許容倍率である．そこでい
ま， 

( )η η′ =q
q

qmax  (4.28) 

とすると，q’ を，次のステップの次数として採
用する．すなわち，最も大きなキザミ幅をもた
らす次数を採用する訳である． 
これに伴って，次のステップのキザミ幅を， 

η ′ ⋅q h  
とする． 
以上が，次のステップへ進むときの，次数とキ
ザミ幅の選び方である．一方，解の受入れの判
定 (4.24) が満たされず，ym+1 が解として採用さ
れなかったときは，そのステップをやり直す．
そのとき，次数は変えず，キザミ幅をηk･h に縮
小する． 

⑥ アダムス法 
アダムス法については，サブルーチン ODAM  
の手法概要で述べてあるが，本サブルーチンに
おけるアダムス法による計算過程は，ODAM 
のそれとは異なる．ODAM では，アダムス法
を変形差分商に基づいて表現するのに対し，本
サブルーチンでは，Nordsieck 形に基づいて表
現する．これにより，本サブルーチンは，ギア
法とアダムス法の計算過程の多くを共通化して
いる． 
ここでは，アダムス法の適用に際し，ギア法の
説明で定義した諸量がいかに変更されるかを述
べる．以下にその変更点を順に挙げる． 
a. アダムス法における Nordsieck 形 

アダムス法では，真の解 y(x) を (4.29) を満
たす k 次の補間多項式 Pm+1(x) で近似する． 
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 (4.29) 

(4.29) は，求めようとする解 ym+1 を未知パラ
メタとして含んでいる．このとき，ym+1 は， 

( )∫
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mmm

x
x dxxPyy  (4.30) 

が成り立つように決められる．(4.30) は右辺
に f(xm+1, ym+1) を含むので，一般に ym+1 に関
する非線形方程式となる．これを解くに
当っての初期値として 
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なる k 次の多項式 Pm(x) より， 

( ) ( )∫
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mmmmm

x
x dxxPyxPp  (4.32) 

として計算される pm+1 を採用する． 
以上のように，アダムス法は，多項式 Pm(x) 
から Pm+1(x) を作り出す計算であると見るこ
とができる． 
さて，Pm(x) は，次のように，xm における
Taylor 展開で表現することができる． 

( ) ( ) ( ) !... )( kyxxyxxyxP k
m

k
mmmmm −++′−+=  

 (4.33) 

ここで， ym
q( )  q=0,1,..., k は Pm

q( ) (xm) を意味す

る．(4.33) の係数と，キザミ幅 h = hm+1 = 
xm+1 – xm を使って，横ベクトル 

( )!,...,, )( kyhyhy k
m

k
mmm ′=z  (4.34) 

を導入すれば，これがアダムス法における
多項式 Pm(x) の Nordsieck 形となる． 

b. zm+1(0) の計算 
予測の段階での zm+1(0) の計算は zm として，
(4.34) を使うことにすれば，ギア法における 
(4.12) と全く同じように行える． 

c. zm+1(0) と zm+1の関係 
zm+1 – zm+1(0) の第 (i + 1) 要素は， 

( ) ( ){ }
11! +=+ −

mxxmmi

ii

xPxP
dx
d

i
h

 (4.35) 

となるが，多項式 ( ) ( ) ( )∆m m mx P x P x+ +≡ −1 1  
を，xm+1 における Taylor 展開， 

( ) ( )( ) ( )∆m m m q m

q q

k

k

x y y l x x h+ + + +

=

= − −∑1 1 1 0 1
0

 (4.36) 

で表せば，(4.35) は (ym+1–ym+1(0))li となる．
ただし，ここでの lq は  
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sj = (xm+1 –x m+1-j)/hm+1 としたときの，t に関す
る k 次の多項式 

( ) ( )u s du u s duj

k

j

kt
+∏ +∏

− −

− −∫ ∫1

1

1

1

1 1
0

 (4.37) 

の tq の係数である．この lq を使えば， zm+1(0) 
と zm+1 の関係は，形式的にギア法の場合の 
(4.17) に一致する． 

d. 局所誤差 
解の受入れ判定，若しくは，次数とキザミ
幅の制御のために，アダムス法において
も，k – 1, k, k + 1 の各次数における局所誤差
を見積る．今，それらを順に lem+1 (k – 1), 
lem+1(k), lem+1 (k + 1) としたとき，アダムス法
では，以下の(4.38), (4.39), (4.40) のように見
積る． 
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ここで 
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また，(4.41) において，sk(m) は，sk の定義
において，m+1 を m に変えたものであり， 
lk(m) も，lk の定義において m+1 を m に変え
たものである． 
解の受入れ判定，次数及びキザミ幅の制御
は (4.38) ～ (4.40) を使って，ギア法の場合
と同じように行う． 

⑦ 連立微分方程式への拡張 
連立微分方程式の場合は，解の各成分に対し
て，今までの議論を適用すればよい．ただし，
解の受入れ判定，次数及びキザミ幅の制御で使
われる lem+1(k) などの誤差推定量は，連立の場
合，以下のようにベクトルのノルムとして定義
する．すなわち，利用者の指定した 
EPSV(I), I = 1, 2, ..., N 及び EPSR より 

EPS = max (EPSR, max (EPSV(I))) 
W(I)=(|Y(I)| ･ EPSR+EPSV(I))/EPS 

を導入し，ERK を 
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 (4.42) 

と定義する．ここで，Y(I), le(I) は，第I成分の
解と，その局所誤差であり，単一の微分方程式

の場合の ym+1, lem+1(k) に相当する．このとき，
連立の場合の解の受入れ判定を， 

ERK ≤ EPS 

とする．これが満たされると， 

( ) ( ) ( )
N,...,2,1I

IEPSVEPSRIYI
=

+⋅≤le  

が成り立つことが分かる． 
また，単一の微分方程式の場合の  lem+1(k–1), 
lem+1(k + 1) に対応するノルムERKM1, ERKP1 を 
(4.42) と同じように定義する．そして次数及びキ
ザミ幅の制御は，(4.27) において，  

ERKP1     |)1(|
ERKM1      |1)-(|
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EPS                        
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と置き換えて行うものとする． 
⑧ 修正子反復 

本サブルーチンは，修正子を非線形関数の零点
として計算することは先に延べた．ここでは，
連立微分方程式の場合，その零点の求め方につ
いて触れる． 
(4.20) は，連立の場合には，次のように書き換
えられる． 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )G u u y f u y≡ − − − ′+ + +m m m

h
l

x1 0
1

1 1 0,  (4.43) 

本サブルーチンは，(4.43) をニュートン法，す
なわち，(4.44) を基本にして解く． 

( )

( )















∂
∂

−=
∂
∂

=

=
=

−=

+

+

−
++

rr

,rm

m

r,rmrr

l
hIG

,,,,r,

uu
f

uu
P

yu

uGPuu

1
1

010

1
11

...210               
ここで，  (4.44) 

実際の計算では，Pm+1.r は，反復するたびに計
算しないで，Pm+1,0 すなわち， 

( )01
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=−= +++
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yu
fJJIP
∂
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ただし  (4.45) 

を，終始使う．こうすることにより，厳密さは
多少失うが，計算量を著しく節約できる． 
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さて，Pm+1,0 を計算するに当たり，本サブルー
チンは，いくつかの方法を用意しており，利用
者は，状況に応じて選ぶことができる．すなわ
ち，利用者の指定するパラメタ MF の値を， 

MF = 10*METH + ITER 

とすると，本サブルーチンは，ITER の値に応
じて Pm+1,0 の計算を以下のように行う． 
• ITER = 0 のとき，解析的ヤコビアン行列Jm+1

を使ってPm+1,0 を作り出す．このとき，利用
者は Jm+1 を計算するサブルーチン JAC  を用
意する． 

• ITER = 1 のとき，Jm+1 を，差分により近似
して，Pm+1,0 を作り出す． 

• ITER = 2 のとき，Jm+1 を，対角行列 (4.46) 
により近似して Pm+1,0 を作り出す． 

Dm+1 = diag (d1, d2, ..., dN) (4.46) 

ここで， 
di=[fi(xm+1, ym+1(0)+v) − fi(xm+1, ym+1(0) )] /vi 

v = − 0.1 G(ym+1(0)) 
   = (v1, v2, ..., vN)T 
である．この場合は，Jm+1 が優対角である
とき効率の良い近似となる． 

• ITER = 3 のとき，Pm+1,0 を単位行列 I とす
る． 
これにより，(4.44) は，単純な関数反復 

ur+1 = ur – G(ur) (4.47) 

となる．非スティフな微分方程式を解く場
合は (4.47) の反復で十分である． 
反復 (4.44) の収束判定は 

( ) EPS*
W
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1 ⋅≤
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r uu

 (4.48) 

より行う．ここでは，uI はベクトル u の第I
要素である． 
また，c* は，問題に応じて決まる定数であ
る（詳細省略）． 
 

なお，本サブルーチンは，A.C. Hindmarsh と 
G.D.Byrne のよるプログラム （文献 [76] , [77]） に
基づいている． 
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H11-20-0131  ODRK1, DODRK1 

連立 1 階常微分方程式 
（ルンゲ・クッタ・ヴァーナー法） 
CALL ODRK1 (X, Y, FUN, N, XEND, ISW, EPSA, 

EPSR, VW, IVW, ICON) 
 
(1) 機能 

連立 1 階常微分方程式の初期値問題， 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 
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 (1.1) 

における関数系 f1, f2 , ... ,fN と，初期値 x0, y10,y20, ..., 
yN0 及び x の最終値 xe が与えられたとき，ルンゲ・
クッタ・ヴァーナー  (Runge-Kutta-Verner) 法によ
り， 

xm= x0+ h
j

m

=
∑

1
j; m=1,2,..., e における解 (y1m, y2m, ..., 

yNm) を求める（図 ODRK 1-1 参照） 
ただし，キザミ hj は，求めるべき解が要求精度を

満たすように制御される． 
本サブルーチンは解の出力方法，すなわち利用者

プログラムに戻るタイミングとして以下の2通りを
用意しており，利用者は目的に応じて選ぶことがで
きる． 
a. 最終値出力... 最終値 xe における解が求まっ

たときはじめて戻る．  
b. ステップ出力... 途中の解，すなわち，x1, x2, ... 

における解が求まるたびに戻
る． 

heh3h2h1

xex3x2x1x0  
図 ODRK1-1 解を求める点 xm ( x0 < xe の場合) 

(2) パラメタ 
X ············· 入力．初期値 x0. 

出力．最終値 xe. ただし，ステップ出力が
指定されている場合は，1ステップ前進し
たときの独立変数の値 xm ． 

Y ············· 入力．初期値 y10, y20, ... yN0 を Y(1) = y10, 
Y(2) = y20, ..., Y(N) = yN0 の順に与える． 
大きさ N の1次元配列． 
出力．最終値 xe における解ベクトル． 
ただし，ステッップ出力が指定されている
場合は，1ステップ前進したときの  
x = xm における解ベクトル． 

FUN ········ 入力．(1.1) における fi (i = 1, 2, ..., N) を計
算するサブルーチン副プログラム名． 
［副プログラムの用意のし方］ 
  SUBROUTINE FUN (X, Y, YP) 

ここで， 
X ····· 入力．独立変数 x. 
Y ····· 入力．Y(1) = y1, Y(2) = y2, ... , Y(N) = 

yN  なる対応を持つ大きさ N の1次元
配列． 

YP ··· 出力．YP(1)=f1(x, y1, y2, ..., yN),  
YP(2)=f2(x, y1, y2, ..., yN),  ... , 
YP(N)=fN(x, y1, y2, ..., yN) なる 対応を持
つ大きさ N の1次元配列． 

N ············· 入力．連立1階常微分方程式の元数 
XEND ····· 入力．独立変数の最終値 xe ． 
ISW········· 入力．積分する際の条件を指定する． 

ISWは10進2桁の非負の整数であり， 
いまそれを 

ISW = 10d2 + d1 

と表すと，各di は次のように指定する． 
d1: 初回呼出しであるか否かを指定す

る． 
0: 初回呼出しである． 
1: 継続呼出しである． 
初回呼出しとは，与えられた微分方
程式に対して初めて本サブルーチン
を呼び出すときを言う． 

d2: 解の出力方法を指定する． 
0: 最終値出力 
1: ステップ出力 

出力．xe における解，もしくはステップご
との解を求めて利用者プログラムに戻ると
き， 

d1 = 1 
と変更される．本サブルーチンを繰返し呼
び出すときは，d1 を1のままにしておくこ
と． 
利用者が再び d1 = 0 と設定し直すときは，
別の方程式を解き始めるときである． 

EPSA ······ 入力．絶対誤差の上限 (≥ 0.0)  
手法概要の b. ② 参照． 

EPSR ······ 入力．相対誤差の上限 (≥ 0.0)  
出力．入力時に EPSR が小さすぎた場合
は，適当な大きさに変更された値． 
使用上の注意⑤参照 

VW ········· 作業領域．大きさ 9 N + 40 の1次元配列． 
繰返し本サブルーチンを呼び出すときは内
容を変えてはならない．  

IVW ········ 作業領域．大きさ 5の1次元配列． 
繰返し本サブルーチンを呼び出すときは内
容を変えてはならない．  

ICON ········ 出力．コンディションコード． 
表 ODRK1-1 参照． 
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表 ODRK1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 （ステップ出力の場合） 

1ステップ積分した． 
正常． 
続けて呼び出すこと
ができる． 

10 XEND における解を求めた．  正常． 
XEND を変えて続け
て呼び出すことがで
きる． 

10000 EPSR が使用計算機の演算精
度に比べて小さ過ぎたので，
適当に大きくした 
（使用上の注意④参照）． 

1ステップ進める前
に利用者プログラム
に戻る．続けて呼び
出すことができる．  

11000 微係数の計算回数が 4000 回
を越えても XEND に到達で
きないことが判明した． 

1ステップ進める前
に利用者プログラム
に戻る．続けて呼び
出せば，微係数の計
算回数カウンタを0
にして，新たに回数
を数えながら処理を
進める． 

15000 本サブルーチンで定める最小
キザミを用いても，要求精度
が得られないことが判明し
た． 

1ステップ進める前
に利用者プログラム
に戻る． 
EPSA 又はEPSRを増
せば続けて呼び出す
ことができる． 

16000 （EPSA = 0のとき） 
解のある成分が0になり，相
対誤差判定が不可能になっ
た． 

1ステップ進める前
に利用者プログラム
に戻る． 
EPSA を 0 以外の値
に変更すれば，続け
て呼び出すことがで
きる． 

30000 次のいずれかであった． 
① N ≤ 0 
② X = XEND 
③ ISW の与え方に誤りが

あった． 
④ EPSA < 0 又は EPSR < 0 
⑤ ICON = 15000 又は 16000 

と出力された後，EPSA 
又は EPSR を何ら変更せ
ずに呼び出した． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ...  AMACH, MGSSL, URKV, UVER  
② FORTRAN 基本関数  ... ABS, SIGN, AMAX1, 

AMIN1 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，関数評価が比較的安価な非

スティフ (non-stiff) 又は弱スティフな微分方程
式を解くために利用できる．しかし，高精度が
要求される場合には利用すべきではない． 

② パラメタ FUNに対応するプログラムの名前は，
本サブルーチンを呼び出す側のプログラムで，
EXTERNAL 文で宣言しなければならない． 

③ 利用者は ICON が 0 又は 10 と出力されたとき
だけ解を得ることができる． 
ICON = 10000 ～ 11000 は，その事象が判明し
たとき1ステップ進める前に利用者プログラム
に戻る．利用者は，この事象を確認した上で，
続けて本サブルーチンを呼び出すことができ
る． 
ICON = 15000 ～ 16000 は，その事象が判明し
たとき，1ステップ進める前に利用者プログラ
ムに戻るが，このとき利用者は，EPSA 又は 
EPSR を変更した上で，続けて本サブルーチン
を呼び出すことができる（使用例参照）． 

④ 相対誤差に対する上限 EPSR は 

ur 210EPSR 12
min +=≥ −ε  

を満足するように与えなければならない．ここ
で u は丸め誤差の単位である．EPSR が上式を
満足しない場合には，本サブルーチンは ICON 
= 10000 と出力すると共に， 

minEPSR rε=  

と置いて利用者プログラムに戻る．利用者がさ
らに計算の続行を希望する場合には続けて本サ
ブルーチンを呼び出せばよい．  

⑤ 本サブルーチンでは，最小キザミ hmin を 

( )dxuh ,max26min ・=  

を満足するように定めている．ここで x は独立
変数，また，d = (xe – x0)/100 である．もし，最
小キザミを用いても，なお要求精度が得られな
い場合，本サブルーチンは ICON = 15000 とし
て利用者プログラムに戻る．利用者がさらに計
算の続行を希望する場合には，EPSA 又は 
EPSR を適当に増した後，再び本サブルーチン
を呼び出せばよい．  

 
c. 使用例 

連立1次階常微分方程式 

( )
( )

′ = =

′ = − =







y y y y

y y y
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2
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2 1 2

0 10

1 0 10

, .

, .
 

を EPSA = 0.0, EPSR = 10-5 として，x0 = 0.0 から 
xe = 4.0 まで積分する．解は各ステップ毎に印
刷するものとする． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Y(2),VW(58),IVW(5) 
      EXTERNAL FUN 
      X=0.0 
      Y(1)=1.0 
      Y(2)=1.0 
      N=2 
      XEND=4.0 
      EPSA=0.0 
      EPSR=1.0E-5 
      ISW=10 
   10 CALL ODRK1(X,Y,FUN,N,XEND,ISW,EPSA, 
     *           EPSR,VW,IVW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0.OR.ICON.EQ.10) GO TO 20 
      IF(ICON.EQ.10000) GO TO 30 
      IF(ICON.EQ.11000) GO TO 40 
      IF(ICON.EQ.15000) GO TO 50 
      IF(ICON.EQ.16000) GO TO 60 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 70 
   20 WRITE(6,600) X,Y(1),Y(2) 
      IF(ICON.NE.10) GO TO 10 
      STOP 
   30 WRITE(6,610) 
      GO TO 10 
   40 WRITE(6,620) 
      GO TO 10 
   50 WRITE(6,630) 
      EPSR=10.0*EPSR 
      GO TO 10 
   60 WRITE(6,630) 
      EPSA=1.0E-5 
      GO TO 10 
   70 WRITE(6,640) 
      STOP 
  600 FORMAT('0',10X,'X=',E15.7,10X, 
     * 'Y(1)=',E15.7,10X,'Y(2)=',E15.7) 
  610 FORMAT('0',10X,'RELATIVE ERROR', 
     * ' TOLERANCE TOO SMALL') 
  620 FORMAT('0',10X,'TOO MANY STEPS') 
  630 FORMAT('0',10X,'TOLERANCE RESET') 
  640 FORMAT('0',10X,'INVALID INPUT') 
      END 
 
      SUBROUTINE FUN(X,Y,YP) 
      DIMENSION Y(2),YP(2) 
      YP(1)=Y(1)**2*Y(2) 
      YP(2)=-1.0/Y(1) 
      RETURN 
      END 
 

(4) 手法概要 
連立1階常微分方程式の初期値問題  (1.1) は，解関

数ベクトル y(x), 関数ベクトル f(x,y), 初期ベクトル y0 
を 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
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 (4.1) 

によって定義すれば，  

y’(x) = f(x,y), y(x0) = y0 (4.2) 

と表わすことができる． 
a. ルンゲ・クッタ・ヴァーナー  (Runge-Kutta-

Verner) 法 

本サブルーチンにおいては，次に示す打切り誤
差の評価が可能なルンゲ・クッタ・ヴァーナー
法を使用する（この方法が性能的に特にすぐれ
ていることが，T.E.Hull らによる文献 [73] に述
べられている．）． 
点 xm+1 = xm + hm+1 における解を求める公式は以
下のとおりである． 
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 (4.3) 

上式において y*
m+1 と ym+1 は，それぞれ5次およ

び6次の打切り精度を持つ近似解で，T は y*
m+1 

の局所打切り誤差の推定値である．本サブルー
チンでは，y*

m+1 が要求精度を満たしたとき，よ
り高精度の近似解 ym+1 を解として受け入れる． 

 
b. キザミの制御 
① 初期キザミの決定 

(4.3) によって与えられる y*
m+1 は 5次の近似解

であるから，x1 = x0 + h における局所打切り誤
差を，解 y(x0 + h) の x0 に関するテイラー展開の 
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h についての一次の項 hf(x0,y0) に h5 を乗じたも
ので見積り，次式によって初期キザミ h1 を決
定する．  

( ){ }h h u x d1 1 026= ′ ⋅max , max ,  (4.4) 

ここで 

( ){
( )}

′ = =

+ ⋅

≤ ≤
h h h f x

y x
i N

i i i

i

1

6
0 0

0

min , y EPSA

EPSR
 (4.5) 

( )d x x ue= − ≥ +0 100 2, EPSR 10-12  (4.6) 
（u は丸め誤差の単位） 

である． 
② 解の受入れと棄却 

(4.3) によって与えられる局所打切り誤差の推定
値 T が，次の条件を満足するとき解 ym+1 は受け
入れられる．  

( ) ( )

Ni

xyxy
T mimi

,...,2,1,           
2

EPSR+EPSA 1

=

+
⋅≤ −

i  (4.7) 

この判定は，EPSA = 0 と与えられたとき相対
誤差判定となる．精度について十分な保証が求
められるときには，相対誤差判定によるのが望
ましい．一方，EPSR = 0.0 と与えられた場合
は ， サ ブ ル ー チ ン の 内 部 で 自 動 的 に  
EPSR = 10-12+2u と訂正される．このとき， 
EPSA は，解の絶対値が余り大きくない場合に
は，絶対誤差のほぼ上限を与える．解の絶対値
が大きい場合には，(4.7) 式右辺の第2項が絶対
誤差の上限を与え，実質的に相対誤差判定とな
る． 

③ キザミの変更 
y*

m+1 の第 i 成分の打切り誤差項の主項は，キザ
ミを h とすれば h6Ci と表わすことができる．こ
こで Ci は定数である．この場合，h が十分に小
さければ 

h C Ti i
6 ≈  (4.8) 

が成り立つ．したがって，今，キザミを h から 
sh に変化すれば，打切り誤差の推定値は Ti か
ら s6 Ti に変化することになる．このことを利用
して，キザミの変更は次のように行う． 
• 前のキザミが失敗であった場合 

すなわち，ある整数 i0 が存在して， 

( ) ( )
T

y x y x
i

i m i m

0

0 0 1

2
> ⋅

+ +EPSA + EPSR  (4.9) 

が成り立つ場合，次に試みるキザミは以下
のようにして，決定される．解の第 i 成分が
受け入れられるためには，キザミの倍率 si 
は次の条件を満足しなければならない．す
なわち， 

( ) ( )
s T

y x y x
i i

i m i m6 1

2
= + ⋅

+ +EPSA EPSR  (4.10) 

(4.10) を満足する si の中で最小のものを選
び，安全係数0.9をかければ，キザミの倍率 
s が次式のように得られる． 
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⋅

=  (4.11) 

(4.11) によって定められる s が 0.1 以下の場
合には s = 0.1 とする．s > 0.1 の場合，すな
わち 
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 (4.12) 

ならば s は (4.11) を計算して求める． 
• 前のキザミが成功であった場合 

(4.11) によって決定される s が5以上の場合 
s = 5.0 とする．s < 5.0 の場合，すなわち， 
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ならば s は (4.11) を計算して求める． 
 
なお，ルンゲ・クッタ・ヴァーナー法についての

詳細は参考文献 [72] を参照すること． 
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F12-15-0402  PNR, DPNR 

ビット逆転によるデータの置換 
CALL PNR (A, B, NT, N, NS, ISN, ICON) 

 
(1) 機能 

n 個の複素データ{ }α k が与えられたとき，そのデ

ータの並び順位を，ビット逆転の意味で逆順に並べ

かえた { }~α k を求める，又は，逆に { }~α k が与えられ

たとき， { }α k を求める．ただし，n = 21 (l: 0 又は，

正整数）であること． 
ここでビット逆転の意味で逆順に並びかえるとは

次のことを意味する．すなわち， { }α k 又は { }~α k の

ある要素を，その並び順位を 2 進表現により(1.1)で
表すとき， 

k = k0 + k1・2 + …… + kl-1・2l–1 (1.1) 

補助変数の並びを逆転した(1.2)なる並び順位に置き
換えることである．  

21
~

−− += ll kkk ・
0...2 k++ ・ 2 1l−  (1.2) 

並べかえは，両順位の要素を互換することにより
行う． 

本ルーチンは，高速複素フーリエ変換で必要とな
るデータの並べかえを行うものである． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力． { }α k 又は{ }~α k の実部． 

出力． { }~α k 又は{ }α k の実部． 
大きさ NT の 1 次元配列． 

B  ············ 入力． { }α k 又は{ }~α k の虚部． 

出力． { }~α k 又は{ }α k の虚部． 
大きさ NT の 1 次元配列． 

NT ·········· 入力．並べかえの対象となる { }α k 又は， 

{ }~α k が含まれるデータの総数 (≥N, ≥NS) 
通常，NT = N として指定する．  
（使用上の注意②参照） 

N ············· 入力．データの個数 n． 
NS ··········· 入力．NT 個のデータのうち，並べかえの

対象となる{ }α k 又は， { }~α k のあい隣り合

うデータの間隔(≥ 1 かつ ≤ NT)． 
通常，NS =  1 として指定する．  
（使用上の注意②参照） 

ISN ········· 入力．NT 個のデータの，あい隣り合うデ
ータの間隔 (≠0)．  
通常，ISN =±1 として指定する．  
（使用上の注意③参照） 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 PNR-1 参照 

表 PNR-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 ISN = 0, NS < 1, NT < N,  
NT < NS, 又は N≠2l  
( l : 0  又は正整数)であっ
た． 

処理を打ち切
る． 

 

 
 (3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ..... ALOG, IABS 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンの用途について(1) 

本サブルーチンは，通常サブルーチン CFTN 若
しくは CFTR と併用して用いる． 
ところで，一般的に離散型複素フーリエ変換及
び，逆変換は(3.1), (3.2) で定義される． 
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kj njx ωα  (3.2) 

CFTN では， (3.1),  (3.2) に対応して， (3.3),  
(3.4) なる変換を行う． 
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  一方，CFTR では，(3.1),  (3.2) に対応して，
(3.5),  (3.6)なる変換を行う． 
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njx
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kj ωα  (3.6) 

すなわち本サブルーチンは，CFTN と併用して

(3.3),  (3.4) による変換の後に{ }~α k , { }~x j の並べ

かえを行う．若しくは，CFTR と併用して，

(3.5), (3.6) による変換の直前に { }x j , { }α k の並

べかえを行う． 
なお，本サブルーチンのパラメタの内容は，本
質的には CFTN，CFTR と同じであるので，指
定方法は同一と考えてよい． 
使用例①，②参照のこと．  

②  本サブルーチンの用途について (2) 
本サブルーチンは，①で述べたように CFTN，
CFTR と併用して用いるが，CFTN，CFTR によ
り多次元のフーリエ変換又は逆変換を行う場合
も，同様に用いることができる． 
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ところで一般的に多次元離散型複素フーリエ変
換は，(3.7)で指定される．（2 次元の場合） 
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CFTN では，(3.7)に対応して，(3.8)なる変換を
行うことができる． 
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一方，CFTR では,  (3.7)に対応して，(3.9) なる
変換を行うことができる． 
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逆変換の場合も,1 次元の逆変換と同様な変換を
行うことができる． 
すなわち，本サブルーチン CFTN と併用して，
(3.8) による変換の後に{N1･N2 ~

.α k k1 2 }の並べか

えを行う，若しくは，CFTR と併用して，(3.9)
による変換の直前に{xJ1J2} の並べかえを行う．
使用例③参照のこと． 

③ ISN の与え方について 
NT 個のデータの実部，虚部が各々NT•I なる大
きさの領域に，間隔 I で格納されている場合
は，次のように指定する． 

ISN =± I 

ここで，I の符号は正負どちらでもよい． 
この場合，並べかえた結果も間隔 I で格納され
る．  
 

c. 使用例 
① 1 次元変換に伴う並べかえ(1) 

n 項の複素時系列データ { }x j に対するフーリエ

変換をサブルーチン CFTN により行い，その結
果の{n ~α k }について本サブルーチンにより並べ

か え を 行 い，正規化して { }α k を求める． 
n ≤ 1024 (= 210)の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024) 
      READ(5,500) N,(A(I),B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,N) 
 

      CALL CFTN(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL PNR(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      DO 10 I=1,N 
      A(I)=A(I)/FLOAT(N) 
      B(I)=B(I)/FLOAT(N) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (I,A(I),B(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     *      /(15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5) 
  620 FORMAT(15X,I5,2E20.7) 
      END 

 
② 1 次元変換に伴う並べかえ(2) 

n 項の複素時系列データ { }x j に対するフーリエ

変換を行う前に，本サブルーチンにより並べか

えを行い，その結果の { }~x j についてサブルーチ

ン CFTR により変換し，正規化して{ }α k を求め

る． 
n ≤ 1024 (= 210)の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024) 
      READ(5,500) N,(A(I),B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,N) 
      CALL PNR(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL CFTR(A,B,N,N,1,1,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      DO 10 I=1,N 
      A(I)=A(I)/FLOAT(N) 
      B(I)=B(I)/FLOAT(N) 
   10 CONTINUE 
      WRITE(6,620) (I,A(I),B(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     *      /(15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5) 
  620 FORMAT(15X,I5,2E20.7) 
      END 
 
③ 2 次元変換に伴う並べかえ 

N1•N2 項の複素時系列データ{xj1, j2}に対するフ
ーリエ変換をサブルーチン CFTN により行い，
その結果の{N1•N2 2 ,1

~
kkα }について本サブルーチ

ンにより並べかえを行い，正規化して{ 2 ,1 kkα }を
求める．  
N1•N2 ≤ 1024 ( = 210)の場合． 
なお，データ{xj1, j2}は，図 PNR-1 で示されるよ
うに格納すればよい． 
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図 PNR-1  {xJ1,J2}の格納方法 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024),B(1024),N(2) 
      READ(5,500) (N(I),I=1,2) 
      NT=N(1)*N(2) 
      READ(5,510) (A(I),B(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),B(I),I=1,NT) 
      NS=1 
      DO 10 I=1,2 
      CALL CFTN(A,B,NT,N(I),NS,1,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      CALL PNR(A,B,NT,N(I),NS,1,ICON) 
      NS=NS*N(I) 
   10 CONTINUE 
      DO 20 I=1,NT 
      A(I)=A(I)/FLOAT(NT) 
      B(I)=B(I)/FLOAT(NT) 
   20 CONTINUE 
      WRITE(6,610) (I,A(I),B(I),I=1,NT) 
      STOP 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(2E20.7) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',2I5/ 
     *      /(15X,I5,2E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'OUTPUT DATA'/ 
     *      /(15X,I5,2E20.7)) 
      END 
 
(4) 手法概要 

2 を基底とする高速フーリエ変換で必要となる，
ビット逆転の意味での逆順となるようにデータの並
べかえを行う．  

まず，離散型複素フーリエ変換を(4.1)で定義す
る． 

1,,1,0,2exp ...
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0
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nk
n
jkix

n

j
jk πα  (4.1) 

ここで，(4.1)では通常の正規化定数 1/n は省略し
ている． 

今，n = 2l である場合，高速フーリエ変換を適用
することを考える．（高速フーリエ変換の原理につ
いては，サブルーチン CFT の項を参照のこと）．  

{ }x j を与えた領域だけで変換を行う場合には，変

換する直前若しくは，変換した直後にデータの並べ
かえが必要となる． 
すなわち，(4.1)における k, j を 
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1

110
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1

110
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......
=⋅++⋅+=

=⋅++⋅+=

−
−

−

−
−

−

l
l

l

l
l

l

jjjjjj
kkkkkk  (4.2) 

と表現したとき，高速フーリエ変換の結果は， 

α (k0 + kl･2+ … + kl–1･2l–l) 

に対し 

~α (kl–1+ kl–2･2+...+k0･2l–1 ) 

となる． 
ここで，α (k0 + kl･2+...+ kl–1･2l–l)≡αk

0
+k

1･2+…kl-1･2
l-1

 

は，データ{ }α k の並び順位を 2 進法で表現したもの

と解釈できる．したがって， { }~α k は { }α k に対して

ビット逆転の意味でそのデータの並びが逆順とな
り，最終的にデータの並べかえが必要となる．一方  

1,0,,,22

1,0,,,22
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1

021

10
1

021

......

......
=⋅++⋅+=

=⋅++⋅+=

−
−

−−

−
−

−−

l
l

ll

l
l

ll

jjjjjj
kkkkkk  (4.3) 

と表現した場合の高速複素フーリエ変換の結果は， 

( )1
110 22 ... −
− ⋅++⋅+ l

lkkkα  

となり，ビット逆転はせず正順となる． 
すなわち，変換の直前にデータ{xj}の並びを(4.3) の j 
で示されるようにビット逆転の意味で逆順となるよ
うに並びかえるならば，最終的にデータの並べかえ
は不要である． 

以上述べたように，高速複素フーリエ変換では，

本質的にはあるデータ { }α k において(4.4)，(4.5)で示

される順位のデータの互換が必要となる．  
1

110 22 ... −
− ⋅++⋅+= l

lkkkk  (4.4) 
1

021 22~ ... −
−− ⋅++⋅+= l

ll kkkk  (4.5) 

本サブルーチンでは， { }α k 又は { }~α k が与えられ

たとき，ビット逆転の意味で逆順となるようにデー

タを並べかえ，{ }~α k 又は{ }α k を求める． 
並べかえのための基本条件は，次のとおりであ

る． 
(a) k= ~k の場合は互換は不要である 
(b) k≠ ~k の場合は，α(k) とα ( )~k （又は，

α ( )~k と ~α ( )~k ）を互換する． 
なお，詳細については，参考文献[55], [56]及び, 

[57]を参照すること． 
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J12-20-0101  RANB2 

二項乱数の生成 
CALL RANB2 (M, P, IX, IA, N, VW, IVW, ICON) 

 
(1) 機能 

与えられた母数 m, p で決まる二項分布の確率密度
関数(1.1)から，指定された n 個の擬似乱数（整数）
を生成する． 

( )

...... ,2,1,,,1,0,10,

1

==<<

−







= −

mmkp

pp
k
m

P kmk
k  (1.1) 

n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
M ············ 入力．母数 m． 
P ············· 入力．母数 p． 
IX ··········· 入力．初期値．非負の整変数

（INTEGER*4 であること）． 
出力．次の本サブルーチン呼出しのための
初期値． 
（使用上の注意参照）． 

IA············ 出力．n 個の二項乱数． 
大きさ n の 1 次元配列． 

N ············· 入力．生成する二項乱数の個数 n． 
VW ········· 作業領域．大きさ m + 1 の 1 次元配列． 
IVW ········ 作業領域．大きさ m + 1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RANB2-1 参照． 
 

表 RANB2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし．  
30000 M < 1, P ≤ 0, P ≥ 1, IX < 0 又は 

N < 1 であった． 
処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 .... ALOG, EXP, DMOD, 

FLOAT 
 
b. 注意 
① 初期値 IX について 

本サブルーチンは，一様乱数から二項乱数への
変換を行っている．パラメタ IX は，一様乱数
を生成するときの初期値として与えるもので,そ
の扱いは  RANU2 の場合と同じである． 
（RANU2 の「使用上の注意」参照）． 

② パラメタ M, P を同じ値で使用している間は， 
VW, IVW の内容を変更してはならない．  

c. 使用例 
m = 20, p = 0.75 の二項分布から擬似乱数を
10000 個生成し，その頻歩分布を示すヒストグ
ラムをプロットする． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION IA(10000),VW(21),IVW(21), 
     *          HSUM(21) 
      INTEGER*4 IX 
      DATA X1,X2/-0.5,20.5/ 
      DATA NINT,XINT/21,1.0/ 
      DATA M,P,IX,N/20,0.75,0,10000/ 
      DO 10 I=1,21 
   10 HSUM(I)=0.0 
      CALL RANB2(M,P,IX,IA,N,VW,IVW,ICON) 
C     SUM NOS. IN HISTGRAM FORM 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      X=IA(I) 
   20 CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
C     PLOT DISTRIBUTION 
      WRITE(6,600) 
      ISW=2 
      CALL HIST(X,X1,X2,NINT,HINT,HSUM, 
     *         ISW) 
      STOP 
  600 FORMAT('1',10X,'BINOMIAL RANDOM ', 
     * 'NUMBER DISTRIBUTION'//) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン HIST については，
サブルーチン RANU2 の「使用例」参照のこ
と． 

 
(4) 手法概要 

二項乱数の生成は次のようにして行われる，すな
わち区間(0, 1)での一様分布から生成された擬似乱数 
u が，(4. 1)を満たすように整数 l を決定するとき，l
が二項乱数となる．  

F u Fl l− ≤ <1  (4.1) 

ここで，Fl は (4.2)で示す二項累積分布関数である． 

( ) mlpp
k
m

F

F
l

k

kmk
l ,,1,0,1

0

...
0

1

=−







=

=

∑
=

−

−

 (4.2) 

(4.1)の方法を m = 6, p = 0.5 の場合について図 
RANB2-1 に示す．例えば u = 0.74321 とすれば l = 4
となる． 
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6543210−1

1.0

0.7

0.5

l

Fl

 

図 RANB2-1  二項累積分布関数 Fl 

この累積分布は，m，p が決まれば一意的に定まる
ものであるから，一個の二項乱数に対して毎回(4.2)
を計算するのは無駄である．したがって，最初に累
積分布表を作成しておけば，後はこの表を参照する
だけでよい．パラメタ VW はこのために使用され
る．更に，もし u が 1 に近い値である場合，(4.1)に
おいて，l =0, 1, 2, ...と調べてゆくのも時間的に無駄
である．パラメタ IVW は，u の値によって l を適当
な値から開始するための索引表として使用される． 

 
なお詳細については，参考文献[93]を参照するこ

と． 
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11-30-0101 RANE2 

指数乱数の生成 
CALL RANE2 (AM, IX, A, N, ICON) 

 
(1) 機能 

与えられた平均 m を持つ指数分布の確率密度関数
(1.1)から，指定された n 個の擬似乱数を生成する．  

( ) m
x

e
m

xg
−

=
1  (1.1) 

ここに， 0m,0x >≥ である．また n ≥ 1 であるこ

と． 
 
(2) パラメタ 
AM ········· 入力．指数分布の平均 m． 
IX ··········· 入力．初期値．非負の整変数  

（INTEGER *4 であること）． 
出力．次の本サブルーチン呼出しのための
初期値． 
（使用上の注意参照）． 

A ············· 出力．n 個の指数乱数． 
大きさ n の 1 次元配列・ 

N ············· 入力．生成する指数乱数の個数 n． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表  RANE2-1参照． 
 

表 RANE2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし  
30000 AM ≤ 0, IX < 0 又は， 

N < 1 であった． 
処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... RANU2, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ALOG, DMOD 
 
b. 注意 
① 初期値 IX について 

本サブルーチンは一様乱数生成サブルーチン
RANU2 を使用して，一様乱数から指数乱数へ
の変換することを行っている． 
パラメタ IX は一様乱数を生成するときの初期
値として与えるものであり，その扱いは
RANU2 の場合と同じである（RANU2 の「使用
上の注意」参照）． 

 
c. 使用例 

平均 1.0 の指数分布から擬似乱数を 10000 個生
成し，その頻度分布を示すヒストグラムをプ
ロットする．  

 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(10000),HSUM(12) 
      INTEGER*4 IX 
      DATA X1,X2,NINT,XINT/0.0,6.0,12,0.5/ 
      DATA AM,IX,N/1.0,0,10000/ 
      DO 10 I=1,12 
   10 HSUM(I)=0.0 
      CALL RANE2(AM,IX,A,N,ICON) 
C     SUM NOS. IN HISTGRAM FROM 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      X=A(I) 
   20 CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
C     PLOT DISTRIBUTION 
      WRITE(6,600) 
      ISW=2 
      CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
      STOP 
  600 FORMAT('1',10X,'EXPONENTIAL', 
     * ' RANDOM NUMBER DISTRIBUTION'//) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン HIST についてはサ
ブルーチン RANU2 の「使用例」参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

指数乱数 y は次の関係式を使って生成される．  

y m u= − log  (4.1) 

ここに，u は区間(0, 1) での一様分布から生成され
た擬似乱数であり，m は (1.1)式で示されている平均
である． 

(4.1)は次のように導かれる．すなわち，指数分布
の累積分布関数は(1.1)式より(4.2)となる．  

( ) ( )
y

m
x

m edxe
m

dxxgyF yy
11

11
00

−−
−=== ∫∫  (4.2) 

ところで， 

u = F(y) 

なる関係より，いまひとつの一様乱数を u1 とする
と，(4.2) より (4.3)が得られる． 

( )y m u1 11= − −log  (4.3) 

1- u1を改めて u1とおくと (4.1)が導かれる． 
このようにして，u1, u2, u3, .....から変換された y1, y2, 
y3, .....は指数分布に従って分布する擬似乱数列と考
えることができる． 
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J11-20-0301 RANN1 

正規乱数の生成（高速型） 
CALL RANN1 (AM, SD, IX, A, N, ICON) 

 
(1) 機能 

与えられた平均 m と標準偏差 σを持つ正規分布の
確率密度関数(1.1)から，指定された n 個の擬似乱数
を生成する．  

( ) ( ) 22 2

2
1 σ

σπ
mxexg −−=  (1.1) 

n ≥ 1 であること． 
 

(2) パラメタ 
AM ········· 入力．正規分布の平均 m． 
SD ··········· 入力．正規分布の標準偏差 σ． 
IX ············ 入力．初期値．非負の整変数  

(INTEGER *4 であること)． 
出力．次の本サブルーチン呼出しのための
初期値． 
（使用上の注意参照）． 

A ············· 出力．n 個の正規乱数． 
大きさ n の 1 次元配列・ 

N ············· 入力．生成する正規乱数の個数 n． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RANN1-1 参照 ． 
 

表 RANN1-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし  
30000 IX < 0 又は N < 1 であった． 処理を打ち切る. 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... SQRT, ALOG, ABS,  

  SIGN, DFLOAT, DINT 
 

b. 注意 
① 初期値 IX について 

本サブルーチンは一様乱数を生成し，これを正
規乱数へ変換することを行っている． 
パラメタ IX は一様乱数を生成するときの初期
値として与えるものであり，その扱いは
RANU2 の場合と同じである（RANU2 の「使用
上の注意」参照）． 

c. 使用例 
平均 0，標準偏差 1.0 の正規分布から擬似乱数
を 10000 個生成し，その頻度分布を示すヒスト
グラムをプロットする． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(10000),HSUM(12) 
      INTEGER*4 IX 
      DATA X1,X2/-3.0,3.0/ 
      DATA NINT,XINT/12,0.5/ 
      DATA AM,SD,IX,N/0.0,1.0,0,10000/ 
      DO 10 I=1,12 
   10 HSUM(I)=0.0 
      CALL RANN1(AM,SD,IX,A,N,ICON) 
C     SUM NOS. IN HISTGRAM FORM 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      X=A(I) 
   20 CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
C     PLOT DISTRIBUTION 
      WRITE(6,600) 
      ISW=2 
      CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
      STOP 
  600 FORMAT('1',10X,'NORMAL RANDOM', 
     * ' NUMBER DISTRIBUTION'//) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン HIST についてはサ
ブルーチン RANU2 の「使用例」参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

正規乱数の生成は逆関数法によっている．すなわ
ち，区間(0, 1)での一様分布から生成された一様乱数 
ui (i = 1, 2, ..., n)に対して変換 

( )z G u mi i= +−1 σ  (4.1) 

を施すことにより，正規乱数 zi (i = 1, 2, ..., n)を得
る．ここに G-1(u) は，累積正規分布関数 

( ) ( )G z g x dx
x

= −∞∫  

の逆関数である． 
本サブルーチンでは，二宮による最良近似式を用

いることにより高速度で G-1 (u) を計算している． 
 

a. u − ≤05 0 46875. . の場合 

( ) ( )( )G u cx e x d x b− = + + +1 2 2  

ただし，x= u − 0.5，理論絶対精度 7.9･10-4 
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b. u − >05 0 46875. . の場合 

G-1(u) = sign(u-0.5)･p(v+q+r/v) 

ただし， ( )v u= − − −log . .05 05 ， 

理論絶対精度 9.3･10-4 
G-1(u)の計算には殆んどの場合（確立 15/16）， 

a. 式が用いられるので非常に高速である． 
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J11-20-0101 RANN2 

正規乱数の生成 
CALL RANN2 (AM, SD, IX, A, N, ICON) 

 
(1) 機能 

与えられた平均 m と標準偏差 σを持つ正規分布の
確率密度関数(1.1)から，指定された n 個の擬似乱数
を生成する． 

( ) ( ) 22 2

2
1 σ

σπ
mxexg −−=  (1.1) 

n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
AM ········· 入力．正規分布の平均 m． 
SD ··········· 入力．正規分布の標準偏差 σ． 
IX ············ 入力．初期値．非負の整変数  

(INTEGER *4 であること)． 
出力．次の本サブルーチン呼出しのための
初期値． 
（使用上の注意参照） 

A ············· 出力．n 個の正規乱数． 
大きさ n の 1 次元配列． 

N ············· 入力．生成する正規乱数の個数 n． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表  RANN2-1参照． 
 

表 RANN2-1  コンディションコード 

コード 意味  処理内容 
         0 エラーなし．  
30000 IX < 0 又は N < 1 であっ

た． 
処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... RANU2, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... SQRT, ALOG, SIN,   

 COS , DMOD 
 
b. 注意 
① 初期値 IX について 

本サブルーチンは一様乱数生成サブルーチン
RANU2 を使用して，一様乱数から正規乱数へ
変換することを行っている． 
パラメタ IX は一様乱数を生成するときの初期
値として与えるものであり，その扱いは
RANU2 の場合と同じである．（RANU2 の「使
用上の注意」参照）． 

c. 使用例 
平均 0，標準偏差 1.0 の正規分布から擬似乱数
を 10000 個生成し，その頻度分布を示すヒスト
グラムをプロットする． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(10000),HSUM(12) 
      INTEGER*4 IX 
      DATA X1,X2/-3.0,3.0/ 
      DATA NINT,XINT/12,0.5/ 
      DATA AM,SD,IX,N/0.0,1.0,0,10000/ 
      DO 10 I=1,12 
   10 HSUM(I)=0.0 
      CALL RANN2(AM,SD,IX,A,N,ICON) 
C     SUM NOS. IN HISTGRAM FORM 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      X=A(I) 
   20 CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
C     PLOT DISTRIBUTION 
      WRITE(6,600) 
      ISW=2 
      CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
      STOP 
  600 FORMAT('1',10X,'NORMAL RANDOM', 
     * ' NUMBER DISTRIBUTION'//) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン HIST についてはサ
ブルーチン RANU2 の「使用例」参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

正規乱数の生成はボックス・ミュラー(Box and 
Müllar) の方法によっている．すなわち，区間 (0, 1)
の一様分布から生成された二つの一様乱数 ui , ui+1 
に，(4.1)及び (4.2)の変換を施すことにより正規乱数
zi , zi+1を得る． 

( ) muuz iii +−= +12
1

2coslog2 πσ  (4.1) 

( ) muuz iii +−= ++ 12
1

1 2sinlog2 πσ  (4.2) 

ここに m, σ はそれぞれ正規分布の平均と標準偏差
である．これにより一様乱数 u1, u2, u3, ...から，これ
と同数の正規乱数 z1, z2, z3, ...が得られる．ただし，
奇数個の正規乱数を生成する場合は，当然のことな
がら一つ余計に一様乱数が必要となる．  
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J12-10-0101 RANP2 

ポアソン乱数の生成 
CALL RANP2 (AM, IX, IA, N, VW, IVW, ICON) 

 
(1) 機能 

与えられた平均 m を持つポアソン分布の確率密度
関数(1.1)から，指定された n 個の擬似乱数（整数）
を生成する．  

!k
mep

k
m

k
−=  (1.1) 

ここに，m < 0, k は非負の整数である．また， 
n ≥ 1 である．(図 RANP2-1 参照)． 
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図 RANP2-1 ポアソン分布の確率密度関数 Pk 

(2) パラメタ 
AM ········· 入力．ポアソン分布の平均 m． 

（使用上の注意参照） 
IX ··········· 入力．初期値．非負の整変数

（INTEGER*4 であること）． 
出力．次の本サブルーチン呼出しのための
初期値． 
（使用上の注意参照） 

IA············ 出力．n 個のポアソン乱数． 
大きさ n の 1 次元配列・ 

N ············· 入力．生成するポアソン乱数の個数 n． 
VW ········· 作業領域．大きさ [2m + 10]の 1 次元配

列． 
IVW ········ 作業領域．大きさ[2m + 10]の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RANP2-1 参照． 
 

表 RANP2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし  
30000 AM ≤ 0, AM > log(flmax)  

IX < 0 又は N < 1 であった． 
処理を打ち切
る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... EXP, DMOD 
 
b. 注意 
① パラメタ AM ≤log(flmax)であること． 

AM の値が log(flmax)を越えると(4.2)式の e-m の計
算においてアンダフローを起こす．このとき Fn 
の値が正確に計算できなくなるのでこれを防ぐ
ためである． 

② パラメタ AM の値 (m)が大きいとき（およそ
AM≥ 20）は，ポアソン分布を，平均 m 標準偏
差 m の正規分布で近似し，正規乱数としての擬
似乱数（切上げ整数）を生成した方がよい（手
法概要の［Fnの計算打切りの与える影響につい
て］参照）． 

③ 初期値 IX について 
本サブルーチンは，一様乱数よりポアソン乱数
へ変換することを行っている．パラメタ IX は
一様乱数を生成するときの初期値として与える
もので，その扱いは RANU2 の場合と同じであ
る（RANU2 の「使用上の注意」参照）． 

④ パラメタ AM を同じ値で使用している間は，
VW, IVW の内容を変更してはならない． 

 
c. 使用例 

平均 1.0 のポアソン分布から擬似乱数を 10000
個生成し，その頻度分布を示すヒストグラムを
プロットする． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION IA(10000),VW(12), 
     *          IVW(12),HSUM(6) 
      INTEGER*4 IX 
      DATA X1,X2/-0.5,5.5/ 
      DATA NINT,XINT/6,1.0/ 
      DATA AM,IX,N/1.0,0,10000/ 
      DO 10 I=1,6 
   10 HSUM(I)=0.0 
      CALL RANP2(AM,IX,IA,N,VW,IVW,ICON) 
C     SUM NOS. IN HISTGRAM FORM 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      X=IA(I) 
   20 CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
C     PLOT DISTRIBUTION 
      WRITE(6,600) 
      ISW=2 
      CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
      STOP 
  600 FORMAT('1',10X,'POISSON RANDOM', 
     * ' NUMBER DISTRIBUTION'//) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン HIST については，サ

ブルーチン RANU2 の「使用例」参照のこと． 
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(4) 手法概要 
ボアソン乱数の生成は次のようにして行われる．

すなわち，区間(0, 1)での一様分布から生成された擬
似乱数 u が (4.1)を満たすように整数 l を決定すると
き，l がポアソン乱数となる． 

F u Fl l− ≤ <1  (4.1) 

ここで，Fl は (4.2) で示すポアソン累積分布関数
である．  

F− =1 0
 (4.2) 
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(4.1) の方法を図 RANP2-2 に示す．図中，例えば  
u = 0.84321 とすれば l = 2 として生成される． 

 

 
 

図 RANP2-2  ポアソン累積分布関数 Fl 

この累積分布は，m が決まれば一意的に定まるも
のであるから, 一個の一様乱数に対して毎回(4.2)を計
算するのは無駄である．したがって，最初に累積分
布表を作成しておけば，後はこの表を参照するだけ
でよい．パラメタ VW はこのために使用される．更
に，もし u が 1 に近い値であるとすると，(4.1)にお
いて，l =0, 1, 2, ...と調べてゆくのも時間的に無駄で
ある．パラメタ IVW は，u の値によって l を適当な
値から開始するための索引表として使用される． 

 
［Fl の計算打切りの与える影響について］ 

ポアソン分布の範囲が本来無限である以上， (4.2) 
を計算するとき，どうしても計算の打切りが必要と
なる．すなわち， l = 1, 2, 3, ...をどこで打切るかであ
る．このことは(4.2)の演算精度に依存しており， 

Fl-1 = Fl 
となったときはこれ以上 l を増やしても意味がな
い．m が 20 になってくると，わずかではあるがこれ
による悪影響を受けやすくなるので,この場合，ポア
ソン分布を正規分布（平均 m，標準偏差 m）で近似
し，正規乱数（切上げ整数）として求めた方が，よ
りよい擬似乱数が得られる． 
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J11-10-0101 RANU2 

一様乱数 (0, 1)の生成 
CALL RANU2 (IX, A, N, ICON) 

 
(1) 機能 

区間(0,1)の一様分布から，与えられた初期値をも
とに，指定された n 個の擬似乱数を合同法により生
成する． n≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
IX ··········· 入力．初期値．非負の整変数

（INTEGER*4 であること）． 
出力．次の本サブルーチン呼出しのための
初期値． 
（使用上の注意参照） 

A ············· 出力．n 個の一様乱数．大きさ n の 1 次元
配列． 

N ············· 入力．生成する一様乱数の個数 n． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RANU2-1 参照． 
 

表 RANU2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし ．  
30000 IX < 0 又は N < 1 であっ

た． 
処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... DMOD 

 

b. 注意 
① 初期値 IX について 

(3.1)の合同法により，擬似乱数列（整数）{IXi} 
を求めるとき，利用者は初期値として IX0 を与え
なければならない（通常は 0でよい）． 

IX IXi ia c+ ≡ × +1 (mod m),  i =0,1,…,n−1 (3.1) 

ここに， IXi, a, c 及び m はすべて非負の整数で
ある．この数列{IXi}を (0, 1) に正規化すること
により，n 個の擬似乱数（実数）をパラメタ A
に生成する．擬似乱数生成後，パラメタ IX に
は IXn が与えられる．したがって，更に続けて
擬似乱数列を生成する場合，パラメタ IX の値
を変更しないかぎり，この IXn がそのまま初期
値として使用される．  
また，パラメタ N=1 として本サブルーチンの n 
回連続呼び出しで得た数列{IXn} は整数一様乱
数列としても用いることができる． 

② 一様乱数の検定 
一様乱数の性質は大きくわけて二つの性質（等
出現性，無規則性）があるが，本サブルーチン
を使用するにあたってはこれらの性質を把握し
ておいた方がよい． 
IX = 0 を与えたときの本サブルーチンの統計的
仮説検定結果を表 RANU2-2 に示す． 
通常，擬似乱数の生成において,すべての検定項
目を十分満足させることは不可能であるが，本
サブルーチンは等出現性の検定にも無規則性の
検定にも一応の満足を得られるよう a, c の値
（手法概要参照）を採用している． 

  

表 RANU2-2  RANU2 のχ2の検定結果 

検定項目 
サンプルの 
大きさ* サンプル数** 

有意水準 a%で棄却されなかったサンプル
数 備 考 

10% 5% 1% 

1 次元頻度 
1000 100 94 99 99 部分等区間の個数 10 
2000 50 45 48 50 〃 

10000 10 10 10 10 〃 
1 次元頻度 10000x2 20 18 19 20 部分等区間の個数 10x10 
1 次元頻度 5000x3 20 19 19 20 部分等区間の個数 5x5x5 

系列相関 1000 100 100 100 100 lag k = 60 
10000 10 10 10 10 lag k = 600 

ギャップ 

1000 100 68 84 91 ギャップの長さ≥ 8 なるものは
一つの階級としてまとめた. 

10000 10 6 6 10 ギャップの長さ≥ 9 なるものは
一つの階級としてまとめた. 

上昇・下降連 

1000 100 91 94 97 連の長さ≥ 4 なるものは一つの
階級としてまとめた. 

10000 10 10 10 10 連の長さ≥ 5 なるものは一つの
階級としてまとめた. 

平均値より 
上か下かの連 

1000 100 92 94 100 連の長さ≥ 7 なるものは一つの
階級としてまとめた. 

10000 10 10 10 10 連の長さ≥ 10 なるものは一つ
の階級としてまとめた. 

* 一つのサンプルに含まれる乱数の個数． 
** 最初の相続くサンプル系列について検定した． 
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c. 使用例 

区間(0,1)の一様分布から擬似乱数を 10000 個生
成し，その頻度分布を示すヒストグラムをプ
ロットする．  

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(10000),HSUM(10) 
      INTEGER*4 IX 
      DATA X1,X2,NINT,XINT/0.0,1.0,10,0.1/ 
      DATA IX,N/0,10000/ 
      DO 10 I=1,10 
   10 HSUM(I)=0.0 
      CALL RANU2(IX,A,N,ICON) 
C     SUM NOS. IN HISTGRAM FORM 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      X=A(I) 
   20 CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
C     PLOT DISTRIBUTION 
      WRITE(6,600) 
      ISW=2 
      CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
      STOP 
  600 FORMAT('1',10X,'UNIFORM RANDOM ', 
     * 'NUMBER DISTRIBUTION'//) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン HIST は頻度分布を
計算し，そのヒストグラムをプロットするサブ
ルーチンである．以下にその内容を示す．  

 
      SUBROUTINE HIST(X,X1,X2,NINT,XINT, 
     *                HSUM,ISW) 
      DIMENSION HSUM(1) 
      CHARACTER*4 IMAGE(31),II,IBLK,IAST 
      DATA II,IBLK,IAST/'I   ','    ', 
     *     '*   '/ 
      IF(ISW.NE.1) GO TO 30 
C     TO SET UP HISTGRAM FOR RANDOM NOS. 
      J=0 
      IF(X.GT.(X1+X2)/2.0) J=NINT/2 
      BK=X1+J*XINT 
   10 J=J+1 
      BK=BK+XINT 
      IF(X.LT.X1) RETURN 
      IF(X.LT.BK) GO TO 20 
      IF(X.LT.X2) GO TO 10 
      RETURN 
   20 HSUM(J)=HSUM(J)+1.0 
      RETURN 
C     TO GET MAX X FOR PLOTTING 
   30 Y=HSUM(1) 
      DO 40 I=2,NINT 
   40 Y=AMAX1(HSUM(I),Y) 
      IMAGE(1)=II 
      DO 50 I=2,31 
   50 IMAGE(I)=IBLK 
      BK=X1-XINT 
      WRITE(6,600) 
      DO 60 I=1,NINT 
      BK=BK+XINT 
      WRITE(6,610) BK 
      J=30.0*HSUM(I)/Y+1.5 
      IMAGE(J)=IAST 
      WRITE(6,620) HSUM(I),IMAGE 
      IMAGE(J)=IBLK 
      IMAGE(1)=II 
   60 CONTINUE 
      BK=BK+XINT 
      WRITE(6,610) BK 

      RETURN 
  600 FORMAT(2X,'BREAK PT',3X,'PT SUM', 
     * 11X,'GRAPH OF DISTRIBUTION') 
  610 FORMAT(2X,F5.1,1X,48('-')) 
  620 FORMAT(12X,F7.1,5X,31A1) 
      END 
 
(4) 手法概要 

一様乱数を生成させる方法は，現在ではほとんど
レーマー(Lehmer)による合同法である．合同法は(4.1)
で示される基本的合同関係に基づいている． 

IX IXi ia c+ ≡ × +1  (mod m) (4.1) 
ここに，IXi, a, c及び mはすべて非負の整数である． 

この合同法は決定論的なものであって確率的でな
い．すなわち，数列{IXi}の第 i 項の値をあらかじめ
計算することができる．しかし生ずる数列が統計的
検定を矛盾なくパスするならば，実用的にはこれを
確率的に扱えると考えてよい． 

(4.1)において，IX0, a, cが与えられるならば，数列
{IXi}は m を法(modulus)とする剰余の列をつくる．こ
のことはすべての IXi に対して IXi < mを意味する．
数列{IXi}から ri = IXi / m として，数列{ri}  をつくる
ことによって区間(0,1)の擬似乱数列が得られる． 

ここで IXh = IX0 となるような hを数列{IXi}の周期
という．これは IXh+1 = IX1, IXh+2 = IX2, ... となる事実
からきている． 

このような h は常に存在し，しかも最大値は m に
関係するという定理がある．これは合同法では繰返
しのない数列を得ることはできないことを示してい
るが，実用上は十分大きな法を選ぶことによって周
期を大きくすることができる．本サブルーチンでは 
m =2b として b = 31 すなわち， 

m = 231  (4.2) 

を採用した． 
一方， a の値に対してはグリーンバーガー

（Greenberger）の公式を適用している．この公式によ
ると，m1/2に近い a の値は擬似乱数の 1 次系列相関を
最小にする．擬似乱数生成法の特性として系列相関が
小さいということは極めて望ましい性質であるから
(4.2)より， 

327713232 2
31

2 =+=+=
b

a  (4.3) 

とした．また，c 値は m と互いに素である適当な値
c = 1234567891 を与えている． 
しかし，上記 a, c の値は単に一意的に決定したも

のではなく，いくつかの候補に対して検定を繰り返
すことにより，最良のものを採用した．このことは 
a, c の値は最終的には経験的な要素が大きく関与し
ていることを示すものである． 
なお，詳細については参考文献[89] pp.43-57 を参

照すること． 
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J11-10-0201 RANU3 

一様乱数 (0,1)の生成（シャフル型） 
CALL RANU3 (IX, A, N, ISW, IVW, ICON) 

 
(1) 機能 

区間 (0,1)の一様分布から，与えられた初期値をも
とに，指定された n 個の擬似乱数をシャフル型の合
同法により生成する． n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
IX ··········· 入力．初期値．非負の整変数

（INTEGER*4 であること）． 
出力．次の本サブルーチン呼出しのための
初期値． 
（使用上の注意参照）． 

A ············· 出力．n 個の一様乱数．大きさ n の 一次元
配列． 

N ············· 入力．生成する一様乱数の個数 n． 
ISW ········ 入力．初回呼出しのとき 0 を指定する． 

2 回目以降のとき 1 を指定する． 
IVW ········ 作業領域．大きさ 128 の 1 次元配列

（INTEGER*4 であること）． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RANU3-1 参照． 
 

表 RANU3-1    コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし．  
30000 IX < 0, N≤0, ISW < 0 又は 

ISW > 1 であった． 
処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... RANU2, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ... DMOD 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，乱数が持つ二つの性質（等

出現性，無規則性）のうち，特に無規則性を高
めたものである．したがって，サブルーチン
RANU2 に対して，一般に乱数の性質（特に多
次元分布の乱数としての性質）が良いが，処理
速度は若干遅い． 
高速度に乱数を生成する必要のある場合は,サブ
ルーチン RANU2 を使用するとよい． 

② 初期値 IX について 
(3.1)の合同法により，整数型一様乱数列{IXi}を求
めるときの，初期値 IX0 をパラメタ IX に入力す
る． 

( ) ...,1,0 , modIXIX 1 =+×=+ imca ii
 (3.1) 

ここに，IXi, a, c 及び m はすべて非負の整数で
ある．乱数発生後，パラメタ IX には最終的な 
IXi が与えられる．したがって，更に続けて乱
数を発生する場合，そのまま初期値として利用
することができる． 

③ 乱数の連続発生 
本サブルーチンを繰り返し呼び出すことにより,
乱数を連続的に発生させることができる． 
すなわち，2 回目以降の呼出し時に，ISW = 1
と入力する．この場合，パラメタ IX, IVW の内
容は保存したまま呼び出すこと． 
もし，2 回目以降 ISW = 0 と入力すると，その
ときのパラメタ IX の値を初期値とする別系列
の乱数が発生されるので注意すること．  
 

c. 使用例 
区間 (0.1)の一様分布から擬似乱数を 10000 個生
成し，その頻度分布を示すヒストグラムをプ
ロットする． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(10000),HSUM(10),IVW(128) 
      INTEGER*4 IX,IVW 
      DATA X1,X2,NINT,XINT/0.0,1.0,10,0.1/ 
      DATA IX,N/0,10000/,ISW /0/ 
      DO 10 I=1,10 
   10 HSUM(I)=0.0 
      CALL RANU3(IX,A,N,ISW,IVW,ICON) 
C     SUM NOS. IN HISTGRAM FORM 
      ISW=1 
      DO 20 I=1,N 
      X=A(I) 
   20 CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
C     PLOT DISTRIBUTION 
      WRITE(6,600) 
      ISW=2 
      CALL HIST(X,X1,X2,NINT,XINT,HSUM, 
     *          ISW) 
      STOP 
  600 FORMAT('1',10X,'UNIFORM RANDOM', 
     *' NUMBER DISTRIBUTION'//) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン HIST については，
サブルーチン RANU2 の「使用例」参照のこ
と． 

 
(4) 手法概要 

一様乱数の性質には，大きく分けて等出現性と無
規則性とがある．ところで，レーマー法 

( ) ...,2,1,0 ,modIXIX 1 =+×=+ imca ii  (4.1) 

による擬似乱数列は，多次元分布において，高次元
になればなるほど著しい規則性を示し，擬似乱数と
しての性質が低下することが知られている． 

たとえば，合同式(4.1)から得られる乱数列{IXi}を
2 つずつ組み合わせた点 P0 (IX0, IX1), P1 (IX1, IX2)
を，xy 座標系内でプロットすると，これらの点はい
くつかの平行な直線上に並ぶ． 
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本サブルーチンでは,レーマー法のこの欠点を補う
ために,シャフル型の乱数発生方法を採用している． 

この方法は，乱数の発生方法自体はレーマー法と
同じであるが,乱数列の順番を乱数で決定することに
より，無規則性を高めるものである． 

乱数列発生の手順は以下のとおりである．  
① 基本乱数表の作成 

レーマー法により，長さの 80 の順序づけられ
た整数型一様乱数を発生する．それを 

B
iIX , i=1, 2, ……,80 (4.2) 

と表す． 

② 乱数列の発生 
レーマー法により，引き続く乱数を 1 個発生
し，それを IX0とする． 
以下 l = 1, 2, ..., n と繰り返し，n 個の擬似乱数
を発生する． 
 
• l-1 番目の乱数を用いて，基本乱数表から乱

数を 1 個取りだし，それを IXl とする．すな
わち， 

( ) 180modIXIXIX 1 +== −l
B
jl j,  (4.3) 

この IXl を区間(0, 1)に正規化し，求める l 番
目の擬似一様乱数とし，A(l)に格納する．  

 
• 引き続き l + 1 番目の乱数 IXl+1 を発生し，基

本乱数表の j 番目に格納する．すなわち，  

1IXIX += l
B
j  (4.4) 
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一様乱数 (0, 1)の頻度テスト 
CALL RATF1 (A, N, L, ALP, ISW, IFLG, VW, 

 IVW, ICON) 
 
(1) 機能 

区間 (0, 1)の，n 個の擬似一様乱数列{xi}が与えら
れたとき，統計的仮説検定に基づく 1 次元頻度テス
トを行う． 
すなわち，“擬似一様乱数は，一様乱数である”

という仮説のもとに，区間 (0, 1)を l 個の部分区間に
分割し，各区間に落ちる乱数の実現度数と期待度数
とからカイ二乗検定を行い，有意水準 α%で仮説が
棄却されるか否かを判定する． 
なお，乱数列の個数が多い場合は，乱数列を分割

し，本サブルーチンを繰り返し呼び出すことによ
り，継続的に検定することもできる．  
ここで， n≥ l ≥ 2 , 100 >α > 0 であること． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．擬似一様乱数列{xi}． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．乱数の個数 n．使用上の注意①参

照.． 
L ············· 入力．部分区間の数 l．使用上の注意①参

照． 
ALP ········ 入力．有意水準α．使用上の注意②参照． 
ISW ········ 入力．制御情報． 

複数組の乱数列に対して，本サブルーチン
を繰り返し呼び出す場合に，継続的に検定
を行うか否かを指定する． 
 ISW = 0 のとき，継続しない．  
 ISW = 1 のとき，継続する． 
ただし，初回目の呼び出し時には， 
ISW = 0 とする．使用上の注意③参照． 

IFLG ······· 出力．検定結果． 
IFLG = 0 : 仮説が棄却されなかった． 
IFLG = 1 : 仮説が棄却された． 

VW ········· 作業領域．大きさ 2 の 1 次元配列．  
IVW ········ 作業領域．大きさ L + 1 の 1 次元配列．

（INTEGER*4 であること）． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RATF1-1 参照． 
 

表 RATF1-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし  
10000 期待度数 Fi が小さく，

カイ二乗分布の近似が悪
い．n を大きくするか，l
を小さくするとよい． 

処理は続行する． 
検査結果の信頼性は
低い． 

30000 N < L, L < 2, ALP ≥ 100,  
ALP ≤ 0, ISW < 0 又は 
ISW > 1 であった． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL,  UX2UP  
② FORTRAN 基本関数 ... SQRT, EXP, ALOG, 

  FLOAT, ABS, ERFC, ATAN 
 
b. 注意 
① 乱数の個数 n と部分区間 l の設定基準 

検定の信頼性を高めるためには，乱数の個数 n 
を十分に大きくとることが望ましい．一般に
は，期待度数 Fi が， 

( )F n li = > 10  (3.1) 

を満たすことが望ましい． 
本サブルーチンでは，(3.1)を満たさない場合
は， ICON = 10000 とする．  
更に，n が十分に大きい場合，l の値は標準的
に， 

[ ]l n= +1 3322 10. log  (3.2) 

が適当である．例えば，n = 1000 の時は l = 10,  
n = 10000 の時は  l = 14 となる． 
(3.2) は，各部分区間に落ちる乱数の度数分布を
視覚的にとらえた場合の妥当性を，経験に基づ
いて定めた式である． 

② 有意水準 αの設定基準 
有意水準は，統計的仮説検定の理論より，任意
に設定できるが，“仮説が真であるにもかかわ
らず，これを棄却する過誤（第 1 種の過誤）を
おかす確率”が有意水準であるので，1%～10%
の値を選択することが望ましい． 
標準的には 5%又は 1%が適当である． 

③ 継続的検定について 
いま m 個の一様乱数列 {yi} が，s 組の乱数列に
分割されているとする．すなわち，  

{ } { } { } { }
siiii yyyy +++= ...

21

 

とし，個々の乱数列に含まれる乱数の個数を
m1, m2, ..., ms とする． 

m = m1 + m2 + ... + ms 

本サブルーチンの 1 回の呼出しで，乱数列{yi}
の検定を行うことができるが，個々の乱数列に
対して繰り返し呼び出すことにより，最終的に 
{yi}に対する検定結果を得ることもできる． 
後者の場合，呼出しごとの各パラメタの与え方
と検定対象の関係を表 RATF1-2 に示す． 
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表 RATF1-2  継続的検定の方法 

呼出し A N ISW 検定対象 
1 {yi1} m1 0 {yi1} 
2 {yi2} m2 1 {yi1} + {yi2} 

... ... ... ... ... 
S {yis} ms 1 {yi1} + {yi2} 

+ ... + {yis} 

（注）パラメタ L, ALP の値は一定であること． 

一方，呼出しごとに ISW = 0 と指定すると，各
乱数列ごとの検定が行われる． 
以上のように，繰り返し本サブルーチンを呼び
出す場合は，作業領域 VW 及び IVW の内容を
保存したまま呼び出すこと． 

④ 作業領域の内容 
本サブルーチンを実行した後，作業領域には次
の値が格納されている． 
• VW(1): 自由度 l – 1 のχ2 分布の χ0

2 におけ

る上側確率． 
• VW(2): 乱数列{xi}の度数分布に対する χ0

2

値． 
• IVW(I): 第 I 番目の区間に落ちた乱数の実

現度数．I = 1, 2, ..., L 
 

c. 使用例 
10000 個の擬似一様乱数列{xi}をサブルーチン
RANU2 により生成し，その結果を先頭から
1000 個ずつ計 10 組の乱数列を構成し，各々に
対して頻度テストを実施する．  
ここで，l = 10, α = 5%とする． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(10000),VW(2),IVW(11) 
      INTEGER*4 IX,IVW 
      DATA IX,N/0,1000/,IOK/10/ 
      DATA L,ALP/10,5.0/,ISW/0/ 
      NS=10 
      LL=L-1 
      WRITE(6,600) IX,N,NS,LL,ALP 
      IS=1 
      IE=N 
      DO 20 I=1,NS 
      CALL RANU2(IX,A,N,ICON) 
      CALL RATF1(A,N,L,ALP,ISW,IFLG,VW, 
     *           IVW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GOTO 10 
 

      WRITE(6,610) I,IS,IE 
      IOK=IOK-1 
      GOTO 15 
   10 IOK=IOK-IFLG 
      IF(IFLG.EQ.0) WRITE(6,620) I,IS,IE 
      IF(IFLG.EQ.1) WRITE(6,630) I,IS,IE 
   15 IS=IE+1 
   20 IE=IE+N 
      RATE=IOK*100.0/NS 
      WRITE(6,640) IOK,RATE 
      STOP 
  600 FORMAT('1',60('*')/6X, 
     *'FREQUENCY TEST FOR UNIFORM', 
     *' RANDOM NUMBERS.'/1X,60('*')// 
     *6X,'INITIAL VALUE    IX=',I5/ 
     *6X,'SAMPLING LENGTH   N=',I5/ 
     *6X,'SAMPLE NUMBER      =',I5/ 
     *6X,'FREE DEGREE     L-1=',I5/ 
     *6X,'SIGNIFICANCE LEVEL =',F5.1,'%'/ 
     *6X,'RESULTANTS :'// 
     *9X,'NO.   SAMPLE    JUDGEMENT') 
  610 FORMAT(9X,I2,I7,'-',I5,4X,'ERROR') 
  620 FORMAT(9X,I2,I7,'-',I5,4X,'SAFE') 
  630 FORMAT(9X,I2,I7,'-',I5,4X,'FAIL') 
  640 FORMAT(//6X,'TOTAL CONCLUSION:'// 
     *9X,I2,' (',F5.1, 
     *' %) SAMPLES ARE SAFE.') 
      END 
 
(4) 手法概要 

区間 (0, 1) を l 個の部分区間に等分割し，検定す
べき n 個の擬似乱数のうち，i 番目の区間に落ちる個
数を fi とする．更に，fi に対する一様分布の期待度
数を Fiとすれば， 

( )∑
=

−
=

l

i i

ii

F
Ff

1

2
2
0χ  (4.1) 

なる値は，多くの標本{xi}に関して自由度 l-1 のカイ
二乗分布をなす． 

そこで本サブルーチンでは，(4.1)より χ0
2 値を求

め，有意水準 α%として，帰無仮説“ n 個の擬似乱
数は一様乱数である．”を検定する． 

  (4.1)において期待度数 Fi は 

Fi = n / l (4.2) 

である． 
 
なお，詳細については参考文献 [93]を参照するこ

と． 
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一様乱数 (0.1) の上昇・下降連テスト 
CALL RATR1 (A, N, L, ALP, ISW, IFLG, VW, 

IVW, ICON) 
 
(1) 機能 

区間 (0, 1)の，n 個の擬似一様乱数列{xi}が与えら
れたとき，統計的仮説検定に基づく上昇・下降連テ
ストを行う． 
すなわち，“擬似一様乱数は，一様乱数である”

という仮説のもとに，長さ r (高々 l, 1 ≤ r ≤ l, l 以上
のものは l に含める) の連の実現度数と期待度数とか
らカイ二乗検定を行い，有意水準 α%で仮説が棄却
されるか否かを判定する． 

ここで，長さ r の連とは，乱数列の中で連続した
r 個の要素が単調増加（又は減少）する部分列であ
る． 
なお，乱数列の個数が多い場合は，乱数列を分割

し本サブルーチンを繰り返し呼び出すことにより，
継続的に検定することもできる．  

ここで， n≥ l + 2,  l ≥ 2 , 100 >α > 0 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．擬似一様乱数列{xi}． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．乱数の個数 n．  
L ············· 入力．最大の連の長さ l．使用上の注意①

参照 
ALP ········ 入力．有意水準α．使用上の注意②参照． 
ISW ········ 入力．制御情報 

複数組の乱数列に対して，本サブルーチン
を繰り返し呼び出す場合に，継続的に検定
を行うか否かを指定する． 
 ISW = 0 のとき，継続しない．  
 ISW = 1 のとき，継続する． 
ただし，初回目の呼び出し時には， 
ISW = 0 とする． 
使用上の注意③参照． 

IFLG ······· 出力．検定結果． 
IFLG = 0 : 仮説が棄却されなかった． 
IFLG = 1 : 仮説が棄却された． 

VW ········· 作業領域．大きさ 3 の 1 次元配列． 
IVW ········ 作業領域．大きさ L + 8 の 1 次元配列．

（INTEGER*4 であること） 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RATR1-1 参照． 
 

表 RATR1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし  
10000 期待度数 Fi の小さいもの

があり，カイ二乗分布の近
似が悪い． 
n を大きくするか，l を小
さくするとよい． 

処理は続行する． 
検査結果の信頼性は
低い． 

30000 N < L+2, L < 2, ALP ≥ 100,  
ALP ≤ 0, ISW < 0 又は 
ISW > 1 であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, UX2UP  
② FORTRAN 基本関数 ... SQRT, EXP, ALOG, 

  FLOAT, ATAN, ERFC, MAX0, MIN0 
 
b. 注意 
① 最大の連の長さ l の設定基準 

連の長さが r となる期待度数 Fr は， 

( ) ( )
2,,2,1,
!3

432
!3

132
232

−⋅⋅⋅=
+

−−+
−

+
++

=

nr
r

rrr
r

rrnFr  (3.1) 

で表される．すなわち， 

( )11 +≈+ rFF rr  

程度に減少していく．例えば，n = 10000 の場
合，F1 = 4160 に対して F2 = 1834, ..., F5 = 20, F6 
= 3 となる．したがって，この場合，  

l = 5 
 程度にとるのが適当である． 
本サブルーチンでは,期待度数 Fiが 

Fi > 10 
を満たさない場合は ICON = 10000 とする．  

② 有意水準 αの設定基準 
有意水準は，統計的仮説検定の理論より，任意
に設定できるが，“仮説が真であるにもかかわ
らず，これを棄却する過誤（第 1 種の過誤）を
おかす確率”が有意水準であるので，1%～10%
の値を選択することが望ましい． 
標準的には 5%又は 1%が適当である． 

③ 継続的検定について 
いま m 個の一様乱数列 {yi} が，s 組の乱数列に
分割されているとする．すなわち，  

{yi} = {yi1} + {yi2} + ... + {yis}  

とし，個々の乱数列に含まれる乱数の個数を，
m1, m2, ..., ms とする． 

m = m1 + m2 + ... + ms 
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本サブルーチンの 1 回の呼出しで，乱数列{yi}
の検定を行うことができるが，個々の乱数列に
対して繰り返し呼び出すことにより，最終的に 
{yi}に対する検定結果を得ることもできる． 
後者の場合，呼出しごとの各パラメタの与え方
と検定対象の関係を表 RATF1-2 に示す． 

 
表 RATR1-2  継続的検定の方法 

呼出し A N ISW 検定対象 
1 {yi1} m1 0 {yi1} 
2 {yi2} m2 1 {yi1} + {yi2} 
… … … … … 
S {yis} ms 1 {yi1} + {yi2} + ... + 

{yis} 

（注） パラメタ L, ALP の値は一定であること． 

一方，呼出しごとに ISW = 0 と指定すると，各
乱数列ごとの検定が行われる． 
以上のように，繰り返し本サブルーチンを呼び
出す場合は，作業領域 VW 及び IVW の内容を
保存したまま呼び出すこと． 

④ 作業領域の内容 
本サブルーチンを実行した後，作業領域には次
の値が格納されている． 
• VW(1): 自由度 l – 1 のχ2 分布の χ0

2 におけ

る上側確率． 
• VW(2): 乱数列{xi}の度数分布に対する χ0

2

値． 
• IVW(I): 長さが I である連の実現度数． 

I = 1, 2, ..., L 
 

c. 使用例 
1000 個の擬似一様乱数列{xi}をサブルーチン
RANU2 により生成し，その結果を先頭から
1000 個ずつ計 10 組の乱数列を構成し，各々に
対して上昇・下降連テストを実施する．  
ここで，l = 4, α = 5%とする． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1000),VW(3),IVW(12) 
      DATA IX,N/0,1000/,IOK/10/ 
      DATA L,ALP/4,5.0/,ISW/0/ 
      NS=10 
      LL=L-1 
      WRITE(6,600) IX,N,NS,LL,ALP 
      IS=1 
      IE=N 
      DO 20 I=1,NS 
      CALL RANU2(IX,A,N,ICON) 
      CALL RATR1(A,N,L,ALP,ISW,IFLG,VW, 
     *           IVW,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) GOTO 10 
      WRITE(6,610) I,IS,IE 
      IOK=IOK-1 
      GOTO 15 
 

   10 IOK=IOK-IFLG 
      IF(IFLG.EQ.0) WRITE(6,620) I,IS,IE 
      IF(IFLG.EQ.1) WRITE(6,630) I,IS,IE 
   15 IS=IE+1 
   20 IE=IE+N 
      RATE=IOK*100.0/NS 
      WRITE(6,640) IOK,RATE 
      STOP 
  600 FORMAT('1',60('*')/6X, 
     *'RUNS TEST FOR UNIFORM', 
     *' RANDOM NUMBERS.'/1X,60('*')// 
     *6X,'INITIAL VALUE    IX=',I5/ 
     *6X,'SAMPLING LENGTH   N=',I5/ 
     *6X,'SAMPLE NUMBER      =',I5/ 
     *6X,'FREE DEGREE     L-1=',I5/ 
     *6X,'SIGNIFICANCE LEVEL =',F5.1,'%'/ 
     *6X,'RESULTANTS :'// 
     *9X,'NO.   SAMPLE    JUDGEMENT') 
  610 FORMAT(9X,I2,I7,'-',I5,4X,'ERROR') 
  620 FORMAT(9X,I2,I7,'-',I5,4X,'SAFE') 
  630 FORMAT(9X,I2,I7,'-',I5,4X,'FAIL') 
  640 FORMAT(//6X,'TOTAL CONCLUSION:'// 
     *9X,I2,' (',F5.1, 
     *' %) SAMPLES ARE SAFE.') 
      END 
 
(4) 手法概要 

検定すべき n 個の擬似乱数列 {xi}における，長さ 
r の上昇連とは，{xi}の連続した r 個の要素からなる
部分列があって，その先頭要素を xk (1 ≤ k < n) とした
とき，  

............ 111 ++++− ><<<> rkrkkkk xxxxx  
を満たすものをいう．ただし，k = 1 又は k + r = n の
とき端の不等号は考えないものとする． 

一方，下降連についても同様に定義する． 
そこで，{xi}において，長さ r(高々 l, 1 ≤ r ≤ l) の

連の個数を fr と表す．ただし，fl は長さが l 以上の連
の個数の総和とする．一方，長さ r の期待度数を Fr 
とすると，  

( )∑
=

−
=

l

i i

ii

F
Ff

1

2
2
0χ  (4.1) 

なる値は，多くの標本{xi}に関して自由度 l-1 のカイ
二乗分布をなす． 

そこで本サブルーチンでは，(4.1)より χ0
2 値を求

め，有意水準 α%として，帰無仮説“ n 個の擬似乱
数は一様乱数である．”を検定する． 
  (4.1)において期待度数 Fr は  

( ) ( )!3
432

!3
132

232

+
−−+

−
+

++
=

r
rrr

r
rrnFr  (4.2) 

2,,2,1, ... −= nr  

であり，その総和は 
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( ) 3/72 −=∑ nF
r

r  (4.3) 

となることが知られている． 
ところで，カイ二乗検定では， 

∑∑ =
r

r
r

r Ff  (4.4) 

となることを前提としているが，実際には(4.4)が満
たされないのが普通である． 

そこで本サブルーチンでは，期待度数 Frを実限度
数 frにより修正した値 F*r 

∑ ∑
=

r
r

r

r
rr F

FfF *  (4.5) 

を採用することにより，検定の精度を高めている． 
 

なお，詳細については参考文献 [93]を参照するこ
と． 
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離散型実フーリエ変換 
CALL RFT (A, N, ISN, ICON) 

 
(1) 機能 

1 次元（項数 n）の実時系列データ{xj}が与えられ
たとき，離散型実フーリエ変換，又はその逆変換を
高速変換手法 (FFT)により行う． 

ただし，項数 n = 2l (l: 正整数)であること． 
 
① フーリエ変換 

{xj}を入力し，(1.1)で定義する変換を行い，
フーリエ係数{nak}, {nbk}を求める． 

1
2

,,1,2sin2

2
,,0,2cos2

...

...
1

0

1

0

−==

==

∑

∑
−

=

−

=

nk
n
kjxnb

nk
n
kjxna

n

j
jk

n

j
jk

π

π

 (1.1) 

② フーリエ逆変換 
{ak}, {bk} を入力し，(1.2)で定義する変換行い，
フーリエ級数の値{2xj}を求める． 
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j=0,...,n-1 

(2) パラメタ 
A ············· 入力．{xj}又は{ak}, {bk}． 

出力．{nak}, {nbk}又は{2xj}． 
大きさ n の 1 次元配列． 
図 RFT-1 参照． 

N ············· 入力．変換の項数 n． 
ISN ········· 入力．変換か逆変換かを指定する (≠ 0)． 

変換: ISN = + 1 
逆変換: ISN = - 1 
（使用上の注意②参照）． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 RFT-1 参照． 

 
表 RFT-1  コンディションコード 

コード 意味  処理内容 
         0 エラーなし  
30000 ISN = 0 又は N ≠ 2l 

(l: 正整数) であった． 
処理を打ち切
る． 

 

図 RFT-1  データの格納方法 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... CFTN, PNR, MGSSL, URFT  
② FORTRAN 基本関数 ... ATAN, ALOG, SQRT,  

SIN, IABS 
 
b. 注意 
① 一般的なフーリエ変換の定義について 

離散型実フーリエ変換及び，逆変換は一般的に
(3.1), (3.2) で定義される． 











−==

==

∑

∑
−

=

−

=

1
2

,,1     ,2sin2
2

,,0    ,2cos2

...

...
1

0

1

0

nk
n
kjx

n
b

nk
n
kjx

n
a

n

j
jk

n

j
jk

π

π  (3.1) 

1,,0    ,cos
2
1

2sin2cos
2
1

...2/

12/

1
0

−=+







 ++= ∑

−

=

njja

n
kjb

n
kjaax

n

n

k
kkj

π

ππ
 (3.2) 

本サブルーチンでは，(3.1), (3.2)の左辺に対応
して，{nak}, {nbk}又は，{2xj}を求めるので結果
の正規化は必要に応じて行うこと． 
ちなみに本サブルーチンにより変換・逆変換を
正規化せずに連続して実行すると，入力データ
の各要素は 2n 倍されて出力される． 

② ISN の与え方について 
ISN では，変換か逆変換かを指定するが，更に
次のように使い分けることができる．  
すなわち，{xj}又は，{ak}, {bk}が N⋅I なる大き
さの領域に間隔 I  で格納されている場合は，次
のように指定する．  
変換: ISN = + I 
逆変換: ISN = - I 
この場合，変換結果も間隔 I で格納される． 

 
c. 使用例 

n 項の実時系列データ{xj}を入力して，本サブ
ルーチンにより変換したのち正規化 {ak}, {bk}
を求める．n ≤ 1024 (= 210) の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(1024) 
      READ(5,500) N,(A(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,A(I),I=1,N) 
      ISN=1 
      CALL RFT(A,N,ISN,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,620) A(1) 
      N1=N/2-1 
      IF(N1.NE.0)  
     * WRITE(6,630) (I,A(2*I+1),A(2*I+2), 
     *              I=1,N1) 
      N1=N1+1 
      WRITE(6,630) N1,A(2) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5/(2E20.7)) 
  600 FORMAT('0',10X,'INPUT DATA N=',I5/ 
     * /(15X,I5,E20.7)) 
  610 FORMAT('0',10X,'RESULT ICON=',I5/) 
  620 FORMAT('0',17X,'K',10X,'A(K)',16X, 
     * 'B(K)'//19X,'0',E20.7) 
  630 FORMAT(/15X,I5,2E20.7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

項数 n (=2⋅m) の離散型実フーリエ変換（以下，実
変換という）を，8 及び 2 を基底とする高速変換手
法 (FFT)により行う． 
ところで実変換は，変換の対象となる実データ{xj} 

を虚部が零なる複素データとみなし，それに対して
離散型複素フーリエ変換（以下，複素変換という）
を行えば得られる．しかし，この場合，複素変換の
性質を利用すると効率よく変換が可能であることが
知られている．すなわち，複素変換を(4.1)で定義す
ると， 

α πk j
j 0

n 1

x , ,...,= −





= −
=

−

∑ exp 2 0 1i kj
n

k n  (4.1) 

  {xj}が実データの場合，(4.2)なる共役関係があり，
それを利用するわけである． 

1,...1    ,* −==− nkkkn αα  (4.2) 

* は複素共役を表す． 
ところで，実変換の結果の{ak}, {bk}と，複素変換

による結果の{αk}との関連は(4.3)で示される．  
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 (4.3) 

したがって実変換を複素変換により行う場合に
は， (4.2), (4.3)より，ak, k = 0, ..., n/2 だけを求めれ
ば，{ak}, {bk}を求められることがわかる． 

本サブルーチンでは，この冗長度を考慮しつつ，
高速変換手法(FFT) を用いた複素変換を利用するこ
とにより，実変換を行う． 

以下にその方法を述べる． 

a. 複素変換を利用する実変換の方法 
まず，複素変換 (4.1)に高速変換手法 (FFT)の原
理を適用し，展開することを考える．すなわ
ち，n = 2⋅m であるから，k, j は(4.4)で表せる．  
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 (4.4) 

(4.4)を(4.1)に代入し，共通項を整理すると (4.5) 
となる． 
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 (4.5) 

(4.5)は，
j1

∑ により m 項の，また
j0

∑ により 2 

項の部分的な複素変換を各々複数組ずつ行うこ
とにより(4.1)なる複素変換が達成されることを
意味する．（高速変換手法の原理については
CFT の項を参照すること．）ここでは，虚部が
零なる複素データに対して，(4.5)を逐次計算し
ていくものとする．  
 
(a) 

j1

∑ による変換 

j1

∑ による m 項の部分的な複素変換は，j0  

に関して 2 組行う．すなわち，{xj}の偶数
番目のデータ{x1j}と奇数番目のデータ
{x2j}に対して各々複素変換し，{ α k

x1 }, 
{ α k

x 2 }を求めればよい．ところで，{x1j}, 
{x2j}は各々虚部が零なる複素データである
から，(4.2)と同様に,(4.6)なる共役関係が
ある．   
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 (4.6) 

この 2 組の複素変換は，次のように 1 組の
複素変換と若干の操作により行う． 
すなわち {x1j}, {x2j}の実部の対を (4.7)の
ように新たな複素データ{zj}の実部・虚部
と見なし，  

z x i x j mj j j= + ⋅ = −1 2 0 1, ,...,  (4.7) 

この{zj}に対して m 項の複素変換を行い，
{α k

z }を求める．(4.8)により，この{α k
z }か

ら，{α k
x1 }, {α k

x 2 }を求める． 
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(b) 

j0
∑ による変換 

j0
∑ による 2 項の部分的な複素変換は，j1

に関して m 組行う．その結果は虚部が零
なる複素データに対する複素変換の結果の
{αk}である．ところで，{ak}, {bk}を求める
には， αk , k = 0, ..., n/2 を求めればよいわ
けで，

j0
∑ による 2 項の複素変換において

は，共役部分の計算を除く．  

b. 本サブルーチンにおける手順 
以下に本サブルーチンにおける実変換の手順を
のべるが，n=16 の場合の流れ図が，図 RFT-2 
に示されるので，共に参考にすること．  
(a) n 項の実データのうち，偶数番目を{x1j}, 

奇数番目を{x2j} とし，(4.7) なる{zj} に対
して m 項の複素変換を行い，{ ak }を求め
る． 

(b)  (4.8)により，{α k
z } から{x1j} , {x2j}に対す

る m 項の複素変換の結果{α k
x1 }, {α k

x2 }を求

める ． 
(c) {α k

x2 } に対して，回転因子を掛ける． 
(d) 2 項の複素変換を行う． 
(e) 本サブルーチンでは，(a)の複素変換はサブ

ルーチン CFTN, PNR により行う． 
 

なお，詳細についていは，参考文献[55], [56]及
び，[57]を参照すること．  

 
［注意］  印は複素データ， 印又は  印は実データを示す．また， 

 印又は .... 印は，実質的な演算は不要であることを示す．  
ξ は回転因子であり，ξ = exp (-2πi/16)である． 
 

 
図 RTF-2  16 項実フーリエ変換の流れ図 
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C22-11-0111 RJETR, DRJETR 

実係数高次代数方程式 
（ジェンキンス・トラウプの方法） 
CALL RJETR (A, N, Z, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

実係数高次代数方程式 

( )1,0 ,:
0

0

1
10 ......

≥≠

=+++ −

naa
axaxa

i

n
nn

実数
 

の根をジェンキンス･トラウブの 3 段アルゴリズム
により求める． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．代数方程式の係数． 

大きさ n + 1 の 1 次元配列．  
A(1) = a0, A(2) = a1, ..., A(N + 1) = anの順に
与える． 
演算後内容は保存されない. 

N ············· 入力．代数方程式の次数 n． 
出力．求まった根の個数． 
（使用上の注意参照）． 

Z ············· 出力．n 個の根．大きさ n の複素数型 1 次
元配列．根は求まった順に Z(1), Z(2) ... に
出力される． 
したがって求まった根の個数を N とする
とそれらの根は Z(1) から Z(N)までにセッ
トされる． 

VW... ······ 作業領域．大きさ 6 (n + 1)の 1 次元配列． 
ICON.. ···· 出力．コンディションコード． 

表 RJETR-1 参照． 
 

表 RJETR-1  コンディションコード 

コード 意味  処理内容 
         0 エラーなし  
10000 n 根を，すべては求

めつくすことがで
きなかった． 

決まった根の個数をパラ
メタ N に，そして，根を
Z(1)～Z(N)に出力する． 

30000 n < 1 又は a0 = 0 で
あった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, AMACH, RQDR, IRADIX, 

 AFMAX, AFMIN, UJET 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, ALOG, EXP,  

SQRT, CMPLX, SIN, ATAN, REAL, 
AIMAG, AMAX1 

 
b. 注意 
① 配列 Z は本サブルーチンを呼び出す側のプログ

ラムにおいて COMPLEX 宣言をすること． 

② n 次代数方程式は n 個の根を持つが，ごくまれ
に必ずしもそのすべてを求めることができない
ことがある．利用者はこのことに注意し，パラ
メタ ICON あるいは N の演算後の値を確認する
こと．  

 
c. 使用例 

次数 n，実係数 ai を入力し,根を求める． 
 1 ≤ n ≤ 50 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(51),Z(50),VW(306) 
      COMPLEX Z 
      READ(5,500) N 
      N1=N+1 
      READ(5,510) (A(I),I=1,N1) 
      DO 10 I=1,N1 
      K=I-1 
   10 WRITE(6,600) K,A(I) 
      CALL RJETR(A,N,Z,VW,ICON) 
      WRITE(6,610) N,ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,620) (I,Z(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(I2) 
  510 FORMAT(5F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'A(',I2,')=',E20.8) 
  610 FORMAT(10X,'N=',I2,5X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(10X,'Z(',I2,')=',2E20.8) 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは，ジェンキンス(M.A.Jenkins) と
トラウプ(J.F.Traub) による 3 段アルゴリズムを用い
ている． 

3 段アルゴリズムとは,各々三つの段階で異なった
列として定義される K 多項式（後述）を用いて，絶
対値の小さい方の根から得られるように注意を払い
ながら根を追求し（第 1 段階），収束の状況に入っ
たと確認したら（第 2 段階），収束を速めて根を得
る（第 3 段階）手順である．特に，与えられた方程
式が実係数の場合は,根を 1 次又は 2 次因子として求
めるため，第 2 段階で 1 次因子へ収束しているか，2
次因子へ収束しているかの判定を行い,それに応じて
第 3 段階は二つの場合に分けて収束を速めている．2
次因子が求まったときは，2 次方程式の根の公式に
より根を求めている． 

 
特徴 
a. 複素根はその共役根とともに 2 次因子として計

算するため，複素演算を用いていない． 
b. 根は比較的絶対値の小さい方から計算されるの

で，次数低下に伴う不安定性を避けることがで
きる． 

c. 第 3 段階での収束率は 2 次よりも速い. 
 
K 多項式 

アルゴリズムを説明する前に，ここで二つの重要
な多項式を導入し，その性質を明らかにしておく． 

与えられた方程式を 
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 (4.1) 

とする．ここで a0 = 1, an ≠ 0 と仮定するが，それに
よって一般性が失われることはない． 

さて，(n − 1) 次の任意の多項式 K(0)(x) から出発
し，λ= 0, 1, ... に対して，K(λ)(x) を次のように定義す
る． 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )K x

x
K x

K
f

f xλ λ
λ

+ = −












1 1 0
0

 (4.2) 

この式から明らかなように,すべての K(λ)(x)は，た
かだか (n − 1)次の多項式である． 

いま， ( ) ( ) ( )K x c f xi i
i

j
0

1
= ∑

=
, ただし ( ) ( )f x

f x
xi

i

=
− ρ

 

 (4.3) 
とすると，K(λ)(x) は次のようになる． 

( ) ( ) ( )K x c f xi i i
i

j
λ λρ= ∑ −

=1
 (4.4) 

 (4.4)式より，もし |ρ1 | < |ρi| (i ≥ 2) かつ c ≠ 0 となる  
ρ1があると 

( ) ( ) ( )lim /
λ

λ ρ
→∞

= −f x K x x 1  (4.5) 

が成り立つ．ただし ( ) ( )K xλ  は ( ) ( )K xλ をその最高次

の係数で割った多項式である．ここで(4.5) の収束の
速さは ρ1 と ρi (i ≥ 2) の比に依存していることもわか
る．(4.2) で定義された多項式をシフトなし多項式 
(no-sift polynomials)と呼ぶ． 

第 2 の多項式は次のように定義する．(n - 1) 次の

多項式 ( ) ( )K x0 から出発し，λ = 0, 1, ... に対し (4.2) と
は異なって次のように定義する． 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]K x

x
K x A x B f xλ λ λ λ

σ
+ = + +1 1  

 (4.6) 

ここでσ(x) 2 次式 x2 + ux + v であり，その 2 根  
s1 , s2は s1 ≠ s2, |s1| = |s2| =β, β ≤ min |ρi|, f(s1) f(s2)≠0 を
満たすとする．また A(λ) , B(λ) は (4.6)の[  ] の中が
σ(x) で割り切れるように選ばれ，それぞれ 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )21

2211

21

21

sfsf
sfssfs

sKsK

sfsf
A λλ
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( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )21

2211

2211

21

sfsf
sfssfs

sfssfs
sKsKB

λλ
λ =  (4.7) 

である．このとき(4.6) のすべての K(λ)(x) は，たかだ
か (n – 1) 次の多項式となる．K(0)(x)を前と同様に 
(4.3) で表わすと (4.6) の多項式は次のように書け
る．  

( )( ) ( ) ( )ii

j

i
iii xfcxK ρσσσ λλ ==∑

=

− ,
1

 (4.8) 

 (4.6)で定義された多項式を固定シフト多項式
(fixed-shift polynomials)と呼ぶ．この固定シフト多項
式は次に示す二つの重要な性質を持っている．  
 
a. もし，ある σ(x) に対して 

σ σ1 2< ≥i i,  (4.9) 

となる ρ1 があれば， ρ1 は実数であり，かつ 

( ) ( ) ( ) 1/lim ρλ

λ
−=

∞→
xxKxf  (4.10) 

が成り立つ． 
ここで K(λ)(x)は(4.8)の K(λ)(x)をその最高次の係
数で割った多項式である． 

b. もし，ある σ(x) に対して 

σ σ σ1 2 3= < ≥i i,  (4.11) 

となる ρ1 , ρ2  があれば 
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とするとき， 

( )λ
λ

σ
∞→

lim (x)=(x-ρ1) (x-ρ2) (4.13) 

が成り立つ． 
 

3 段アルゴリズム 
次に 3 段アルゴリズムの各段階について説明す

る．3 段アルゴリズムは三つの段階から成ってい
る．各段階を通じて基本的な役割を果す(n-1)次の多
項式の列 K(λ)(x)は，それぞれの段階で異なった列と
して生成されるが，第 1 段階を終了したときの多項
式 K(M)(x)が第 2 段階の出発の多項式として，また，
第 2 段階の終了時の多項式 K(L)(x)が第 3 段階の出発
の多項式として用いられる． 
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① 第 1 段階（シフトなし過程） 
K 多項式 K(0)(x) = f’(x)より出発し,(4.2)により M 
回繰り返す． 
（反復回数 M については，収束判定法参照のこ
と） 
第 1 段階の目的は K(M)(x)において，絶対値の小
さい pi を含む項を支配的にすることである． 

② 第 2 段階（固定シフト過程） 
 (4.6) に従い，λ= M, M + 1, ..., L – 1 に対して固
定シフト多項式の列 K(λ)(x)を作る． 
（L については，収束判定法参照のこと．） 
固定シフト多項式を作る目的は，(4.9)が成り立
つのか，それとも (4.11) が成り立つのかを監視
することにある．しかしσk, k = 1, ..., j は計算で
きない量であるから，固定シフト多項式を作る

とともに， ( ) ( ) ( )f x K x/ λ とσ(λ)(x)の両方を作

り，そのいずれも監視することによって 1 次因
子へ収束しているのか，2 次因子へ収束してい
るのかを判断する． 
 (4.10)と (4.13)のどちらかが成り立つかは，s1, 
s2 の選び方に依存している.そのどちらへも収束
しなかったときは s1, s2 の決定が不適当であっ
たときで，改めて s1, s2 を選び直す（アルゴリ
ズム上の考慮参照）． 
 さて第 2 段階で ( ) ( ) ( )f x K x/ λ  が収束し始める

と，その時の最良の近似値だけシフトすること
によって収束を速められ，また σ(λ)(x)が収束し
始めると，(4.6)の σ(x)を σ(λ)(x)で置き換えるこ
とによって収束を速められる．これが変動シフ
ト過程への動機となっている． 

③ 第 3 段階（変動シフト過程） 
この段階は，第 2 段階での 1 次因子か 2 次因子
かへの収束に応じて，次の二つの手順に分け
る． 

a. 1 次因子への反復 
( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )







−

−
=

−=

+ xf
sf
sKxK

sx
x

sK/sfss LL

λ

λλ
λ

λ
λ 1

Re

1

111

K  (4.14) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )λλλλλ sK/sfss −=+1  (4.15) 
......,1, += LLλ  

として s(λ) を繰り返し求め，多項式 f(x) の一つ
の根 ρ1へ収束させる． 

b. 2 次因子への反復 
λ =L, L + 1, ...に対して次に示す変動シフト多項
式 K(λ+1)(x)をもとに σ(λ+1)(x)を作る． 

( )( ) ( )( )

( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )




















+

+

=+

xf

sfsf
sfssfs

sfssfs
sKsKx

sKsK
sfsf

xK

x
xK

λλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλ

λ

λ
λ

σ

21

2211

2211

21

21

21

1 1

 (4.16) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

K x K x

K x
x

K
K

f
f x vv v

v

0
1 1

1
1 1

11 0
0

0 1

λ λ

λ λ
λ

+ +

+
+ +

+

=

= −












=, ,  

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λσ

2
1

21
1

2

2
1

11
1

1

2
1

21
1

2

2
1

11
1

1

2
2

1
01

1
0

1
1

sKsK
sKsK

sKsK
xsKsK

xsKsK

x

++

++

++

++

++

+ =  (4.17) 

ここに ( )s1
λ , ( )s2

λ はσ(λ)(x)の 2 根である． 
σ(λ)(x) を反復することにより,f(x)の２次因子で
ある (x-ρ1)(x-ρ2) へ収束させる． 
（a. 及び b. の反復の終了については，収束判定
法参照のこと） 
 

アルゴリズム上の考慮 
a. 初期値 s1, s2 

(4.6) におけるσ(x) の s1, s2 は 

01
1

1 ......... =−+++ −
−

nn
nn axaxax  

の唯一の正根βをニュートン法を用いて解き 

( ) ( )θθβθθβ sincos,sincos 21 isis +=+= (4.18) 

とする．ただし，θ≠kπ, k = 0, ±1, ±2, … 
b. K(λ)(x) の正規化 

K(0)(x) = f’(x)/n とし，また(4.6)の右辺を(4.7)の
A(λ) で割って正規化した多項式を K(λ)(x)とし
て，演算中のオーバフローを避ける手段として
いる． 

c. K(λ)(x), δ(λ)(x) の計算方法 
第 2 段階の K(λ)(x)については， 
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) .

,

cuxdxxQxK

auxbxxQxf

K

f

+++=

+++=

σ

σ
λλ

 

とし，この a, b, c, d, u, v, Qf(x), Qk
(λ)(x) を用いて

K(λ+1)(x)を次のように計算する． 

( )( ) ( )( )

( ) bxQ
adbc

vbduadacx

xQ
adbc

vbuabaxK

f

K

+







−
++

−+












−
++

=+

            

22
1 λλ
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なお，σ(λ)(x) も同じように a, b, c, d, u, v を用い
て計算する． 

 
収束収定法 
a. 第 1 段階 

この段階の目的は,絶対値の小さな根を強調する
ことであり ,反復回数は数値経験的に 5 回  
(M = 5) としている．  

b. 第 2 段階 
( ) ( )( )00 λ

λ K/ft −= とすると 

t t tλ λ λ+ − ≤1

1
2

かつ t t tλ λ λ+ + +− ≤2 1 1

1
2

 

を満足したときこの段階の反復をやめ，第 3 段
階の 1 次因子への反復に入る． 
また， ( )( ) λλ

λ νσ ++= xuxx 2 とするとき，vλに
ついても tλと 同じ判定を行い，もし満足したな
ら，第 3 段階の 2 次因子への反復に入る．ただ
し tλ, vλの両方が 20 × I 回の反復を行っても収束
しない場合には，(4.18)においてθ を適当に回転
することによって s1, s2を作り直す．I は s1, s2を
選び直した回数で，その限界を 20 回とし，そ
れを超えたときは，ICON = 10000 として処理を
打ち切る． 

c. 第 3 段階 
(a) 1 次因子への反復 

s = s(λ)とすると 

        ∑∑
=

−

=

− ⋅≤
n

i

in
i

n

i

in
i sausa

00
 

を満したとき，その s を根として採用す
る．u は丸め誤差の単位である． 

(b) 2 次因子への反復 
 いま多項式 f(x) を 2 次因子 x2 + uλx + vλ で
割ったときの商を Q(x)， 
剰余を ( )B x u+ λ +Aとすると 

f(x)=( x2 + uλx + vλ) Q(x)+ ( )B x u+ λ +A 
と書ける．ここで，B, A を組立除法により
計算して，それらが共に有効桁を完全に
失ったとき，2 次因子が収束したと判定す
る．すなわち， 

,00 ab =                      00 ac =  

,011 buab ⋅−= λ          { }011 ,max cuac ⋅= λ  

として，k = 2, ..., n-2 に対して， 

,21 −− ⋅−⋅−= kkkk bvbuab λλ  
{ }21,,max −− ⋅⋅= kkkk cvcuac λλ  

を求め，更に 

32211 −−−−− ⋅−⋅−⋅−== nnnnn bvbvbuabB λλλ , 

21 −− ⋅−⋅−== nnnn bvbuabA λλ  

及び 

{ }D c a u c v cn n n n= = ⋅ ⋅− − − −1 1 2 3max , ,λ λ , 

{ }21,,max −− ⋅⋅== nnnn cvcuacC λλ  

を計算する． 
このとき， 

B D u≤ ⋅  かつ A C u≤ ⋅  
    （u は丸め誤差の単位） 

を満たしたならば，x2+ uλx + vλ を  f(x)の 2
次因子として採用する． 
反復の回数の限界は，(a), (b)共に 20 回と
し，もしこの回数で収束しなかった場合は
入ってきた第 2 段階の収束条件を強め，残
りの第 2 段階を繰り返す． 
なお，詳細については，参考文献 [30], 
[31] を参照のこと． 
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H11-20-0111 RKG, DRKG 

連立 1 階常微分方程式 
（ルンゲ・クッタ・ギル法） 
CALL RKG (Y, F, K, N1, H, M, SUB, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

連立 1 階常微分方程式の初期値問題 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

,,,,,
                                       

,,,,,
,,,,,

0021

02202122

01102111

...
......

...
...

≥











==′

==′
==′

n
xyyyyyxfy

xyyyyyxfy
xyyyyyxfy

nnnnn

n

n

ただし

 (1.1) 

における関係系 f1, ... , fnと初期値 x0, y10, ... , yn0が与
えられたとき，ルンゲ・クッタ・ギル法により， 
 x + h, x0 + 2h, ... , x0 +(m-1)h の各点における解 yiと
微係数 y’i (i=1, ..., n) を求める． 
 
(2) パラメタ 
Y ············· 入力．初期値 x0, y10, y20, ..., yn0 を 

Y(1,1) = x0, Y(2,l) = y10, Y(3,1) = y20, ...,  
Y(N1, 1) = yn0の順に与える．Y(K,M)なる 2 
次元配列． 
出力．xj = x0 + jh (j=1, ..., m-1) における 
 y1, y2, ..., yn の値． 
出力のしかたは次のとおりとする． 
J = 1, 2, ..., m-1 とするとき， 
Y(1, J + 1): xj 
Y(2, J + 1): y1j = y1(xj) 

......                        
Y(N1, J + 1): ynj =  ynj(xj) 

F  ············ 出力．xj = x0 + jh (j = 0, l, ..., m-1) における
y’1, y’2, ..., y’n すなわち f1, f2, ..., fnの値． 
F(K,M)なる 2 次元配列． 
出力のしかたは次のとおりとする． 
J = 0, 1, ......, m-1 とするとき， 
F(1, J + 1) : すべて 1.0 
F(2, J + 1) : y’1j = y’1(xj)  

......                          
F(N1, J + 1) : y’

nj=y’
n(xj) 

K ············· 入力．2 次元配列 Y, F の整合寸法値． 
N1 ··········· 入力．(連立常微分方程式の元数 n) + 1．  
H ············· 入力．キザミ h. 
M ············ 入力．解 yi (i=1, ..., n)を求めるところの独

立変数 x の離散点の個数 m． 
出発点 x0 も個数に含める．m ≥ 2． 

SUB ········ 入力．(1.1)式における fi(i = 1, 2, ..., n)を計
算する副プログラム名． 
［副プログラムの用意のし方］ 
SUBROUTINE SUB (YY,FF) 
パラメタ 

YY .. 入力．YY(1) = x, YY(2) = y1, 
YY(3)=y2, ..., YY(n +1) = ynなる対応を
持つ大きさ n + 1 の 1 次元配列． 

FF...出力．FF(2) = f1, FF(3) = f2,  
FF(4) = f3, ...., FF(n +l) = fnなる対応を
持つ大きさ n +1 の 1 次元配列． 
（使用例参照）． 
なお FF(1) には何も代入してはならな
い． 

VW ········· 作業領域．大きさ n+ 1 の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RKG-1 参照． 
 

表 RKG-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし  
30000 N1 < 2, K  < N1, M <2 

H = 0.0 のいずれかであった． 
処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... なし 
 
b. 注意 
① パラメタ SUB は本サブルーチンを呼び出す側

のプログラムで EXTERNAL 宣言をすること． 
② 本ルーチンはキザミを一定に保って，一定間隔

の xi における解を求めるものである．しかし次の
ような短所を持っている．すなわち，解が順次求
まってゆく過程で x0 から遠ざかるにつれ計算解
の，真の解に対する誤差の程度は大きくなって
いく.よって h の大きさにもよるが，一般に x0

からあまり遠くの点における解を求めるには適
さない． 
しかしながら逆に次のような長所を持ってい
る．すなわち一段法であること，言いかえれ
ば，x0+jh における解を求めるのに， x0+(j-1)h 
における解だけしか必要としない．多段法を適
用するときに必要な，ほんのいくつかの出発値
を計算するのに適している．また，そのために
だけ適用すべきものである．  

 
c. 使用例 

連立 1 解常微分方程式の初期値問題 (3.1) を解
く． 

( )

( ) 





==+=′

===′

31,24
51,

2202122

11021

yyy
x

y
x

y

yyyy

 (3.1)
 

h=0.1,m=10 の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Y(3,10),F(3,10),VW(3) 
      EXTERNAL SUB 
      Y(1,1)=1.0 
      Y(2,1)=5.0 
      Y(3,1)=3.0 
      H=0.1 
      CALL RKG(Y,F,3,3,H,10,SUB,VW,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,600) 
      WRITE(6,610) ((Y(I,J),I=1,3), 
     * (F(I,J),I=2,3),J=1,10) 
      STOP 
  600 FORMAT('1'/' ',20X,'X',19X,'Y1',18X, 
     * 'Y2',18X,'F1',18X,'F2'//) 
  610 FORMAT(' ',10X,5E20.8) 
      END 
      SUBROUTINE SUB(YY,FF) 
      DIMENSION YY(3),FF(3) 
      FF(2)=YY(3) 
      FF(3)=4.0*YY(2)/(YY(1)*YY(1))+2.0* 
     *      YY(3)/YY(1) 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

連立 1 階常微分方程式の初期値問題 (1.1) は，独
立変数 x そのものを一つの関数， 

y0(x) =x,  y00=y0(x0)=x0 (4.1) 

と見なすことにより次の (4.2) のように書くことがで
きる．ただし f0(y0, y1,......, yn)=1 とする．  

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )0010

02201022

01101011

0001000

,,,,
......

,,,,
,,,,
,,,,

...

...
...
...

xyyyyyfy

xyyyyyfy
xyyyyyfy

xyyyyfy

nnnnn

n

n

n

==′

==′
==′
==′

　　　　　　　　　　　

 (4.2) 

さらに記号を簡潔にするために，いくつかのベクト
ルを導入する． 

( )Tnyyyy ,,, ...210=y  

( )Tnyyyy 02010000 ,,, ...=y  

( ) ( ) ( ) ( )( )Tnfff yyyyf ,,, ...10=  (4.3) 
ただし ( ) ( )Tnii yyyff ,, ...10=y  

ni ,,1,0 ...=  

また， y’i (i = 0, 1, ..., n) を要素に持つベクトルを y′
で表わすことにする．このような記号を用いれば
(4.2)は次の(4.4)のように簡潔に書くことができる．  

( ) ( )00, xyyyfy ==′  (4.4) 

この (4.4) に対する，x = x0+ h における解 y(x0+ h)を
ルンゲ・クッタ・ギル法により求める手順を(4.5) に
示す．式中，qi , ki は yi , fiと同じく (n+1) 次元のベク
トルである．最初 q0は零ベクトルである． 

( )k f y1 = h 0  

( )y y 1
2

k 2q1 0 1 0= + −  

( )q q 3 y y 1
2

k1 0 1 0 1= + − −  

( )k f y2 1= h  

( )y y k q2 1 2 11 1
2

= + −








 −  

( )q q 3 y y k2 1 2 1 21 1
2

= + − − −








  

( )k f y3 2= h  

( )y y k q3 2 3 21 1
2

= + +








 −  

( )q q 3 y y k3 2 3 2 31 1
2

= + − − +








  (4.5) 

( )k f y4 3= h  

( )y y k q4 3 4 3

1
6

2= + −  

( )q q 3 y y k4 3 4 3 4

1
2

= + − −  

ここで y4 を y(x0+ h)の近似解とする．更に，x + 2h
における解を求めるときは 

q q0 4=  
y y0 4=  

とし， (4.5) を繰り返す．以下同様な手順で， 
x0 + 3h,......, x0 + (m-1) h における解が順次求まる． 
なお，手順については，参考文献 [69] を参照する

こと． 
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C21-11-0101 RQDR, DRQDR 

実係数 2 次方程式 
CALL RQDR (A0, A1, A2, Z, ICON) 

 
(1) 機能 

実係数 2 次方程式の根を求める． 

( )0 0 021
2

0 ≠=++ aaxaxa  

(2) パラメタ 
A0, Al, A2 ······· 入力．2 次方程式の係数．  
Z ············· 出力．2 次方程式の根． 

大きさ 2 の複素数型 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 RQDR-1 参照． 
 

表 RQDR-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
         0 エラーなし．  
10000 a0 = 0.0 であった． Z (1)の実部には-a2/a1  

虚部には 0.0 を入れる． 
Z (2)は保証しない． 

30000 a0 = 0.0 かつ a1 = 0.0 
であった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... CMPLX, SQRT, ABS 

 
b. 使用例 

2 次方程式の係数を入力し，根 Zを求める．  
 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Z(2) 
      COMPLEX Z 
      READ(5,500) A0,A1,A2 
      CALL RQDR(A0,A1,A2,Z,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,A0,A1,A2 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,610) (Z(I),I=1,2) 
      STOP 
  500 FORMAT(3F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'ICON=',I5/10X,'A=', 
     * 3E15.6) 
  610 FORMAT(10X,'Z=',2E15.6) 
      END 
 

(4) 手法概要 
2 次方程式 (a0x2 + a1x + a2 = 0) の根は P1 = a1/a0 ,  

P2 = a2/a0 とすれば 

x
P P P

=
− ± −1

2
24

2
 

で与えられる． 

2
2

1 4PP >>  の場合， − + −P P P1 1
2

24 , 

 − − −P P P1 1
2

24  のどちらかの計算において大きな

精度の損失を招く．この問題を防止するために，根
の公式で分子を有理化した式を使い計算している．
それを以下に示す．  

D= P P1
2

24− とすると 
D ≤ 0 の場合（共役複素数，重根） 

x P i D1 1 2 2= − + −/ /  

x P i D2 1 2 2= − + −/ /  (4.1) 
D > 0 の場合（二つの実根） 

P1 > 0 ならば 

( )x P P D1 2 12= − − +/  

( ) 212 /DPx +−=  

P1 ≤ 0 ならば 

)D(/ 2

 /2)D(-=

122

 11

+−=

+

PPx

Px
 (4.2) 

なお，判別式 2
2

1 4PPD −= の計算において |P1| が
大きいとき， P1

2 がオーバーフローを起こすことがあ

る．この問題を防止するために，|P1|>1035 の判定条
件を設け，この条件を満たさないときは上述の計算
方 法 で 対 処 し ， こ の 条 件 を 満 た す と き は 
D0 = 1- 4P2/P1/P1 で根の判別を行い， D は P D1 0

として計算する． 
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A52-31-0202 SBDL, DSBDL 

正値対称バンド行列の LDLT 分解 
（変形コレスキー法） 
CALL SBDL (A, N, NH, EPSZ, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n，上，下バンド幅 h の正値対称バンド行列
A を変形コレスキー法により LDLT 分解する． 

A LDLT=  (1.1) 

ただし，L は下バンド幅 h の単位下バンド行列， 
D は対角行列である． 

n > h ≥ 0 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．行列 A． 

出力．行列 L と行列 D-1． 
図 SBDL-1 参照． 
対称バンド行列用圧縮モード． 
大きさ n(h + 1)- h(h + 1)/2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．行列 A の次数 n． 
NH ········· 入力．下バンド幅 h． 
EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値 ( ≥ 0.0). 

0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意②参照．） 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 SBDL-1 参照． 

 

 

対角行列  D 

単位下バンド行列  L 

行列  D−1 +  (L−I) 配列 A 

1 1
1−d  

21l
2 2

1−d

hl + 1 1

h hd + +
−

1 1
1

n n hl −

n nd − 1

対角要素
を逆数に
して 

下バンド
部だけ 

dnn 

d22 
d11 

0 

 

0 

1 

1 

1 
1 

0 

0 

0 

0 

l21 

ln n-h

lh+11 

lnn-h 

lh+11 

l21 

n h( )+ 1

h h( )+ 1

2

-
dn

−1

dh h+ +
−

1 1
1  

d22
1−  

d11
1−

 
［注意］ 演算後，行列 D-1 + (L-I) の対角部分及び下バンド部分

が，対称バンド行列用圧縮モードで 1 次元配列 A に格
納される． 

図  SBDL-1 分解要素の格納方法 

表  SBDL-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 ピボットが負となった． 
行列 A は正値でない． 

処理は続行する．

20000 ピボットが相対的に零となっ
た．行列 A は非正則の可能性が
強い． 

処理を打ち切る．

30000 NH<0, NH ≥ N 又は， 
EPSZ < 0.0 であった． 

処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... ABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンではバンド部分の外側にある

要素にかかわる計算は省略しているので，正
値対称行列用のサブルーチン SLDL よりも処
理が速い． 

② ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10−s を設定
したとすると，この値は次の意味を持ってい
る．すなわち，変形コレスキー法による LDLT 
分解過程でピボットの値が 10 進数 s 桁以上の
桁落ちを生じた場合にそのピボットを相対的
に零と見なし，ICON = 20000 として処理を打
ち切る．EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u
としたとき，EPSZ = 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行
させる場合には，EPSZ へ極小の値を与えれば
よいが，その結果は保証されない． 

③ 分解過程でピボットが負となった場合，係数
行列は正値ではない．本サブルーチンでは，
このとき処理は続行するが ICON = 10000 とす
る． 
ただし，ピボッティングを行っていないため
計算誤差が大きい可能性があるので考慮する
こと． 

④ 本サブルーチンでは，LDLT 分解を行うが，D
に対応して D-1 を出力するので注意すること． 

⑤ 行列 A の行列式は，演算後の配列 A の n 個の
対角線上の値を掛け合わせ，その逆数をとる
ことにより得られる．ただし，配列 A は対称
バンド行列用圧縮モードであることに注意す
ること． 

 
c. 使用例 

n × n, バンド幅 h の行列を入力し，LDLT 分解
する．n ≤ 100，h ≤ 50 の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(3825) 
   10 READ(5,500) N,NH 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NH1=NH+1 
      NT=N*NH1-NH*NH1/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,630) 
      L=0 
      LS=1 
      DO 20 I=1,N 
      L=L+MIN0(I,NH1) 
      JS=MAX0(1,I-NH1) 
      WRITE(6,600) I,JS,(A(J),J=LS,L) 
   20 LS=L+1 
      CALL SBDL(A,N,NH,1.0E-6,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) 
      L=0 
      LS=1 
      DET=1.0 
      DO 30 I=1,N 
      L=L+MIN0(1,NH1) 
      JS=MAX0(1,I-NH1) 
      WRITE(6,600) I,JS,(A(J),J=LS,L) 
      DET=DET*A(L) 
   30 LS=L+1 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,620) DET 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT(' ','(',I3,',',I3,')'/ 
     * (10X,5E17.8)) 
  610 FORMAT(/10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(//10X, 
     * 'DETERMINANT OF MATRIX=',E17.8) 
  630 FORMAT(/10X,'INPUT MATRIX') 
  640 FORMAT(/10X,'DECOMPOSED MATRIX') 
      END 

 

(4) 手法概要 
a. 変形コレスキー法 

行列 A が，正値対称な場合には常に 

A LLT= ~~  (4.1) 

の形に分解できる．ここで
~L は下三角行列で

ある． 

更に，
~L L= diag( iil~ )で L を定めれば， 

A LDLT=  (4.2) 

の形に分解できる． 
ここで，L は単位下三角行列，D は正値な対角
行列である． 
（4.2）の形に分解する方法は，変形コレスキ
ー法により，次の等式で与えられる． 

∑
−

=

−=−=
1

1
1,...,1,

j

k
jkkikijjij ijldladl  (4.3) 

d a l d li ii ik k jk
k

i
= − ∑

=

−

1

1
 (4.4) 

ここで，i = 1, ..., n. 

（詳しくは，サブルーチン SLDL 手法概要参
照)． 
行列 A が，正値対称バンド行列である場合に
は，(4.2) において，行列 L は同じバンド幅の
下バンド行列となる．そこで，本サブルーチ
ンではバンド部分の外側にある要素にかかわ
る計算を省略し， (4.5)， (4.6) により計算す
る． 

( )
∑

−

−=

−=
1

 ,1max

,
j

hik
jkkikijjij ldladl  

nhij ,...,−=  (4.5) 

( )
∑

−

−=

−=
1

 ,1max

j

hik
ikkikiii ldlad  (4.6) 

ここで，i = 1, ..., n. 
 

なお，詳細については参考文献 [7] を参照するこ
と． 
 



SBMDM 

544 

A52-21-0202 SBMDM, DSBMDM 

実対称バンド行列の MDMT 分解 
（ブロック対角ピボッティング手法） 
CALL SBMDM (A, N, NH, MH, EPSZ, IP, IVW,  

 ICON) 
 
(1) 機能 

n × n, バンド幅 h の正則な実対称バンド行列 A
をブロック対角ピボッティング手法（同名手
法にはクラウト法とガウス消去法の関係に似
た二つの考え方があり，ここでは後者）によ
り MDMT 分解する．  

PAP T = MDM T (1.1) 

ただし，P はピボッティングによる行の入換え

を行う置換行列，M はバンド幅 ~h  の単位下バ
ンド行列，D は高々次数 2 の対称なブロック
から成る対称ブロック対角行列で dk+1, k ≠ 0 な
ら mk+1,k=0 である．ただし，M = (mij)，D = 
(dij)，n≥ h ≥ 0 であること． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．行列 A． 

A をバンド幅 hm の行列とみなし対称バン
ド行列用圧縮モードで与える． 
（使用上の注意④参照） 
出力．行列 M と行列 D． 
図 SBMDM-l 参照． 
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［注意］ D の各ブロック次数は 2．1 及び 1，M のバンド幅は 1,

最大許容バンド幅は 2 の場合である． 

図 SBMDM-1  分解要素の格納方法 

大きさ n( hm+1)- hm( hm+1)/2 の 1 次元配
列． 

N·············入力．行列 A の次数 n． 
NH··········入力．行列 A のバンド幅 h． 

出力．行列 M のバンド幅 ~h ． 
（使用上の注意④参照） 

MH ·········入力．最大許容バンド幅 hm(N > MH ≥ 
NH)（使用上の注意④参照） 

EPSZ·······入力．ピボットの相対零判定値 (≥ 0.0) 0.0
のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照） 

IP ············出力．ピボッティングによる行の入換え
の履歴を示すトランスポジションベクト
ル．大きさ n の 1 次元配列． 

 （使用上の注意②参照） 
IVW········作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON ······出力．コンディションコード． 

表 SBMDM-l 参照． 
 

表 SBMDM-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 ピボットが相対的に零となっ
た．係数行列は非正則の可能性
が強い． 

処理を打ち切る．

25000 演算中にバンド幅が許容最大値
を超えた．  

処理を打ち切る．

30000 NH < 0, NH > MH, MH ≥ N 又は
EPSZ <0.0 であった． 

処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... MAX0, MIN0, ABS, 

AMAX1 
 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し

たとすると，この値は次の意味を持ってい
る．すなわち，ブロック対角ピボッティング
手法による MDMT 分解の過程でピボットの値
（1 × 1 若しくは，2 × 2 ピボットが作る小行列
式）が，10 進数 s 桁以上の桁落ちを生じた場
合に，そのピボットの値を相対的に零と見な
し，ICON = 20000 として処理を打ち切る． 
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行
させる場合には，EPSZ に極小の値を与えれば
よいが，その結果は，保証されない． 

② トランスポジションベクトルとは，ブロック
対角ピボッティング手法による MDMT 分解 

PAPT = MDMT 

における置換行列 P に相当するものである． 
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本サブルーチンでは，ピボッティングに伴い
配列 A の内容を実際に交換しており，その履
歴を IP に格納している．しかし，1 × 1 ピボッ
トと 2 × 2 ピボットの場合では，IP の格納法が
異なるので注意すること．分解の k 段階目に
おける格納方法は次のとおりである． 
1 × 1 ピボットのときは，交換は行われず，k 
を IP(k) に格納する．2 × 2 ピボットのときは，
− k を IP(k) に，第 k + 1 行（及び列）と交換さ
れる行（及び列）の番号に負号をつけて IP (k 
+ 1) に格納する． 

③ 行列 A の行列式は，演算後の D の行列式に等
しい．なお，行列 M, D の要素は配列 A 上に図
SBMDM-l に示すとおり格納されている．サブ
ルーチン LSBIX の使用例参照． 

④ ピボッティングのための行と列の交換によ
り，行列のバンド幅は一般に増大する．よっ
て，行列 A は適当に零要素を補って，実際の
バンド幅 h よりも大きなバンド幅 hm を持った
バンド行列として入力すること．もしも，分
解の途中でバンド幅が hm を超える場合，
ICON = 25000 として処理が打ち切られる．NH
の出力の値は正にこの hm としての必要十分な
値に外ならない． 

⑤ 本 サ ブ ル ー チ ン に 続 け て ， サ ブ ル ー チ ン
BMDMX を呼び出すことにより連立 1 次方程
式を解くことができる．しかし，通常はサブ
ルーチン LSBIX を呼び出せば，一度に解が求
められる． 

⑥ 行列 A の正，負固有値の数を各々求めること
ができる．使用例参照． 

 
c. 使用例 

n × n, バンド幅 h の実対称バンド行列の正と負
の固有値の数を，本サブルーチンを用いて求
める． 
n ≤ 100, h ≤ hm ≤ 50 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(3825),IP(100),IVW(100) 
      READ(5,500) N,NH,MH 
      WRITE(6,600) N,NH,MH 
      MHP1=MH+1 
      NT=(N+N-MH)*MHP1/2 
      READ(5,510) (A(J),J=1,NT) 
      EPSZ=0.0 
      CALL SBMDM(A,N,NH,MH,EPSZ,IP,IVW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      INEIG=0 
      IPEIG=0 
      I=1 
      J=1 
   10 M=IP(J) 
      IF(M.EQ.J) GO TO 20 
      IPEIG=IPEIG+1 
      INEIG=INEIG+1 
      I=MIN0(MH,J)+MIN0(MH,I+1)+2+I 
      J=J+2 

      GO TO 30 
   20 IF(A(I).GT.0.0) IPEIG=IPEIG+1 
      IF(A(I).LT.0.0) INEIG=INEIG+1 
      I=MIN0(MH,J)+1+I 
      J=J+1 
   30 IF(J.LE.N) GO TO 10 
      WRITE(6,620) IPEIG,INEIG 
      STOP 
  500 FORMAT(3I4) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'/10X,'N=',I3,5X,'NH=',I3, 
     * 5X,'MH=',I3) 
  610 FORMAT(/10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT('0',5X,'POSITIVE ', 
     * 'EIGENVALUE=',I4/ 
     * 6X,'NEGATIVE EIGENVALUE=',I4) 
      END 

 
(4) 手法概要 
a. ブロック対角ピボッティング手法 

行列 A が正値対称な場合には，通常 (4.1) なる
分解ができる（変形コレスキー法）． 

A M D M T= 1 1 1  (4.1) 

ここで，M1 は単位下三角行列，D1 は対角行列
である． 
しかし行列 A が正値でない場合には (4.1) の分
解は一般に不可能であり，また可能である場
合にも，数値的安定性が保証されない．とこ
ろが，(4.1) を (4.2) にすることにより，安定に
分解できることが知られている． 

PAP MDMT T=  (4.2) 

ここで，P はピボッティングに伴う行列の行
の入換えを行う置換行列，M は単位下三角行
列，D は高々次数 2 の対称なブロックから成
る対称ブロック対角行列であり，(4.2) の形に
分解する方法をブロック対角ピボッティング
手法という． 

 
b. 本サブルーチンにおける手順 

本サブルーチンでは，ピボッティングのため
の行（及び列）の入換えによるバンド幅の増
大を極力避けるために，算法 D（参考文献 
[9] ，[10] 参照）を使用している．この算法で
は係数行列の要素は分解の各段階毎に更新さ
れる．第 k 段目が終了したときの係数行列を

A(k)
 = ( ( )k

ija ) と表わす．ただし，A(0)= A とす

る．このとき，第 k 段目 (k=l,2,..., n) の処理は
次のように表される． 

(a) ( ) ( )ρ = =−

< ≤

−a amk
k

k i n ik
k1 1max  (4.3) 

を決定する． 
(b) ( ) ( )akk

k− ≥ =1 0525αρ α, .  (4.4) 

が成立すれば (e) へ，さもなければ (c) へ行
く． 
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(c) ( )1max −

≤<
= k

mjnjk
aσ  (4.5) 

を決定する． 
(d) σαρ || )1(2 −≤ k

kka  (4.6) 
が成立すれば (e) へ，さもなければ (f) へ行
く． 
(e) ( ) ( )EPSZmax,1 ⋅=<−

ij
k

kk aa εε  (4.7) 

が成立すれば，特異と判断して処理を打ち

切る．さもなければ， ( )akk
k −1  を 1 × 1 ピボッ

トとして使用し，以下の計算を行う． 

( ) ( )s a aik
k

kk
k= − −1 1/ ,  (4.8) 

( ) ( ) ( ) nijasaa k
ji

k
ik

k
ji ,...,,1 =+⋅= −  

( ) sa k
ij −=  (4.9) 

nki ,...,1, +=  

k を 1 だけ増し (a) に戻る． 
(f) 第 k + 1 行（及び列）と第 m 行（及び

列）とを交換する． 

( )ak k
k
+

− <1,
1 ε  

が成立すれば，特異と判断して処理を打ち

切る．さもなければ，

( ) ( )

( ) ( ) ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
++

−
+

−
+

−

1
1,1

1
,1

1
1,

1

k
kk

k
kk

k
kk

k
kk

aa

aa

を 2 

× 2 ピボットとして使用し，以下の計算を
行う． 

( ) ( )1
,1

1 / −
+

−= k
kk

k
kk aar  (4.12) 

( ) ( ) ( )1
,1

1
,1

1
1,1 / −

+
−

+
−

++ −⋅= k
kk

k
kk

k
kk aaard  (4.13) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) daaaas k
kk

k
kk

k
ik

k
ki // 1

,1
1

1,1
11

1,
−

+
−

++
−−

+ ⋅−=  (4.14) 
( ) ( )( ) darat k

ki
k

ik /1
1,

1 −
+

− ⋅−=  (4.15) 
( ) ( ) ( ) ( )11

1,
11 −−

+
−+ +⋅+⋅= k

ji
k
kj

k
jk

k
ji aatasa  (4.16) 

nij ,...,, =  
( ) ,1 sa k
ik −=+

 (4.17) 
( ) ta k

ki −=+
+
1
1,  (4.18) 

nki ,...,2+=  

k を 2 だけ増して (a) に戻る． 
 

分解が終了したとき，A(n) の対角ブロック部分が
D, それ以外の部分が M となっている． 

以上の説明は簡単のために係数行列のバンド構
造を無視して行ったが，実際の計算はバンド構造
を利用して能率的に進められる． 

2 × 2 ピボットが用いられる場合には一般にバン
ド幅が増大する．本サブルーチンではバンド幅の
変化を正確に追跡することにより，不要な計算を
省略している． 

 
なお，詳細については参考文献 [9], [10] を参照の

こと． 
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B21-21-0101 SEIG1, DSEIG1 

実対称行列の固有値及び固有ベクトル(QL 法) 
CALL SEIG1 (A, N, E, EV, K, M, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称行列 A の固有値及び固有ベクトル
を ， QL 法 に よ り 求 め る ． 固 有 ベ ク ト ル は ， 
x

2
1= となるように正規化する． 

n ≥ 1 なること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．実対称行列 A. 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n+1)/2 の 1 次元配列． 
演算後，内容は保存されない．  

N ············ 入力．行列の次数 n. 
E············· 出力．固有値． 

大きさ n の 1 次元配列． 
EV ·········· 出力．固有ベクトル． 

固有ベクトルは列方向に格納される． 
EV(K,N) なる 2 次元配列． 

K ············ 入力．配列 EV の整合寸法 (≥ n)． 
M············ 出力．求まった固有値・固有ベクトルの

数． 
VW········· 作業領域． 

大きさ 2n の 1 次元配列．  
ICON······ 出力．コンディションコード．  

表 SEIG1-1 参照． 
 

表 SEIG1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N = 1であった． E(1) = A(1), EV (1, 1) = 
1.0 とする． 

15000 固有値・固有ベクトルのす
べては求めつくすことがで
きなかった． 

M に求まっている固有
値・固有ベクトルの数
をセットして処理を打
ち切る． 

20000 固有値・固有ベクトルは 1
つも求められなかった． 

M = 0とする． 

30000 N < 1 又は K < N であった． 処理を打ち切る． 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, TEIG1, TRBK, TRID1, 

MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... SQRT, SIGN, ABS, 

DSQRT 
 
b. 注意 
① 固有値及び固有ベクトルは固有値の求まった

順に格納される． 
② パラメタ M には，ICON = 0 のとき n が，ま

た，ICON = 15000 のとき，求まった固有値及
び固有ベクトルの数がセットされている． 

③ 本サブルーチンは実対称行列用である． 
実対称 3 重対角行列の固有値及び固有ベクト
ルを求める場合は，サブルーチン TEIG1 を用
いること． 

④ 実対称行列 A の固有値だけを求めるときは，
サブルーチン TRID1 とサブルーチン TRQL を
続けて使用すること． 

 
c. 使用例 

n 次の実対称行列 A の固有値及び固有ベクトル
を求める． 
n ≤ 100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),E(100), 
     *          EV(100,100),VW(200) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1, NN) 
      WRITE(6,600) N 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      CALL SEIG1(A,N,E,EV,100,M,VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',20X,'ORIGINAL MATRIX', 
     * 15X,'ORDER=',I3/'0') 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     * (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称
行列の固有値及び固有ベクトルを出力するサ
ブルーチンである．以下にその内容を示す．  

 
      SUBROUTINE SEPRT(E,EV,K,N,M) 
      DIMENSION E(M),EV(K,M) 
      WRITE(6,600) 
      KAI=(M-1)/5+1 
      LST=0 
      DO 10 KK=1,KAI 
      INT=LST+1 
      LST=LST+5 
      IF(LST.GT.M) LST=M 
      WRITE(6,610) (J,J=INT,LST) 
      WRITE(6,620) (E(J),J=INT,LST) 
      DO 10 I=1,N 
      WRITE(6,630) I,(EV(I,J),J=INT,LST) 
   10 CONTINUE 
      RETURN 
  600 FORMAT('1',20X, 
     *      'EIGENVALUE AND EIGENVECTOR') 
  610 FORMAT('0',5I20) 
  620 FORMAT('0',5X,'ER',3X,5E20.8/) 
  630 FORMAT(5X,I3,3X,5E20.8) 
      END 
 



SEIG1 

548 

(4) 手法概要 
n 次の実対称行列 A の固有値及び固有ベクトル

を求める． 
実対称行列 A は，(4.1) の直交相似変換により，

対角行列 D に変換できる． 

AQQD T=  (4.1) 

ここに Q は直交行列である．(4.1) によって求めら
れる対角行列 D の対角要素は，すべて実対称行列
A の固有値であり，Q の第 i 列は，D の i 番目の対
角要素に対応する固有ベクトルである． 

本サブルーチンでは，次の手順で固有値（すな
わち D）と固有ベクトル（すなわち Q）を求め
る． 
① ハウスホルダー法により実対称行列 A を 3 重

対角行列 T に変換する．この変換を (4.2) で表
す． 

H
T
H AQQT =  (4.2) 

ここに QH は，ハウスホルダー法の変換行列の
積， 

2n21H −= PPPQ ......  (4.3) 

で与えられる直交行列である． 
この処理は，TRID 1 を用いて行う． 

② (4.3) の QH を計算する． 
③ QL 法により 3 重対角行列 T を対角行列 D に変

換して固有値を求める．QL 法の詳細について
は TRQL 参照のこと． 
この変換を (4.4) で表す． 

L
T
LTQQD =  (4.4) 

ここに QL は，QL 法の変換行列の積， 

s21L QQQQ ......=  (4.5) 

で与えられる直交行列である． 
固有ベクトル Q は，(4.1), (4.2) 及び (4.4) よ
り，  

LH QQQ =  (4.6) 

と表わせる．したがって，(4.4) の変換と同時
に，(4.6) の計算を行うことにより，固有値と
固有ベクトル全体が同時に求まる．この処理
は，TEIG1 を用いて行う． 

なお，固有ベクトルは，||x||2 = 1 となっている． 
なお，詳細については，参考文献 [12], [13] pp 

191-195, [13] pp.212-248, 及び [16] pp.177-206 を参照
すること． 
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B21-21-0201 SEIG2, DSEIG2 

実対称行列の固有値及び固有ベクトル 
(バイセクション法，逆反復法) 
CALL SEIG2 (A, N, M, E, EV, K, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称行列 A の固有値を，バイセクショ
ン法により大きい方から又は小さい方から m 個求
め，対応する固有ベクトルを逆反復法により求め
る．固有ベクトルは，||x||2 = 1 となるように正規化
する． 

1 ≤ m ≤ n なること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．実対称行列 A． 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n(n + 1)/2 の 1 次元配列． 
演算後内容は保存されない． 

N ············ 入力．実対称行列 A の次数 n． 
M············ 入力．求める固有値の個数 m． 

M = + m のときは大きい方から求める．  
M = − m のときは小さい方から求める．  

E············· 出力．固有値 
大きさ m の 1 次元配列． 

EV ·········· 出力．固有ベクトル． 
固有ベクトルは列方向に格納される． 
EV(K, m) なる 2 次元配列 

K ············ 入力．配列 EV の整合寸法 (≥ n) 
VW········· 作業領域．大きさ 7n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 SEIG2-1 参照． 
 

表 SEIG2-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 N = 1であった． E(1) = A(1), 
EV(1, 1) = 1.0 とする．

15000 m 個の固有値を求めた後，
固有ベクトルを求めると
き，求まらないものがあっ
た． 

その固有ベクトルを 0
ベクトルとする． 

20000 固有ベクトルは求められな
かった．  

固有ベクトルはすべて
0 ベクトルとする． 

30000 M = 0, N < |M| 又は K < N で
あった． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, TEIG2, TRBK, TRID1, 

MGSSL, UTEG2 
② FORTRAN 基本関数 ... IABS, SQRT, SIGN, 

ABS, AMAX1, DSQRT 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，実対称行列用である． 

実対称 3 重対角行列の m 個の固有値及び固有
ベ ク ト ル を 求 め る場合は，サブルーチン
TEIG2 を用いること． 

② 実対称行列 A の m 個の固有値だけを求める場
合は，サブルーチン TRID1 とサブルーチン
BSCT1 を続けて用いること．  

 
c. 使用例 

n 次の実対称行列 A の大きい方から又は小さい
方から m 個の固有値及び対応する固有ベクト
ルを求める． 
n≤100, m ≤ 10 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),E(10), 
     *          EV(100,10),VW(700) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N,M 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,M 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
      WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
   20 CONTINUE 
      CALL SEIG2(A,N,M,E,EV,100,VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      MM=IABS(M) 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',20X,'ORIGINAL MATRIX',5X, 
     *       'N=',I3,5X,'M=',I3/'0') 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     *       (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称
行列の固有値及び固有ベクトルを出力するサ
ブルーチンである．その詳細については，サ
ブルーチン SEIG1 の使用例を参照のこと． 
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(4) 手法概要 
n 次の実対称行列 A の固有値を，バイセクショ

ン法により大きい方から又は小さい方から m 個求
め，対応する固有ベクトルを逆反復法により求め
る． 

まず実対称行列 A をハウスホルダー法により 3 重
対角行列 T に変換する．この操作を(4.1) で示す． 

H
T
H AQQT =   (4.1) 

ここに，QH は直交行列である． 
この操作は，サブルーチン TRID1 を用いて行う． 

次にバイセクション法により m 個の固有値を求
め，逆反復法により，対応する T の固有ベクトル
を求める．逆反復法は， 

( )T − = =−μ I x xr r r1 1 2, , , (4.2) 

を反復的に解いて固有ベクトルを求める方法であ
る．ただし，(4.2) で，μ はバイセクション法によ
り求めた固有値，x0 は適当な初期ベクトルであ
る． 

この操作は，サブルーチン TEIG2 を用いて行
う． 

T の固有ベクトルを y とすれば，A の固有ベクト
ル x は，(4.1) の QH を用いて， 

yQx H=  (4.3) 

により得られる．(4.3) はハウスホルダー法の逆変
換である．この操作はサブルーチン TRBK を用い
て行う． 

なお固有ベクトルは， x
2

1= となっている． 
なお，詳細については，参考文献 [12] 及び [13] 

pp. 418-439 を参照すること． 
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I11-51-0101 SFRI, DSFRI 

正弦フレネル積分 S(x) 
CALL SFRI (X, SF, ICON) 

 
(1) 機能 

正弦フレネル積分 S(x) の値 

( ) ( )S x
t

t
dt t dt

x x
= = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟∫ ∫

21
2 20

2

0π
ππsin

sin  

を多項式及び漸近形式の近似式を用いて計算す
る． 

ただし， x≥ 0 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．独立変数 x. 
SF··········· 出力．関数値 S(x). 
ICON······ 出力．コンディションコード 

表 SFRI-1 参照 
 

表 SFR1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

20000 X ≥ tmaxであった． SF = 0.5とする． 
30000 x < 0であった． SF = 0.0とする． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... SIN, COS, SQRT 
 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

0 ≤ X < tmax 

であること． 
X が大きくなると sin(x), cos(x)の値が正確に計
算できなくなることに対する処理である． 
（手法概要 (4.4) 参照）． 
 

c. 使用例 
S (x) の値を x が 0 から 100 まで，1 おきに計算
し数表を作る． 
 

C     **EXAMPLE** 
      WRITE(6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      X=K-1 
      CALL SFRI(X,SF,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,SF 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,SF,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF FRESNEL ', 
     * 'INTEGRAL',///6X,'X',9X,'S(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'S=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 
      END 

 
(4) 手法概要 

正弦フレネル積分 S(x) の計算は，x = 4 を境にし
て，近似式の形が異なる． 
a. 0 ≤ x < 4 の場合 

S(x) のべき級数展開 

( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=

+

++
−

−
=

0

12

34 ! 12
12

n

n
n

x
nn

xxS
π  (4.1) 

を次の近似式を用いて計算する． 

単精度： ( ) 4,
2

6

0

2 xzzaxxxS
k

k
k == ∑

=
 (4.2) 

倍精度： ( )S x x a xk
k

k
= ∑ +

=

2 1

0

11
 (4.3) 

b. x ≥ 4 の場合 
S (x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )S x x P x x Q x= + +1
2

sin cos  (4.4) 

により計算する．ただし P (x) , Q (x )は次の近
似式を用いる． 

単精度： ( )P x
x

a z z xk
k

k
= ∑ =+

=

2 41

0

10
,  (4.5) 

( )Q x
x

a z z xk
k

k
= − ∑ =

=

2 4
0

11
,  (4.6) 

倍精度： ( )P x
x

a z b z z xk
k

k
k

k

k
= ∑ ∑ =+

= =

1 41

0

10

0

11
,

 (4.7) 

( )Q x
x

c z d z z xk
k

k
k

k

k
= ∑ ∑ =

= =

1 4
0

10

0

10
,  

 (4.8) 
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A21-11-0201 SGGM, DSGGM 

行列の差（実行列） 
CALL SGGM (A, KA, B, KB, C, KC, M, N, ICON) 

 
(1) 機能 

m × n の実行列 A と実行列 B の差 C を求める． 
C = A − B 

ここで C は，m × n の実行列である． 
m, n ≥ 1 であること． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．行列 A. 

A(KA, N)なる 2 次元配列． 
KA ········· 入力．配列 A の整合寸法 (≥ M). 
B············· 入力．行列 B. 

B(KB, N)なる 2 次元配列． 
KB·········· 入力．配列 B の整合寸法 (≥ M). 
C············· 出力．行列 C.  

C(KC, N)なる 2 次元配列． 
（使用上の注意①参照） 

KC·········· 入力．配列 C の整合寸法 (≥ M). 
M············ 入力．行列 A, B, C の行数 m. 
N ············ 入力．行列 A, B, C の行数 n. 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 SGGM-1 参照． 
 

表 SGGM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 M<1, N<1, KA < M, KB < M 又
は KC < M であった． 

処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... MGSSL  
② FORTRAN 基本関数 ...なし． 

b. 注意 
① 領域の節約について 

配列 A あるいは，B 上の内容を保存する必要
のない場合は，次のように呼び出すことによ
り領域が節約できる． 
• 配列 A の内容が不要の場合． 

CALL SGGM (A, KA, B, KB, A, KA, M, N, 
ICON) 

• 配列 B の内容が不要の場合． 
CALL SGGM (A, KA, B, KB, B, KB, M, N, 
ICON) 

この場合，行列 C は配列 A あるいは，B 上に
得られる． 
 

c. 使用例 
実行列 A, B の差を求める． m, n ≤ 50 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(50,50),B(60,60), 
     *          C(100,100) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
      DATA KA/50/,KB/60/,KC/100/ 
   10 READ(5,100) M,N 
      IF(M.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      READ(5,200) ((A(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      READ(5,200) ((B(I,J),I=1,M),J=1,N) 
      CALL SGGM(A,KA,B,KB,C,KC,M,N,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PGM(IA,1,A,KA,M,N) 
      CALL PGM(IB,1,B,KB,M,N) 
      CALL PGM(IC,1,C,KC,M,N) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(2I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     * '** MATRIX ADDITION **') 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PGM は，実行列を
印刷するものである．プログラムは，サブル
ーチン MGSM の使用例に記載されている． 
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G21-11-0101 SIMP1, DSIMP1 

1 次元有限区間積分 
（等間隔離散点入力，シンプソン則） 
CALL SIMP1 (Y, N, H, S, ICON) 

 
(1) 機能 

等間隔離散点 xi = x1 + (i-1) h, i=1,..., n における関
数値 yi = f(xi) が与えられたときシンプソン則により 

( )S f x dx n h
x
xn= ≥ >∫ 1

3 0 0, .  

を求める．ここで h はキザミ値である． 
 
(2) パラメタ 
Y ············ 入力．関数値 yi . 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············ 入力．離散点の個数 n. 
H ············ 入力．キザミ値 h. 
S ············· 出力．積分値 S. 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 SIMP1-1 参照． 
 

表 SIMPI-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 n = 2であった． 台形則により計算

する． 
 30000 n < 2 または h ≤ 0.0であった． S = 0.0として処理

を打ち切る． 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II… MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... なし． 

 
b. 使用例 

関数値 yi とキザミ値 h を入力し，積分値 S を
求める．  

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Y(100) 
      READ(5,500) N,H 
      READ(5,510) (Y(I),I=1,N) 
      CALL SIMP1(Y,N,H,S,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,S 
      STOP 
  500 FORMAT(I3,F10.0) 
  510 FORMAT(6F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'ILL CONDITION =',I5 
     *      /10X,'INTEGRAL VALUE =',E15.7) 
      END 

 
(4) 手法概要 

区間 [x1, xn] について，等間隔に取られた離散点
に対する関数値 yi を用い，シンプソン則により積
分する． 

まず，最初の 3 分点について，2 次補間式で近似
し，区間 [x1, x3] にわたり積分をする． 

( ) ( )24
3 321

3

1

yyyhdxxf
x

x
++≈∫  (4.1) 

次に続く 3 分点についても同様に計算は進めら
れる． 

( ) (
)nn yy

yyyhdxxfnx

x

++

+++≈

−

∫
1

321

4...    

...24
31  (4.2) 

離散点の個数が奇数の場合は，上述のように，3
分点によって最後まで計算するが離散点の個数が
偶数の場合は，区間 [x1, xn-3] までは上述の方法で計
算し，最後の区間 [xn-3, xn] にわたっては，ニュート

ン・コーツ 8
3

則を適用して計算する． 

( ) ( )4321
3

33
8
3 yyyyhdxxfnx

nx
+++≈∫ −

 (4.3) 

ただし n = 2 の場合は，シンプソン則は適用でき
ないので特に台形則を適用する．  

( ) ( )21

2

1 2
yyhdxxf

x

x
+≈∫  (4.4) 

なお，詳細については，参考文献 [46] pp.114-121
を参照すること． 
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G23-11-0101 SIMP2, DSIMP2 

1 次元有限区間積分 
（関数入力，適応型シンプソン則） 
CALL SIMP2 (A, B, FUN, EPS, S, ICON) 

 
(1) 機能 

関数 f(x), a, b, ε, が与えられたとき，  

( )S f x dx
a
b

− ≤∫ ε  (1.1) 

を満たす積分の近似値 S をシンプソン則に基く適
応型手法により求める．ここで f(x)は積分区間にお
いて有限な値を持つこと． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．積分区間の下限 a. 
B············· 入力．積分区間の上限 b. 
FUN ······· 入力．被積分関数 f(x) を計算する関数副

プログラム名（使用例参照）． 
EPS ······· 入力．求めようとする積分の近似値に対

する絶対誤差の上限 ε (≥ 0.0)． 
 EPS = 0.0 と与えれば，本サブルーチンが

達成できる最大の精度の近似値を計算す
る． 
出力．実際に求まった積分の近似値 S が
持つ絶対誤差の上限．（使用上の注意 b
③参照）． 

S ············· 出力．積分の近似値． 
ICON ····· 出力．コンディションコード． 

表 SIMP2-1 参照． 
 

表 SLMP2-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 ε > 0.0 のとき 

ε≤− ∫
b

a
dxxfs )( を満たす S を求め

ることができなかった． 

実際に求まった近
似値と，その絶対
誤差の上限をパラ
メタ S , EPS に出力
する． 

30000 ε < 0.0であった． 処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, MGSSL  
② FORTRAN 基本関数... ABS 
 
b. 注意 
① パラメタ FUN は本サブルーチンを呼び出す側

のプログラムで EXTERNAL 宣言をすること． 
② 本サブルーチンは，被積分関数 f(x) が次にし

めす(a), (b) を共に満たすとき有効に働く． 
(a) f(x) とその 5 階までの導関数が積分区間に

おいて連続である． 

(b) f(x) が積分区間内で激しく振動しない． 
また f(x) が g(x)|x−x0|α なる形をしている場合で
も，多くの場合有効に働く．ただし，g (x) は
上記 (a), (b) の性質を共に満たし，α は非負で
あり，x0 は a, b, (a + b)/2 のいずれかであるも
のとする． 
利用者はこのことに注意し，もし f(x) あるい
はその 5 階までの導関数のどれかが a, b, (a + 
b)/2 の 3 点以外の点で不連続になることが分か
っていれば，その不連続点を境にして積分区
間を分割すべきである．そして結果としてで
きる部分区間の各々に対して本ルーチンを適
用すればよい． 

③ 出力された S の精度 
本サブルーチンは，与えられたε に対して 
(1.1) を満たす S を求めるのであるが，被積分
関数 f(x) の形あるいはε の大きさによってはそ
のような S を計算できないことがある． 
このような場合には，本サブルーチンが達成
できるかぎりの精度を持つ近似値と，それが
もつ絶対誤差の上限を計算しそれぞれパラメ
タ S, EPS に出力する．このとき， ICON = 
10000 となる． 
また，パラメタ EPS の入力時の値を 

EPS = 0.0 
とすることもでき，これは上に述べた場合にあ
たるので，パラメタ S, EPS の出力時の値は上の
意味をもつ(このときは ICON = 0 となる)． 
 

c. 使用例 
積分 

∫ −+
1

0 62 10
1 dx

x  

を求める．EPS=0.0 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FUN 
      A=0.0 
      B=1.0 
      EPS=0.0 
      WRITE(6,600) A,B,EPS 
      CALL SIMP2(A,B,FUN,EPS,S,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON,S,EPS 
      STOP 
  600 FORMAT('1'/' ',30X,'A=',E16.8,5X, 
     * 'B=',E16.8,5X,'INPUT EPS=',E16.8//) 
  610 FORMAT(' ',30X,'***RESULT***'/ 
     * ' ',30X,'ICON=',I5,5X,'S=',E16.8, 
     * 5X,'EPS=',E16.8) 
      END 
      FUNCTION FUN(X) 
      FUN=1.0/(X*X+1.0E-6) 
      RETURN 
      END 
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(4) 手法概要 
本サブルーチンは，シンプソン則に基く適応型

手法を適用している．適応型手法とは，被積分関
数 f(x) のふるまいが激しいところでは f(x) を計算す
る点が密にとられ，反対に穏やかなところでは粗
にとられる手法のことをいう．説明の便宜上 (1.1) 
において a < b と仮定しておく． 

与えられた積分区間 [a, b] を以下の b で述べる方
法により分割していき，分割された各々の部分区
間に対してシンプソン則を適用する．その部分区
間のうち，あるものはさらに分割されていく．最
終的に，部分区間ごとに求めた積分値の総和を [a, 
b] に渡る積分値とする．このとき絶対誤差が ε を
上まわらないように配慮される． 
a. シンプソン則と誤差評価 

積分区間 [a, b] 内のある部分区間を [α,β] で，
その長さを h= β − α で表すとき，積分， 

( )∫
β

α
dxxf  (4.1) 

を近似する公式とその誤差評価について述べ
る． 
R[α, β] f(x) を (4.2) で定義する． 

[ ] ( ) ( ) ( )R f x h f f fα β α α β β, ≡ + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭6

4
2

 (4.2) 

これは 3 点に基くシンプソン則である． 
さらに R(2)[α, β]f(x) を (4.3) で定義する．  

[ ] ( ) ( )[ ] ( )
( )[ ] ( )

R f x R f x

R f x

( ) , ,

,

2 2

2

α β α α β

α β β

≡ +

+ +
 (4.3) 

これは区間 [α, β] を 2 等分割し各々の区間に，
3 点に基くシンプソン則を適用したものであ
る． 
本サブルーチンにおいては，(4.1) に対する近
似として (4.3) を適用している． 
R(2)[α, β]f(x) の誤差評価は，オイラー・マクロ
ーリンの展開公式より導くことができる．す
なわち f (x) とその 5 階までの導関数が [α, β] 
で連続であるとすると， 

[ ] ( ) ( )
( )( ) ( )64

4

4
4

)2(

2

,

hOdxxfhC

dxxfxfR

+=

−

∫

∫
β

α

β

α
βα

 (4.4) 

が成り立つ．ここで C4 は f(x) に依存しない定
数である．一方，同様に 

[ ] ( ) ( )
( )( ) ( )644

4

,

hOdxxfhC

dxxfxfR

+=

−

∫
∫

β

α

β

α
βα

 (4.5) 

が成り立つので，(4.4), (4.5) から，O(h6) が無
視できると仮定すれば，  

[ ] ( ) ( )

[ ] ( ) [ ] ( ){ }xfRxfR

dxxfxfR

βαβα

βα
β

α

,,
15
1

,

)2(

)2(

−≈

− ∫
 (4.6) 

となる．(4.6) の右辺は計算可能な量なので
R(2)[α,β] f(x) の誤差評価として利用できる．こ
こで，(4.6) は丸め誤差の大きさが小さいこと
を仮定している． 
部分区間 [α,β] に対して，ε (β − α)/(b − a) なる
量を割当て，この量を R(2) [α,β] f(x) の誤差 
(4.6) が上まわることを許されない限度とす
る．すなわち， 

[ ] ( ) [ ] ( )1
15

2R f x R f x
b a

α β α β β α ε, ,( )− ≤ −
−

 (4.7) 

ならば R(2) [α,β] f(x) を (4.1) の 近似値として採
用する．逆に (4.7) が成り立たないときは，
[α,β] は更に 2 等分割される．実際の計算で
は，(4.7) の式で判定せず，それと等価な式 
(4.8) より判定する． 

[ ] ( )D f xα β, ≤ E  (4.8) 

ただし 

[ ] ( ) [ ] ( ){
[ ] ( )}

D f x R f x

R f x

α β
β α

α β

α β

, ,

,( )

=
−

−

12

2

 (4.9) 

E
b a

=
180ε

-
 (4.10) 

b. 積分区間 [a, b] の分割方法 
与えらた積分区間 [a, b] の分割のしかたと積分
公式 (4.3) を適用する部分区間の選択順序につ
いて述べる．説明の都合上，各部分区間に対
して“番号”と“レベル”を次のように割当
てる． 
積分区間 [a, b] を番号 1 でレベル 0 の区間と定
義する．区間 [a, (a + b) / 2] を番号 2 でレベル
1 の区間，区間 [(a + b) / 2, b] を番号 3 でレベル
1 の区間と定義する．一般に区間 [α, β] を番号
N でレベル L の区間とすれば区間 [α,(α + β)/2] 
は番号 2N でレベル  (L + 1) の区間，区間 
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[(α + β)/2, β] は番号 (2N+l) でレベル(L + 1) の
区間であると定義する（図 SIMP2-1 参照）． 
 

 ba 

(11, 3) (10, 3) ( 9, 3 ) ( 8, 3 ) 

( 7, 2 )( 6, 2 ) ( 5, 2 ) ( 4, 2 ) 

( 3, 1 ) ( 2, 1 ) 

( 1, 0 ) 

 
［注意］ 括弧内の左の数字が番号を，右の数字がレベル 

を示す． 
図 SIMP2-1  番号とレベル 

 

分割は次のように進められる．まず番号 2 で
レベル 1 の区間に対して (4.3) を適用する．そ
して (4.8) の判定に合格すれば R(2)[a,(a + b) / 2] 
f(x) を [a,( a + b )/2] にわたる積分値として採用
する．逆に合格しなければ，番号 4 でレベル 2
の区間を考え (4.3) を適用する． 
一般に計算のある段階で番号 N でレベル L の
区間に対して (4.3) を適用し，(4.8) の判定を行
う．もし合格しなければ，次には番号 2N でレ
ベル (L + 1) の区間に対して同じことをする．
反対に合格すればその時の R(2)[α,β]f(x) を区間 
[α,β] に渡る積分値として採用しこれを，すで
に部分区間ごとに求めた積分値の累計に加え
ておき，次には番号が M(K)+ 1, レベルが L − K 
である区間に移る．ここで M(K) とは，数列， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,......
2

11

,......,
2

101,0

−=+

−==

JMJM

MMNM
 

において最初に出会う偶数である．そして 
L − K = 0 となったとき，積分区間 [a, b] にわた
る積分が終了したことになり計算は終了す
る． 
このようにして，[a, b] にわたる積分の近似値
として 

( ) [ ] ( )
( )

R a a f x

a a a b

i i
i

n

n

2
1

1

0

−
=
∑

= =

,

,
 (4.11) 

を出力する．ここで各 R(2)[ai-1, ai]f(x) は (4.8) ，
したがって (4.7) を満たすものである．(4.6)，
(4.7) より， 

( ) [ ] ( ) ( ) ε≤− ∫∑
=

−

b

a

n

i
ii dxxfxfaaR

1
1

2 ,  (4.12) 

が成り立つ． 

c. 丸め誤差に対する配慮 
ある部分区間 [α,β] における R(2)[α,β] f(x) を採
用するか否かは (4.8) の判定の合否によること
を述べた．もし (4.8) が満たされない場合は
[α,β] は 2 等分割され，[α,(α + β)/2] を考えるこ
とになる訳であるが，このように区間が小さ
くされてゆく過程のある時点からは，(4.8) の
D[α,β]f(x) なる量が，誤差ばかりになる現象が
起りかねない．それは f(x) の計算値が持つ有
効桁が D [α,β] f(x) の計算過程で失われるため
である．ある部分区間でこの状態に落ち入っ
たなら，それ以上 2 等分割の作業を進めるの
は好ましくない．この問題に対して以下のよ
うな配慮をしている． 
理論的には，[α,β] において f(x) と 4 階までの
導関数が連続でかつ  f (4)(x) が定符号ならば
(4.13) が成り立つ． 

( )[ ] ( ) [ ] ( )D f x D f xα α β α β, ,+ ≤2   (4.13) 

したがって計算中に (4.13) が満たされなかっ
たなら，その原因は，[α,β] 内に f (4)(x) の零点
があったか，あるいは丸め誤差が，D[α,β] f(x) 
もしくは D [α, (α + β)/2] f(x) の計算を完全に乱
したか，のいずれかであると判断できる（し
かし，いずれであるかを正しく判断するのは
難しい）．多くの場合，小さな部分区間であ
る限り，f (4)(x) の零点による影響が原因でな
く，丸め誤差による乱調が原因である．この
ような状態に落ち入ったなら，2 等分割の作業
をやめ (4.7) の ε  を別な値 ε' に変える，すなわ
ち (4.8) の E を別な値 E' に変えるのが得策と
考える．  
 
本サブルーチンはこの E' のコントロールを次
の要領で行う． 
(a) レベルが 5 以上のある部分区間 [α,β] にお

いて，  

[ ] ( )D f x Eα β, ' ,>  (4.14) 

( )[ ] ( )D f x Eα α β, '+ >2  (4.15) 

かつ 

( )[ ] ( ) [ ] ( )D f x D f xα α β α β, ,+ ≥2  (4.16) 

となったとき，E' を 

( )[ ] ( )′ = +E D f xα α β, 2  (4.17) 

と変える．そして R(2)[α, (α, β)/2] f(x) を 
[α, (α + β)/2] にわたる積分値として採用
する． 
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(b) ある部分区間 [α,β] に対して， 

[ ] ( )D f x Eα β, ≤ ′  (4.18) 

となれば R(2)[α, β]f(x) を [α, β] に渡る積分
値として採用する．そして |D[α, β]f(x)|≠  0
ならば E' を 

[ ] ( )( )′ =E E D f xmax , ,α β  (4.19) 

と変える． 
以上のように E' をコントロールしても，なお
問題が残る．それは (a) の操作において [α, β] 
内に f (4)(x) の零点がある場合でも丸め誤差の
乱調とみなしてしまうこと，(b) においては 
(4.18) における E' が大きすぎはしなかったか
ということである．本サブルーチンはこれら
についてもある程度の工夫を施している（詳
細は省く）．またレベルが 30 の区間において
はそのときの R(2) [α, β] f(x) を無条件に採用し
E' は変えない． 

以上のように E' がコントロールされることに
なると，最終的な積分値 (4.11) はもはや (4.12) 
を満たさなくなり ε の代りとして 

( )∑
=

−−′
−

=
n

i
ii aa

ab 1
1eff

1 εε  (4.20) 

となる．ここで ε' は E' と 

′ = ′
−

E
b a
180ε  (4.21) 

で対応づけられる量である．本サブルーチン
は(4.20) の ε eff をパラメタ EPS に出力する． 
 

なお，詳細については，参考文献 [61] を参照す
ること． 
 



SINI 

558 

I11-41-0101 SINI DSINI  

正弦積分 Si(x) 
CALL SINI (X, SI, ICON) 

 
(1) 機能 

正弦積分 Si(x)の値 

( ) ( )S x
t

t
dti

x
= ∫

sin
0

 

を多項式及び漸近形式の近似式を用いて計算す
る． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．独立変数 x 
SI············ 出力．関数値 Si(x) 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 SINI-1 参照． 
 

表 SINI-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし  
20000 |X| ≥ tmax  であった． SI =  sign (X)⋅π / 2

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... MGSSL, UTLIM 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, SIN, COS 

 
b. 注意 
① 引数 X の範囲は 

|X| < tmax 
であること． 
|X| が大きくなると sin (x), cos (x) の値が正確に
計算できなくなることに対する処理である． 
（手法概要（4.4）参照） 

 
c. 使用例 

Si(x) の値を x が 0.0 から 10.0 まで，0.1 おきに
計算し数表を作る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      WRITE (6,600) 
      DO 10 K=1,101 
      A=K-1 
      X=A/10.0 
      CALL SINI(X,SI,ICON) 
      IF(ICON.EQ.0) WRITE(6,610) X,SI 
      IF(ICON.NE.0) WRITE(6,620) X,SI,ICON 
   10 CONTINUE 
      STOP 
  600 FORMAT('1','EXAMPLE OF SINE ', 
     * 'INTEGRAL FUNCTION'///6X,'X',9X, 
     * 'SI(X)'/) 
  610 FORMAT(' ',F8.2,E17.7) 
  620 FORMAT(' ','** ERROR **',5X,'X=', 
     * E17.7,5X,'SI=',E17.7,5X, 
     * 'CONDITION=',I10) 

      END 

 
(4) 手法概要 

正弦積分 Si(x) の計算は，|x| = 4 を境にして，近
似式の形が異なる． 
a. 0 ≤ |x| < 4 の場合 

Si(x) のべき級数展開 

( ) ( )
( ) ( )S x

x
n ni

n n

n
=

−
+ +

∑
+

=

∞ 1
2 1 2 1

2 1

0 !
 (4.1) 

をそれぞれ (4.2), (4.3) の近似式を用いて計算
する． 

単精度： ( )S x a z z xi k
k

k
= ∑ =+

=

2 1

0

6
4,  (4.2) 

倍精度： ( )S x a xi k
k

k
= ∑ +

=

2 1

0

11
 (4.3) 

b. |x| ≥ 4 の場合 
Si(x) の漸近展開 

( ) ( ) ( ) ( ){[
( ) ( )} ]

S x x P x x

Q x x x

i = ⋅ +

−

sign π 2 cos

sin
 (4.4) 

より計算する．ただし P (x), Q (x) は次の近似
式を用いる． 

単精度： ( )P x a z z xk
k

k
= ∑ =

=0

11
4,  (4.5) 

( )Q x b z z xk
k

k
= ∑ =

=0

11
4,  (4.6) 

倍精度： ( )P x a z b z z xk
k

k
k

k

k
= ∑ ∑ =

= =0

11

0

11
4,  (4.7) 

( )Q x c z d z z xk
k

k
k

k

k
= − ∑ ∑ =

= =0

10

0

11
4,  (4.8)
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A22-51-0202 SLDL, DSLDL 

正値対称行列の LDLT 分解 
（変形コレスキー法） 
CALL SLDL (A, N, EPSZ, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n の正値対称行列 A を変形コレスキー法によ
り LDLT 分解する． 

A LDL= T  (1.1) 

ただし，L は単位下三角行列，D は対角行列であ
る． 

n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．行列 A. 

出力．行列 L と D-1. 
図 SLDL-1 参照． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n ( n + 1)/2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．行列 A の次数 n. 
EPSZ ····· 入力．ピボットの相対零判定値 

( ≥ 0.0)． 
0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照） 

ICON ····· 出力．コンディションコード． 
表 SLDL-1 参照． 

 
 

行列 { ( )}D L I− + −1  

単位下三角行列 L 
n n( )+1

2

ln n − 1

l21

ln1

dnn
−1

d22
1−

d11
1−

下三角 
部分だけ 

対角要素
を逆数に
して 1

11

1
2221

1
11

...
......

−
−

−

−

nnnnn dll

dl
d

1...
......

1
1

11

21

−nnn ll

l  

nnd

d
d

...
22

11

対角行列 D 

0 

0 

0 

0 

配列 A 

 
［注意］ 演算後，行列 D-1 +(L−I) の対角部分及び下三角部分

が，対称行列用圧縮モードで 1 次元配列 A に格納さ
れる． 

図 SLDL-1  分解要素の格納方法 

表 SLDL-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

10000 ピボットが負となった． 
行列 A は正値でない．  

処理は続行する． 

20000 ピボットが相対的に零となっ
た．行列 A は非正則の可能性が
強い． 

処理を打ち切る．

30000 N <1 又は，EPSZ < 0.0 であっ
た． 

処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... ABS 
 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し

たとすると，この値は次の意味を持ってい
る．すなわち，変形コレスキー法による LDLT 

分解の過程でピボットの値が 10 進 s 桁以上の
桁落ちを生じた場合にそのピボットを相対的
に零と見なし，ICON = 20000 として処理を打
ち切る．EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u
としたとき，EPSZ = 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行
させる場合には，EPSZ へ極小の値を与えれば
よいが，その結果は保証されない． 

② 分解過程でピボットが負となった場合，係数
行列は正値ではない．このとき本サブルーチ
ンでは，ICON = 10000 として処理は続行す
る．ただしピボッティングを行っていないた
め計算誤差は大きい可能性があるので考慮す
ること． 

③ 本ルーチンでは，LDLT 分解を行うが，D に対
応して D-1 を出力するので注意すること． 

④ 行列 A の行列式は，演算後の配列 A の n 個の
対角線上の値（D-1 の対角要素）を掛け合わ
せ，その逆数をとることにより得られる．た
だし，配列 A は対称行列用圧縮モードである
ことに注意すること． 

⑤ 正値対称バンド行列の場合，バンド部分の外
側にある要素にかかわる計算を省略するサブ
ルーチン SBDL の方が速く処理できる． 

 
c. 使用例 

n × n の行列を入力し，LDLT 分解する． 
n ≤ 100 の場合． 
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C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,630) 
      L=0 
      LS=1 
      DO 20 I=1,N 
      L=L+I 
      WRITE(6,600) I,(A(J),J=LS,L) 
   20 LS=L+1 
      CALL SLDL(A,N,1.0E-6,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GOTO 10 
      WRITE(6,640) 
      L=0 
      LS=1 
      DET=1.0 
      DO 30 I=1,N 
      L=L+I 
      WRITE(6,600) I,(A(J),J=LS,L) 
      DET=DET*A(L) 
   30 LS=L+1 
      DET=1.0/DET 
      WRITE(6,620) DET 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E10.2) 
  600 FORMAT(' ',I5/(10X,5E16.8)) 
  610 FORMAT(/10X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT(//10X, 
     *'DETERMINANT OF MATRIX=',E16.8) 
  630 FORMAT(/10X,'INPUT MATRIX') 
  640 FORMAT(/10X,'DECOMPOSED MATRIX') 
      END 

 
(4) 手法概要 
a. 変形コレスキー法 

行列 A が正値対称な場合には常に 
A ~L ~LT=  (4.1) 

の形に分解できる．ここで，
~L は下三角行列

である．しかもこの分解は
~L の対角行列要素

を正になるように定めれば，一意的に定ま
る．このとき，分解手順は次の等式で与えら
れる（コルスキー法）． 

1,...,1,~~~~ 1

1

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

−

=

ijlllal jj

j

k
jkikijij

 (4.2) 

211

1

2~~
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= ∑
−

=

i

k
ikiiii lal

 (4.3) 

ただし， ( )ija=A ， ( )ijl
~~

=L ． 

ここで， ( )iil
~

diag
~

LL = でLを定めれば， 

TT2
ii

T
iiii

T

l

ll

LDLLL

LLLLA

==

==

)
~

diag(

)
~

)diag(
~

diag(~~
 (4.4) 

となる．ここで，L は単位下三角行列，D は
正値な対角行列である．(4.4) の形に分解する
方法は，変形コレスキー法により，次の等式
で与えられる． 

1,...,1,
1

1
−=−= ∑

−

=

ijldladl
j

k
jkkikijjij

 (4.5) 

ni

ldlad
i

k
ikkikiii

,...,1   

1

1

=

−= ∑
−

=

ここで，

 (4.6) 

コレスキー法では，(4.3) の計算で平方根を求
めなければならないが，変形コレスキー法で
はその必要がないのが特徴である． 

 
なお，詳細については，参考文献 [2] を参照する

こと． 
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A22-21-0202 SMDM, DSMDM 

実対称行列の MDMT 分解 
（ブロック対角ピボッティング手法） 
CALL SMDM (A, N, EPSZ, IP, VW, IVW, ICON)

 
(1) 機能 

n × n の正則な実対称行列 A をブロック対角ピボ
ッティング手法（同名手法にはクラウト法とガウ
ス消去法の関係に似た二つの考え方があり，ここ
では前者）により MDMT 分解する． 

TT MDMPAP =  (1.1) 

ただし，P はピボッティングによる行の入換え
を行う置換行列，M は単位下三角行列，D は高々
次数 2 の対称なブロックから成る対称ブロック対
角行列で dk+1,k ≠ 0 なら mk+1,k = 0 である．ただし， 
M= ( mij), D = ( dij), n ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．行列 A． 

対称行列用圧縮モード． 
出力．行列 M と行列 D. 
図 SMDM-1 参照 
大きさ n (n + 1)/2 の 1 次元配列． 

N ············ 入力．行列 A の次数 n. 
EPSZ ······ 入力．ピボットの相対零判定値 (≥ 0.0). 

0.0 のときは標準値が採用される． 
（使用上の注意①参照）． 

IP············ 出力．ピボッティングによる行の入換え
の履歴を示すトランスポジションベクト
ル． 

 大きさ n の 1 次元配列． 
 （使用上の注意②参照）． 
VW········· 作業領域．大きさ 2n の 1 次元配列． 
IVW ······· 作業領域．大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 SMDM-1 参照． 
 

表 SMDM-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
       0 エラーなし．  
20000 ピボットが相対的に零となっ

た．行列は非正則の可能性が強
い． 

処理を打ち切る．

30000 N < 1 又は EPSZ < 0.0 であっ
た． 

処理を打ち切る．

 

1 0

0 1

131 32m m
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下三角部分
だけ 

上三角部
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て 

単位下三角行列 M 

d

d d

m m d
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21 22

31 32 33

d d

d d

d

11 12

21 22

33

ブロック対角行列 D 

0

d33

m32

m31

d22

d21

d11
0 

0

0

 
［注意］ 演算後，行列 D+(M−I) の対角部分及び下三角部分

が，対称行列用圧縮モードで 1 次元配列 A に格納さ
れる．ここで，D は次数 2 と 1 のブロックからなる
場合である．  

図 SMDM-l  分解要素の格納方法 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... AMACH, MGSSL, USCHA 
② FORTRAN 基本関数... ABS, SQRT, IABS, ISIGN 

 
b. 注意 
① ピボットの相対零判定値 EPSZ に 10-s を設定し

たとすると，この値は次の意味を持ってい
る．すなわち，ブロック対角ピボッティング
手法による MDMT 分解の過程でピボットの値 
（1×1 若しくは，2×2 ピボットが成す小行列
の行列式）が，10 進 s 桁以上の桁落ちを生じ
た場合に，そのピボットの値を相対的に零と
見なし，ICON = 20000 として処理を打ち切
る．  
EPSZ の標準値は丸め誤差の単位を u としたと
き 16･u である． 
なお，ピボットが小さくなっても計算を続行
させる場合には，EPSZ へ極小の値を与えれば
よいが，その結果は保証されない． 

② トランスポジションベクトルとは，ブロック
対角ピボッティング手法による MDMT 分解 

PAP MDMT T=  

における置換行列 P に相当する． 
本サブルーチンでは，ピボッティングに伴い
配列 A の内容を実際に交換しており，その履
歴を IP に格納している．しかし，1 × 1 ピボッ
トと 2 × 2 ピボットの場合では，IP の格納法が
多少異なるので注意すること．分解の k 段階
目における格納方法は次のとおりである． 
1 × 1 ピボットのときは，第 k 行（及び列）と
交換する行（及び列）の番号 r(r ≥ k) を IP(k) 
に格納する．2 × 2 ピボットのときは，更に第
k+l 行（及び列）と交換する行（及び列）の番
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号 s(s ≥ k+1) の負値 (-s) を IP (k+1) に格納す
る． 

③ 行列 A の行列式は，演算後の行列 D の行列式
に等しい．なお，行列 D の要素は配列 A 上に
図 SMDM-1 に示すとおり格納されている．サ
ブルーチン LSIX の使用例参照． 

④ 本サブルーチンでは，行列の対称性を生かし
分解中もそれを保持するので領域が節約でき
る． 

⑤ 本 サ ブ ル ー チ ン に 続 け て ， サ ブ ル ー チ ン
MDMX を呼び出すことにより連立 1 次方程式
を解くことができる．しかし，通常はサブル
ーチン LSIX を呼び出せば，一度に解が求めら
れる． 

⑥ 行列 A の正，負固有値の数を各々求めること
ができる．使用例参照． 

 
c. 使用例 

n × n の実対称行列の性質が調べられる正と負
の固有値の数を，本サブルーチンを用いて求
める． 
n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),VW(200), 
     *          IP(100),IVW(100) 
      CHARACTER*4 IA 
      DATA IA/'A   '/ 
      READ(5,500) N 
      NT=(N*(N+1))/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      WRITE(6,600) N 
      CALL PSM(IA,1,A,N) 
      EPSZ=0.0 
      CALL SMDM(A,N,EPSZ,IP,VW,IVW,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) STOP 
      INEIG=0 
      IPEIG=0 
      I=1 
      J=1 
   10 IF(IP(J+1).GT.0) GO TO 20 
      IPEIG=IPEIG+1 
      INEIG=INEIG+1 
      J=J+2 
      I=I+J-1+J 
      GO TO 30 
   20 IF(A(I).GT.0.0) IPEIG=IPEIG+1 
      IF(A(I).LT.0.0) INEIG=INEIG+1 
      J=J+1 
      I=I+J 
   30 IF(J.LT.N) GO TO 10 
      IF(J.NE.N) GO TO 40 
      IF(A(I).GT.0.0) IPEIG=IPEIG+1 
      IF(A(I).LT.0.0) INEIG=INEIG+1 
   40 WRITE(6,620) IPEIG,INEIG 
      STOP 
  500 FORMAT(I3) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1' 
     * /6X,'CLASSIFICATION OF EIGENVALUE' 
     * /6X,'ORDER OF MATRIX=',I4) 
  610 FORMAT(' ',5X,'ICON OF SMDM=',I6) 
  620 FORMAT(' ',5X,'POSITIVE ', 
     * 'EIGENVALUE=', 

     * I4/6X,'NEGATIVE EIGENVALUE=',I4) 
      END 

 
本使用例中のサブルーチン PSM は，実対称行列

を印刷するものである．プログラムは，サブルー
チン MGSM の使用例に記載されている． 
 
(4) 手法概要 
a. ブロック対角ピボッティング手法 

行列 A が正値対称な場合には，通常 (4.1) なる
分解ができる（変形コレスキー法）． 

A M D M= 1 1 1
T  (4.1) 

ここでは，M1 は単位下三角行列，D1 は対角行
列である． 
しかし行列 A が正値でない場合には，(4.1) の
分解過程で要素が増長されることがあり不安
定である．そこで，(4.1) を (4.2) とすれば，安
定性は十分となる．  

PAPT = MDMT (4.2) 

ここで，P はピボッティングに伴う行列の行の
入換えを行う置換行列，M は単位下三角行
列，D は高々次数 2 の対称なブロックから成
る対称ブロック対角行列であり，(4.2) の形に
分解する方法をブロック対角ピボッティング
手法という． 
本サブルーチンは，ブロック対角ピボッティ
ング手法を用いて，実対称行列 A が与えられ
たとき，(4.3) 及び (4.4) を満足する行列 P, D
及び M を求める． 

PAP MST =  (4.3) 
S DM T=  (4.4) 

b. 本サブルーチンにおける手順 
本サブルーチンにおける分解過程の k 段階目 
( k = 1, ..., n) は次の計算手順により行列 M, S, 
D の第 k 列を求める（なお，特に値を定義し
ない要素は零である）．ただし，2 × 2 ピボッ
トが選択されたときは第 k + 1 列も求める． 
ここで，以降の説明の都合上 n 次元ベクトル
Q, R を導入する．各要素は A = (aij), M = (mij), 
D= (dij), S=(sij), Q= (qi), R =( ri) で表す． 
 
(a)
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(b) λ = =
< ≤

q qj
k i n

imax  

αλ≥kq なら kq を 1 × 1 ピボットする． 

nkiqqm
qd

kiik

kkk

,...,1, +==
=

 

(g) へ移る．ただしα = (1+ 17 )/8（参考文

献参照）． 
 
(c) 行列 M, A の第 k + 1 行（及び列）と第 j 行

（及び列）を，qk+1 と qj を各々交換する. 

nkismar

ki
mdmdmds

k

l
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,...,1,
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(d) σ 2αλ≥kq なら kq を 1 × 1 ピボットする．  

nkiqqm
qd

kiik

kkk

,...,1, +==
=

 

(g) へ移る． 
 
(e) )max,max(

1 inik
r

≤<+
= λσ  

|rk+1| >ασ なら rk+1 を 1 × 1 ピボットする．
行列 M, A の第 k 行（及び列）と第 k + 1
行（及び列）を交換する． 
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(g) へ移る． 
 

(f) det q q
q r

k k

k k

+

+ +

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

1 1
( )= −+ + +q r q qk k k k1 1 1 を 2 × 2 ピ

ボットする． 
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( ) ( )
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rd
qdd
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kkkkkikiik
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,...,2
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1,11,

+=

⎜⎜
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⎛
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−−=

=
==

=

+++++

+++++

+++

+++
 

 
(g) 次の計算段階を，k 段階目のピボットが 

1 × 1 なら k + l 段階目，2 × 2 なら k + 2 段
階目とする． 

 
ところで，本アルゴリズムでは，sik や si,k+1 を
計算するとき，行列 D の要素が明らかに零で
あるときは，それを考慮している．また，k 段
階目の実行が (d) 又は (e) で終了したなら， 
k + l 段階目における si,k+1, (i =1, ..., k) や qi (i = k 
+ l, ..., n) の値は 1 回の乗算と 1 回の加算を残し
て既に計算されており，この事実を (a) で反映
させている． 

 
本サブルーチンにおける積和計算部分は精度を

上げて行うことにより，丸め誤差の影響を少なく
している． 

なお，参考文献として [9] 及び [10] を参照する
こと． 
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E31-11-0101 SMLE1, DSMLE1 

最小二乗近似多項式による平滑化 
（等間隔離散点） 
CALL SMLE1 (Y, N, M, L, F, ICON) 

 
(1) 機能 

独 立 変 数 の 等 間 隔 な 点 に お け る 観 測 値 
yi, i = 1,...,n が与えられたとき，局部的な最小二乗
近似多項式を用いてこれらの観測値を平滑化す
る． 

すなわち，ある一つの観測値を平滑化するとき，
全体の観測値を用いた最小二乗近似多項式を適用
する代わりに，その隣接する指定された個数 l（た
だし，l ≤ n）の観測値に関する指定された次数 m
の局部的最小二乗近似多項式を適用して平滑化す
る．この手続きを全ての観測値について行うもの
である． 

ただし，本サブルーチンでは，m と l の組合せ
を，表 SMLE1-1 のように制限する． 
 

表 SMLE1-1  m と l の制限 

次数 (m) 観測値の個数 (l) 
3 1 
5 
5 3 
7 

 
(2) パラメタ 
Y ············ 入力．観測値 yi . 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············ 入力．観測値の個数 n. 
M············ 入力．局部的最小二乗近似多項式の 

次数 m. 
L············· 入力．局部的最小二乗近似多項式に用い

る観測値の個数 l. 
F ············· 出力．平滑値． 

大きさ n の 1 次元配列． 
ICON······ 出力．コンディションコード． 

表 SMLE1-2 参照． 
 

表 SMLE 1-2  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．   

30000 

次のいずれかであった． 
1) m ≠ 1 かつ，m ≠ 3 
2) m = 1 のとき， 

l ≠ 3 かつ，l ≠ 5  
m = 3 のとき，  
l ≠ 5 かつ，l ≠ 7 

3) n < l 

処理を打ち切る．

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数..... なし 
 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，真の関数が，全体にわた

り唯一の多項式で近似できないが局部的には
ある次数の多項式で近似できることを前提と
している． 

② m と l の選択にあたっては，観測値に対する物
理的情報と利用者の経験に基づいてなされる
べきである．しかし,平滑化の程度は l の値に
伴い増加し，m の値に伴い減少することを考
慮する必要がある． 

③ 本サブルーチンを繰り返し呼ぶこと，つま
り，l 個に関する m 次の最小二乗近似多項式
を，求まった平滑値に繰り返し適用すること
も可能であるが，むやみに反復させると，全
体の観測値に関する m 次の最小二乗近似多項
式を適用した結果に近づく傾向がある．もし
反復する場合，いつ反復を止めるべきかは利
用者の判断による． 

④ 本サブルーチンで制限された以外の m, l を使
って平滑化を行ないたい場合は，サブルーチ
ン SMLE2 を利用されたい．  

 
c. 使用例 

独立変数の等間隔な点における観測値の個数
n, 観測値 yi, 局部的最小二乗近似多項式の次数
m, それに用いる観測値の個数 l を入力し，
各々観測値を平滑化する． 
(n ≤ 20) の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION Y(20),F(20) 
      READ(5,500) N,M,L 
      READ(5,510) (Y(I),I=1,N) 
      CALL SMLE1(Y,N,M,L,F,ICON) 
      WRITE(6,600) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,620) M,L 
      WRITE(6,630) (I,Y(I),F(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(5F10.0) 
  600 FORMAT('1'////26X, 
     *'**** SMOOTHING BY SMLE1 ****') 
  610 FORMAT('0',37X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT('0',20X,'DEGREE OF ', 
     *'POLYNOMIAL =',I2/ 
     *' ',23X,'POINT OF SUBRANGE =',I2/ 
     *'0',17X,'NO.',10X,'OBSERVED VALUES', 
     *10X,'SMOOTHED VALUES') 
  630 FORMAT(' ',16X,I4,10X,F15.7,10X, 
     *F15.7) 
      END 
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(4) 手法概要 
本サブルーチンは，与えられた n 個の観測値 yi 

を，特定の次数の唯一の最小二乗近似多項式を用
いて平滑化する代わりに，局部的な l 個の観測値に
関して，m 次の各々異った最小二乗近似多項式を適
用して平滑化するものである． 

すなわち，ある一つの観測値 yk は，隣接する 
l (= 2r +1) 個の観測値 yk-r, ..., yk-l, yk, yk+l, ...,  yk+r に関
して m 次の最小二乗近似多項式をあてはめ，その k
における値を算出することにより平滑化する． 

いま， 

rkirkkisyis +≤≤−−==   ,  ,η  

とする（図 SMLE1-1 参照）． 

rr

rkkkkrk yyyyy

ηηηηη ,......, ,  ,  ,...,
                              

 , ... ,,,,...,

101

11

−−

++−−

↓↓↓↓↓  

図 SMLEI-1  yk とηs の対応 

これらの ηs に関する m 次の最小二乗近似多項式
は (4.1) で表わされる． 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )∑∑

−= = ⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧

⋅
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m

j
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2,2,
! 2 ! 12
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ここで 

( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

( )( )∑
=

+ ++−=
j

k
k

kk
kj

j r
r

k
kjrP

0
2

2

2!
12, ξξ  (4.2) 

( )( ) ( )( ) ( )1......21 +−−−= kk ξξξξξ  

である．(4.1) は，l 点に関する m 次の平滑化公式と
呼ばれ，この公式は，サブルーチン LESQ1 の手法
概要で述べた最小二乗近似多項式を w(xi) = 1 とし
て，等間隔な xi についてあてはめることにより得
られる． 

そこで，yk は (4.3) で平滑化する． 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )∑∑

−= = ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅
−++
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r
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 (4.3) 

ここで，yk が y1, ..., yr と yn-r+1, ..., yn のときは，両側
に等しく r 個の観測値を持たないので， ym (0) で平

滑化できない．そこで，y1, ..., yr に対しては
ym (−r), ..., ym (−1) で，yn-r+1, ..., yn に対しては 
ym  (1), ..., ym  (r) で平滑化する．ちなみに，(4.1) に
おいて， ym  (s) のηt の係数は， ym  (-s) のη-t の係数

と同じである． 
本サブルーチンにおいて制限された m と l につい

ての具体的な平滑化公式を示す． 
m= l , l = 3 に関する平滑化公式 ; (r = 1). 

y1 1 0 11 1
6

2( ) (5 )− = + −−η η η  

y1 1 0 10 1
3

( ) ( )= + +−η η η  

…………………………………… 

m = 1, l = 5 に関する平滑化公式 ; (r = 2) 

)(
5
1)0(

)23(4
10
1)1(

)2(3
5
1)2(
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ηηηηη
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ηηηη

++++=

+++=−

−++=−

−−
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…………………………………… 

m = 3 , l = 5 に関する平滑化公式 ; (r= 2) 

)31217123(
35
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35
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)464(69
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………………………………………………….. 

m = 3 , l = 7 に関する平滑化公式 ; (r= 3) 

)2367632(
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1)0(
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1)2(

)24448(39
42
1)3(
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y

y

y
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………………………………………………………. 

なお，詳細については，文献  [46] pp.228-254, 
[51] pp.314-363 を参照すること． 
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E31-21-0l01 SMLE2, DSMLE2 

最小二乗近似多項式による平滑化 
（不等間隔離散点） 
CALL SMLE2 (X, Y, N, M, L, W, F, VW, ICON) 

 
(1) 機能 

離散点 x1, x2, ..., xn (x1 < x2 < ... < xn) に対して，観
測値 yi, 重み関数値 w(xi), i = 1, 2, ..., n が与えられた
とき，局部的な最小二乗近似多項式を用いて，こ
れらの観測値を平滑化する． 

すなわち，ある一つの観測値を平滑化すると
き，全体の観測値を用いた最小二乗近似多項式を
適用する代わりに，その隣接する指定された個数 l
の観測値に関する指定された次数 m の局部的最小
二乗近似多項式を適用して平滑化する．この手続
きをすべての観測値について行うものである． 

ただし，n ≥ l, w(xi) ≥ 0 (i= 1, ..., n), l ≥ m+ 2, l は奇
数，m ≥ 1 であること． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．離散点 xi. 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············ 入力．観測値 yi. 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············ 入力．観測値の個数 n. 
M············ 入力．局部的最小二乗近似多項式の 

次数 m. 
L············· 入力．局部的最小二乗近似多項式に用い

る観測値の個数 l.  
W ··········· 入力．重み関数値 w(xi). 

通常は w(xi) = l として用いる． 
大きさ n の 1 次元配列． 

F ············· 出力．平滑値．  
大きさ n の 1 次元配列． 

VW········· 作業領域．  
大きさ 2l の 1 次元配列． 

ICON······ 出力．コンディションコード． 
表 SMLE2-1 参照． 

 
表 SMLE2-2  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
       0 エラーなし．   
30000 次のいずれかであった． 

1) x1 < x2 < . . . < xn-1 < xn を満足
しない． 

2) n < l 
3) m < 1 または， m+2 > l  
4) w (xi) に負のものがある． 
5) l が偶数である 

処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... なし 

b. 注意 
① 本サブルーチンは，真の関数が，全体にわた

り唯一の多項式で近似できないが局部的には
ある次数の多項式で近似できることを前提と
している． 

② m と l の選択にあたっては，観測値に対する物
理的情報と利用者の経験に基づいてなされる
べきである．しかし，平滑化の程度は l の値に
伴い増加し，m の値に伴い減少することを考
慮する必要がある． 

③ 本サブルーチンを繰り返し呼ぶこと，つま
り，l 個に関する m 次の最小二乗近似多項式
を，求まった平滑値に繰り返し適用すること
も可能であるが，むやみに反復させると，全
体の観測値に関する m 次の最小二乗近似多項
式を適用した結果に近づく傾向がある．もし
反復する場合，いつ反復を止めるべきかは利
用者の判断による． 

④ 本サブルーチンは，等間隔な独立変数におけ
る場合も使用できるが，サブルーチン SMLE1
に比べ処理時間が長い． 

 
c. 使用例 

離散点の個数 n, 離散点 xi, 観測値 yi, 局部的最
小二乗近似多項式の次数 m, それに用いる観測
値の個数 l を入力し，各々観測値を平滑化す
る．  

( ) ( )nixwmn i ,...,1,1,17,20 ==≤≤ の場合． 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(20),Y(20),W(20), 
     *          F(20),VW(40) 
      READ(5,500) N,M,L 
      READ(5,510) (X(I),I=1,N) 
      READ(5,510) (Y(I),I=1,N) 
      DO 10 I=1,N 
   10 W(I)=1.0 
      CALL SMLE2 (X,Y,N,M,L,W,F,VW,ICON) 
      WRITE(6,600) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) STOP 
      WRITE(6,620) M,L 
      WRITE(6,630) (X(I),Y(I),F(I),I=1,N) 
      STOP 
  500 FORMAT(3I5) 
  510 FORMAT(5F10.0) 
  600 FORMAT('1'////26X, 
     *'**** SMOOTHING BY SMLE2 ****') 
  610 FORMAT('0',37X,'ICON=',I5) 
  620 FORMAT('0',20X,'DEGREE OF ', 
     *'POLYNOMIAL =',I2/ 
     *' ',23X,'POINT OF SUBRANGE =',I2/ 
     *'0',11X,'ABSCISSA',11X,'OBSERVED ', 
     *'VALUES',10X,'SMOOTHED VALUES') 
  630 FORMAT(' ',10X,F10.0,10X,F15.7,10X, 
     *F15.7) 
      END 

 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは，離散点 x1< x2< ... <xn に対す
る観測値 yi,i=1,...,n を特定の次数の唯一の最小二乗
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近似多項式を用いて平滑化する代わりに，局部的
な l 個の観測値に関する m 次の各々異った最小二
乗近似多項式を適用して平滑化するものである． 

すなわち，ある一つの観測値 yk は，隣接する
l(=2r+1) 個の観測値 yk-r, ..., yk-1, yk, yk+1, ..., yk+r に関し
て，m 次の最小二乗近似多項式をあてはめ，その x 
= xk における値を算出することにより平滑化する． 

いま， 

kisxy isis −===   ,,ξη  
k r i k r− ≤ ≤ +  

とする（図 SMLE2-l 参照）． 
これらのηs に関する m 次の最小二乗近似多項式

は (4.1) で表される． 
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ここで， 

( ) ( ) ( ) ( )sjjsjjssj PPP ξβξαξξ 111 −++ −−=  
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(4.1) については，サブルーチン LESQ1 の手法概
要を参照されたい． 

そこで，yk は (4.3) で平滑化する． 
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ここで，yk が y1, ..., yr と yn-r+1, ..., yn のときは，両側
に等しく r 個の観測値を持たないので ym (ξ0) で平滑

化 で き な い ． そ こ で y1, ..., yr に 対 し て は 
ym (ξ-r), ..., ym (ξ-1) で ， yn-r+1, ..., yn に 対 し て は 
ym (ξ1), ..., ym (ξr) で平滑化する．  

 
なお，詳細については，文献 [46] pp.228 – 254, 

[51] pp.314 – 363 を参照すること． 

 ηy
rkk yy ++ ......1

ξx

η0

rηη ......1  

1...... −− ηη r1... −− krk yy
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図 SMLE2-1  (xi, yi) と (ηs,ξs) の対応 
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E11-21-0101 SPLV, DSPLV 

3 次 spline 補間式による補間・数値微分 
CALL SPLV (X, Y, N, ISW, DY, V, M, DV, K, 

VW, ICON) 
 
(1) 機能 

離散点 x1, x2, ..., xn ( x1 < x2 < ... < xn) に対して，関
数値 yi = f( xi), i = 1, 2, ..., n が与えられたとき，3 次
spline 補間式により，x = vi, i = 1, 2, ..., m における補
間値，1 階微分値，2 階微分値を求める． 

ただし， 1,,...,,,3 211 ≥≤≤≥ mxvvvxn nm であるこ

と． 
なお，離散点の両端点 (x = x1, x = xn) における微

係数に関する境界条件を指定することができる． 
 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．離散点 xi. 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············ 入力．関数値 yi. 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············ 入力．離散点の個数 n. 
ISW········ 入力．制御情報． 

大きさ 2 の 1 次元配列． 
両端点の境界条件の型を指定する． 
ISW (1), ISW (2) は共に 1, 2, 3, 4 のいずれ
かであること．更にこれに関連して DY 
(1) , DY (2) に実際に微係数を入力しなけ
ればならない． 
詳細は以下のとおりである．  
［境界条件の与え方］ 
ISW(1)=1のとき, DY(1)=f" (x1) 

=2のとき, DY(1) = f' (x1)  
=3のとき, DY(1)=f" (x1) / f" (x2) 
=4のとき, DY(1) は入力不要 

ISW(2)=1のとき, DY(2)=f" (xn) 
=2のとき, DY(2) = f' (xn) 
=3のとき, DY(2) =f′′(xn) /f"(xn-1) 
=4のとき, DY(2) は入力不要 

なお，ISW(1) = 4 （若しくは ISW(2)=4）
のときは，f' (x1) （若しくは f' (xn)）を3 次
の（n = 3 のときは2 次の）補間多項式に
より近似し，その値を境界条件としてい
る． 

DY ········· 入力．両端点における微係数． 
大きさ 2 の 1 次元配列． 
（パラメタ ISW 参照）．  

V ············ 入力．補間値などを求めたい点 
vi , i = 1,..., m .  
大きさ m の 1 次元配列． 

M············ 入力．補間値などを求めたい点の個数 m . 
DV ········· 出力． vi における補間値，1 階微分値，2

階微分値． 
DV (K,3)なる 2 次元配列． 

I = 1,2, ..., M とすると， 
DV (I,1) には vi における補間値， 
DV (I,2) には vi における 1 階微分値， 
DV (I,3) には vi における 2 階微分値， 
をそれぞれ出力する． 

K·············入力．配列 DV の整合寸法 (≥M)． 
VW ·········作業領域．大きさ 2n の 1 次元配列．  
ICON ······出力．コンディションコード． 

表 SPLV-1 参照． 
 

表 SPLV-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
30000 次のいずれかであった． 

① N<3 
② xi ≥ xi+1 なる xi がある． 
③ ISW (1) 又は ISW (2) が 

1, 2, 3, 4 のいずれでもない． 
④ M < 1 
⑤ vi < x1 又は xn < vi なる 

vi がある． 
⑥  K < M 

処理を打ち切る 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL, USPL 
② FORTRAN 基本関数... なし 
 
b. 注意 

両端点の微係数が分からないときは ISW(1) と 
ISW(2) は共に 4 と指定すればよい． 

 
c. 使用例 

離散点 xi, 関数値 yi, i = 1, 2, ..., n と境界条件，
ISW(1), DY(1), ISW(2), DY(2) を入力し，  

( ) 1,...,1       ,2/
,...,1                     ,

12

12

−=+=
==

+

−

nixxv
nixv

iii

ii  

の点における補間値，1 階微分値，2 階微分値
を求める． n ≤10 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(10),Y(10),ISW(2),DY(2), 
     *          V(50),DV(50,3),VW(20) 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) (I,X(I),Y(I),I=1,N) 
      READ(5,520) (ISW(I),DY(I),I=1,2) 
      WRITE(6,610) (ISW(I),DY(I),I=1,2) 
      N1=N-1 
      DO 10 I=1,N1 
      V(2*I-1)=X(I) 
   10 V(2*I)=0.5*(X(I)+X(I+1)) 
      M=2*N-1 
      V(M)=X(N) 
      CALL SPLV(X,Y,N,ISW,DY,V,M,DV,50, 
     *          VW,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) STOP 
      WRITE(6,630) (I,V(I),(DV(I,J), 
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     *              J=1,3),I=1,M) 
      STOP 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(2F10.0) 
  520 FORMAT(I5,F10.0) 
  600 FORMAT('1'//10X,'INPUT DATA'// 
     * 20X,'NO.',10X,'X',17X,'Y'// 
     * (20X,I3,3X,E15.7,3X,E15.7)) 
  610 FORMAT(/10X,'BOUNDARY COND.'/ 
     * 20X,'ISW(1)=',I3,',DY(1)=',E15.7/ 
     * 20X,'ISW(2)=',I3,',DY(2)=',E15.7/) 
  620 FORMAT(10X,'RESULTS'/20X,'ICON=', 
     * I5/) 
  630 FORMAT(20X,'NO.',10X,'V',17X,'Y(V)', 
     * 'Y''(V)',13X,'Y''''(V)'// 
     * (20X,I3,4(3X,E15.7))) 
      END 

 
(4) 手法概要 

離散点 x1, x2, ..., xn ( x1 < x2 < ... < xn) に対して，関
数値 yi = f(xi), i = 1, 2, ..., n が与えられたとき， 
[x1, xn] 内の任意の点 v における補間値，1 階微分
値，2 階微分値を 3 次 spline 補間式により求めるこ
とを考える． 

3 次 spline 補間式とは次の条件を満たす，区間 
[x1, xn] で定義される補間式 S (x) をいう． 
a. S(x) は区間 [xi, xi+1] i= 1..., n – 1 で高々3 次の多

項式である． 
b. S(x) は区間 [x1, xn] で，その 2 階導関数までが

連続である．すなわち S(x) ∈ C2 [x1, xn]． 
c. S(xi) = yi, i = 1, 2, ..., n 

 
ここで S(x) を具体的に求める．説明の都合上， 

S (x) を区分的に次の (4.1) で表す． 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1,...,1    ,                
       

1

32

−=≤≤
−+−+−+=

=

+ nixxx
xxexxdxxcy

xSxS

ii

iiiiiii

i
 

(4.1)
 

上記 a.～c.の条件は，Si(x) を使って表せば次のよ
うになる． 

( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ⎪

⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

−=′′=′′
−=′=′

==
−==

−

−

−

1,...,2      ,
1,...,2      ,

,...,2           ,
1,...,1             ,

1

1

1

nixSxS
nixSxS
niyxS
niyxS

iiii

iiii

iii

iii

 (4.2) 

よって，(4.1) における係数 ci, di, ei は (4.2) の条
件により決定される．それを (4.3) に示す． 

( )

( ) ⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

′′=′′
−=

′′−′′
=

′′=

′′+′′−−=

−=

+

+

+
+

ii

iii

i

ii
i

ii

ii
i

i

ii
i

xSy
xxh

h
yye

yd

yyh
h

yyc

ni

                 
     

6
        

2/        

2
6

        

 1,...,1 

1

1

1
1

ただし，

のとき，

 (4.3) 

′′yi  は (4.2) の 3 番目の条件より，(4.4) の 3 項関係

を満たすものである． 

( )

1,...,2,       

6      

2

1

11

1111

−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−−=

′′+′′++′′

−

−+

+−−−

ni
h

yy
h

yy

yhyhhyh

i

ii

i

ii

iiiiiii

 (4.4) 

したがって，(4.4) より ′′yi  を解けば (4.3) の ci, di , 
ei は求まることになる． 

ところで (4.4) は，n 個の未知数 ′′yi , i=1,...,n に対

して (n - 2) 個の式しかなく，それを一意的に解く
には ′′yi についての式をあと二つ必要とする．本サ

ブルーチンではこれを境界条件として，利用者が
与えるようにしてある． 

 
境界条件の与え方 

(4.4) を解くための境界条件として，次の (4.5) 及
び (4.6) の形の式が与えられるものと考える． 

λ μ1 1 1 2 1′′+ ′′=y y d  (4.5) 
λ μn n n n ny y d′′ + ′′ =−1  (4.6) 

これらの定数 λ1, μ1, d1, λn, μn, dn はいろいろ指定
することができるが，本サブルーチンでは，以下
の場合だけを想定している．  
(a) f" (x1) を指定する(ISW(1) = 1, DY(1) =f"(x1)). 

このとき (4.5) は y1" = f" (x1) となる． 
(b) f' (x1) を指定する (ISW(1) =2, DY(1) = f' (x1)). 

このとき (4.5) に対応する式は次のようにして
作る．(4.1) , (4.3) によってきまる S1 (x1) の 
x = x1 における 1 階微係数, ′S1  (x1) は，  

( )′ = − − ′′+ ′′⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

S x y y
h

h y y
1 1

2 1

1
1

1 22
6

 

となるから， ′S1  (x1) = f' (x1) と置くことによ

り， 

( )2 6
1 2

1

2 1

1
1′′+ ′′= − − ′

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟y y

h
y y

h
f x   

を得る． 
(c) f"( x1)/f"( x2) を指定する (ISW(1) =3, DY (1)= 

f"( x1)/f"( x2)). 
このとき， ( ) ( )′′ ′′ = ′′ ′′y y f x f x1 2 1 2/ /  と置くこと

により (4.5) は，  

( ) ( )( )′′− ′′ ′′ ′′ =y f x f x y1 1 2 2 0/  

となる． 
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(d) f' (x1) を補間多項式により近似するよう指定す
る（ISW(1) =4, DY(1) には入力不要）． 
このとき，f' (x1)を，x1, x2, x3, x4 の 4 点を使っ
た補間多項式により近似し，その後 (b) の場合
をあてはめる．（ただし，与えられた離散点
が 3 点しかない場合は f' (x1) はその 3 点を使っ
て近似される）． 

以上四つは，(4.5) に対応する式の与え方である
が，(4.6) に対応する式の与え方も同様な考えに基
づいている．それを以下に簡略して述べる． 
(e) f"(xn) を指定する (ISW(2) = 1, DY(2) = f"(xn)) ． 
(f) f' (xn) を指定する (ISW(2) = 2, DY(2) = f' (xn)) ．

ちなみに，このとき (4.6) は， 

( )′′ + ′′= ′ − −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟−

−

−

−

y y
h

f x y y
hn n

n
n

n n

n
1

1

1

1

2 6  

となる． 
(g) f" (xn)/f" (xn-1) を指定する (ISW(2) = 3, DY (2) = 

f" (xn)/f" (xn-1) )． 

(h) f' (xn) を近似して (f) をあてはめる（ISW(2) = 4, 
DY(2) には入力不要）． 

 
これらの(a) ～ (d)，(e) ～ (h) は適当に組合せて指

定することができる．例えば，(a) と (e), (a) と (g),  
(b) と (h) ,...という具合である． 
 
補間値などの計算 

区間  [x1, xn] 内の任意の点 v における補間値，1
階微分値，2 階微分値は，xi ≤ v < xi+1 を満たす区間
[xi, xi+1] で定義される Si(x), 及び ′Si (x), "

iS (x) を評価

することにより求める． 
 
なお，詳細については参考文献 [48] を参照する

こと． 
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A21-12-0201 SSSM, DSSSM 

行列の差（実対称行列） 
CALL SSSM (A, B, C, N, ICON) 

 
(1) 機能 

n × n の実対称行列 A と実対称行列 B の差 C を求
める． 

C = A - B 
ここで，C は n × n の実対称行列である． 
n ≥ 1 であること． 

 
(2) パラメタ 
A ············ 入力．行列 A. 

対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n+1)/2 の 1 次元配列． 

B············· 入力．行列 B. 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n +1)/2 の 1 次元配列． 

C············· 出力．行列 C． 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n (n +1)/2 の 1 次元配列． 
（使用上の注意①参照）． 

N ············ 入力．行列 A, B 及び C の次数 n. 
ICON······ 出力．コンディションコード．  

表 SSSM-1 参照． 
 

表 SSSM-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
30000 N < 1であった． 処理を打ち切る．

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... なし． 

b. 注意 
① 配列 A あるいは，B 上の内容を保存する必要

のない場合は，次のように呼び出すことによ
り領域が節約できる． 
• 配列 A の内容が不要の場合． 

CALL SSSM (A, B, A, N, ICON) 
• 配列 B の内容が不要の場合． 

CALL SSSM (A, B, B, N, ICON) 
この場合，行列 C は配列 A あるいは，B 上に
得られる． 

 
c. 使用例 

実対称行列 A, B の差を求める．n ≤ 100 の場
合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(5050),C(5050) 
      CHARACTER*4 IA,IB,IC 
      DATA IA/'A   '/,IB/'B   '/, 
     *     IC/'C   '/ 
   10 READ(5,100) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      WRITE(6,150) 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,200) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,200) (B(I),I=1,NT) 
      CALL SSSM(A,B,C,N,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      CALL PSM(IA,1,A,N) 
      CALL PSM(IB,1,B,N) 
      CALL PSM(IC,1,C,N) 
      GOTO 10 
  100 FORMAT(I5) 
  200 FORMAT(4E15.7) 
  150 FORMAT('1'///10X, 
     * '** MATRIX SUBTRACTION **') 
      END 

 

本使用例中のサブルーチン PSM は，実対称行
列を印刷するものである．プログラムは，サ
ブルーチン MGSM の使用例に記載されてい
る． 
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B21-21-0602 TEIG1, DTEIG1 

実対称 3 重対角行列の固有値及び固有ベクトル（QL
法） 
CALL TElG1 (D, SD, N, E, EV, K, M, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の固有値及び固有ベ
クトルを QL 法により求める． 

固有ベクトルは ||x||2=1 となるように正規化する．
n≥1 なること． 
 
(2) パラメタ 
D ············· 入力．実対称 3 重対角行列 T の主対角要

素． 
大きさ n の 1 次元配列．   
演算後，内容は保存されない． 

SD ··········· 入力． 3 重対角行列 T の副対角要素． 
SD (2)～SD (n)に副対角要素を格納するこ
と． 
大きさ n の 1 次元配列．   
演算後，内容は保存されない． 

N ············· 入力． 3 重対角行列 T の次数 n． 
E ············· 出力．固有値． 

大きさ n の 1 次元配列． 
EV ·········· 出力．固有ベクトル． 

固有ベクトルは列方向に格納される． 
EV(K, N) なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 EV の整合寸法． 
M ············ 出力．求まった固有値・固有ベクトルの

数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 TEIG1-1 参照． 
 

表 TEIG1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N=1 であった． E(1) = D(1), 

EV(1,1)=1.0 とする． 
15000 固有値固有ベクトルのす

べてを求めつくすことは
できなかった． 

M に求まっている固有
値固有ベクトルの数を
セットする． 

20000 固有値固有ベクトルは 1
つも求められなかった． 

M = 0 とする． 

30000 N < 1 又は K < N であっ
た． 

処理を打ち切る． 

 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 .. ABS, SIGN, SQRT 

 
b. 注意 
① 固有値固有ベクトルは，固有値の求まった順に

格納される． 

② パラメタ M には，ICON=0 のとき n が，また，
ICON=15000 のとき，求まった固有値及び固有
ベクトルの数がセットされている． 

③ 本サブルーチンは，実対称 3 重対角行列用であ
る．実対称行列の固有値及び固有ベクトルを求
める場合は，サブルーチン SEIG1 を用いるこ
と． 

④ 実対称 3 重対角行列 T の固有値だけを求める場
合は，サブルーチン TRQL を用いること． 

 
c. 使用例 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の固有値及び固有
ベクトルを求める． 
 n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION D(100),SD(100), 
     *          EV(100,100),E(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) (D(I),SD(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,(I,D(I),SD(I),I=1,N) 
      CALL TEIG1(D,SD,N,E,EV,100,M,ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(2E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX',5X, 
     * 'ORDER=',I3/'0',20X, 
     * '***DIAGONAL***', 
     * 5X,'**SUBDIAGONAL*'//(13X,I3,5X, 
     * 2(E14.7,5X))) 
  610 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称
行列の固有値固有ベクトルを出力するサブルー
チンである．その詳細についてはサブルーチン
SEIG1 の使用例参照のこと． 

 
(4) 手法概要 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の固有値及び固有ベ
クトルを QL 法により求める． 

QL 法により固有値を求める方法は，TRQL と同
様であるので，TRQL「(4)手法概要」を参照するこ
と．ここでは，QL 法により固有ベクトルを求める
方法について説明する． 

3 重対角行列 T の固有ベクトルは，(4.1)の直交相
似変換により T を対角行列 D に変換する直交行列 Q 
の列ベクトルである．  

D=QTTQ (4.1) 

ところで，QL 法は， (4.2)の直交相似変換を反復
的に行うことにより，T を D に変換して，その対角
要素として固有値を求める方法である． 

...,3,2,1   T
1 ==+ sssss QTQT  (4.2) 
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ここで Qs は，(4.3)の QL 分解により得られる直交
行列である． 

( ) ssss k LQIT =−  (4.3) 
（ただし，ks は原点移動量，Ls は下三角行列） 

したがって，m 回の反復で対角行列に収束したとき
は，(4.2)より，  

mm
TTT

m
T
m QQQQTQQQQD 1211121 ...... −−=  (4.4) 

となっている．ここに Tl = T である． 
 (4.1), (4.4)より，固有ベクトルは，  

mm QQQQQ 121 ... −=  (4.5) 

の列ベクトルとして得られる． 
いま， ( )1−sQ を， 

( )
121

1 ...... −
− = s

s QQQQ  (4.6) 

と定義する．すると，第 s 回までの変換行列の積
( )sQ は，  

( ) ( )
s

ss QQQ 1−=  (4.7) 

により求めることができる． 

(4.7)の Qs は，QL 法では， 
( ) ( ) ( ) ( )sss

n
s

ns 1221 ... PPPPQ −−=  (4.8) 

により得られる．(4.7)に(4.8)を代入すれば， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sss

n
s

n
ss

1221
1 ... PPPPQQ −−
−=  (4.9) 

を得る．この操作を s = 1, 2, ..., m と繰り返すことに
より，Q を求めることができる． 

(4.9)のようにすることにより，QL 法の各変換段
階で変換行列の積を作ってゆき，全固有値が求まっ
た（すなわち対角化が完了した）時点で，Q（すな
わち固有ベクトル）も求まっている. 

なお，QL 法は，一つの固有値に対し 30 回反復し
ても収束しなけば,処理を中断するが，この時点まで
に求まっている M 個の固有値及び固有ベクトルは，
正しい固有値及び固有ベクトルとして利用できる． 

以上の方法で求めた固有ベクトルは，Q が直交行
列であるので，||x||2=1 となっている． 

なお，詳細については，参考文献[12], [13] pp. 227-
248 及び [16] pp. 177-206 を参照すること．  
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B21-21-0702 TEIG2, DTEIG2 

実対称 3 重対角行列の固有値及び固有ベクトル 
（バイセクション法，逆反復法） 

CALL TEIG2 (D, SD, N, M, E, EV, K, VW, ICON) 
 
(1) 機能 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の大きい方から又は
小さい方から m 個の固有値と対応する固有ベクトル
を求める． 

固有値はバイセクション法により，固有ベクトル
は逆反復法により求める．固有ベクトルは ||x||2=1 と
なるように正規化される． 

1≤m≤n なること． 
 

(2) パラメタ 
D ············· 入力．実対称 3 重対角行列 T の主対角要

素．大きさ n の 1 次元配列．  
SD ··········· 入力．実対称 3 重対角行列 T 副対角要

素．大きさ n の 1 次元配列． 
ただし，SD (2)～SD (n)に副対角要素を格
納しておくこと． 

N ············· 入力．3 重対角行列 T の次数 n． 
M ············ 入力．求める固有値の個数 m． 

M = + m のときは大きい方から求める． 
M = - m のときは小さい方から求める． 

E ············· 出力．固有値． 
大きさ m の 1 次元配列．  

EV ·········· 出力．固有ベクトル． 
固有ベクトルは列方向に格納される． 
EV (K, m) なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 EV の整合寸法． 
VW ········· 作業領域．大きさ 5n の 1 次元配列． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 TEIG2-1 参照． 
 

表 TEIG2-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N=1 であった． E(1)=D(1), EV (1, 1) = 

1.0 とする． 
15000 m 個の固有値を求めた

後，固有ベクトルを求め
るとき，求まらないもの
があった． 

その固有ベクトルを 
0 ベクトルとする． 

20000 固有ベクトルが 1 つも求
まらなかった． 

固有ベクトルはすべて
0 ベクトルである． 

30000 M = 0, N < |M| 又は， 
K < N であった． 

処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II....AMACH, MGSSL, UTEG2 
② FORTRAN 基本関数.....ABS, AMAX1, IABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは実対称 3 重対角行列用であ

る．実対称行列の m 個の固有値及び固有ベクト
ルを求める場合は，サブルーチン SEIG2 を用い
ること． 

② 3 重対角行列の m 個の固有値だけを求める場合
は，サブルーチン BSCT1 を用いること． 

 
c. 使用例 

n 次の実対称 3 重対角行列の固有値を大きい方
から又は小さい方から m 個求め，対応する固有
ベクトルを求める． 
 n ≤ 100, m ≤ 10 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION D(100),SD(100),E(10), 
     *          EV(100,10),VW(500) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N,M 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) (D(I),SD(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N,M,(I,D(I),SD(I), 
     *             I=1,N) 
      CALL TEIG2(D,SD,N,M,E,EV,100,VW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,610) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      MM=IABS(M) 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(2E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL MATRIX',5X, 
     * 'N=',I3,'M=',I3/'0',20X, 
     * '***DIAGONAL***','**SUBDIAGONAL*'// 
     * (13X,I3,5X,2(E14.7,5X))) 
  610 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 
本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称行列

の固有値固有ベクトルを出力するサブルーチンであ
る．その詳細についてはサブル―チン SEIG1 の使用
例参照のこと． 
 
(4) 手法概要 

n 次の実対称 3 重対角行列の大きい方から又は小
さい方から m 個の固有値及び対応する固有ベクトル
を求める． 

m 個の固有値は，バイセクション法により求め，
対応する固有ベクトルは逆反復法により求める． 

バイセクション法については，サブルーチン
BSCT1 を参照されたい． 

ここでは逆反復法についてだけ説明する． 
いま 3 重対角行列 T の真の固有値は， 

nλλλλ >>> ......321
 (4.1) 
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となっているとする． 
バイセクション法により λj の近似解としてµj が得

られたとき，逆反復法で対応する固有ベクトルを求
めることを考える． 

逆反復法は，  

...,2,1 , )( 1 ==− − rrrj xxIT µ  (4.2) 

（x0 は適当な初期ベクトルとする） 

を反復的に解いてゆき，収束条件を満足したときの
xr を固有ベクトルとする方法である． 

真の固有値 nλλλ ,...,, 21 に対応する真の固有ベクト

ルを nuuu ,,, ...21 とすれば，適当な初期ベクトル x0 
は， 

∑
=

=
n

i
ii

1
0 ux α  (4.3) 

なる 1 次結合で表すことができる． 
(4.2)及び (4.3)よりxrは， 
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1
µλµλαα

µλ
uux

 (4.4) 

と表せる． 

一 般 に ， ( ) ( ) 0.1 / <<−−
jijj

µλµλ と 見 なせるか

ら，(4.4)は，aj ≠ 0 であれば，r が大きくなる程，xr 
は，αjuj に接近することを示している． 

(4.2)の連立方程式は，(T – µjI) を単位下三角行列
L と上三角行列 U とに分解し， 

1−
=

rr
PxLUx  (4.5) 

(P は，軸交換のための置換行列である．) 

として解く．(4.5)を解くことは， 

11 −−
=

rr
PxLy    （前進代入） (4.6) 

1−
=

rr
yUx        （後退代入） (4.7) 

なる二つの連立方程式を解くことに帰着する． 
初期ベクトル x0 はどのように与えてもよいから， 

 y L Px0
1

0= −  (4.8) 

なる y0 が特定の形，例えば y0 = (1, 1, ... 1)T となるよ
うに x0 が与えられたとしてよい．したがって，第 1
回目には，(4.6)の前進代入は省略できる．一般には
2 回目以降は前進代入と後退代入をくり返すことに
より固有ベクトルを求めることができる．  
① 逆反復法における初期ベクトルと収束判定につ

いて 
本ルーチンでは，初期ベクトル y0 として， 

( ) Tununun  ,...,0 TTTy ⋅⋅⋅=  (4.9) 

ただし， u：丸め誤差単位 

( )
0      ),(

  

01

1
1

==

+=∑
=

−

tt

tt

ij

n

i
iiii

T

T
 

を与え，各反復段階で，xr-1 を 

2011
yx =

−r  (4.10) 

となるように調整し，xr が， 

1
1
≥

r
x  (4.11) 

を満足したとき，xr を固有ベクトルとして採用
する．(4.11)は，次のようにして導かれる． 
(4.2)において， xr を正規化すれば， 

 

( )
111

// 
rrrrj

xxxxIT
−

=− µ  (4.12) 

となる，(4.12)の右辺は，残差ベクトルと見な
せるから，これが零と見なせる程度に減少した
とき，xr は固有ベクトルに収束したとすればよ
い． 
そこで，残差ベクトルのノルムが， 

20111
/ yxx ≤

− rr  (4.13) 

を満足したとき，(4.12)の右辺は零になったと
見なすことにする．このとき xr-1 を (4.10)を満
足するよう調整しておけば，(4.13)は，(4.11)と
なる． 
なお，本サブルーチンでは，5 回反復しても x5 
が (4.11)を満足しなかったときは，固有ベクト
ルは求まらなかったと見なし ICON=15000 とし
て，対応する EV の列をすべて零とする． 

② 固有ベクトルの直交化について 
実対称 3 重対角行列の固有ベクトルは，すべて
直交するはずであるが，逆反復法で求めた固有
ベクトルは，固有値が互いに接近するにつれ，
直交性が失なわれるという欠点を持っている． 
そこで，本サブルーチンでは，固有ベクトルの
直交性を確保するため，次のように対処してい
る． 
まず，対応する固有ベクトルを求めようとする
固有値µi と直前の固有値µi-l が(4.15)を満足する
か調べる．  

µ µi i T− ≤−
−

1
310  (4.15) 

もし，(4.15)を満足しているときは，µi につい
て逆反復法で求めた固有ベクトル xi をµi-l につ
いて求めた固有ベクトル xi-l に対して，  
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( )x xi i, − =1 0  (4.16) 

を満足するするように修正する． 
以下同様の考え方により，連続して(4.15)の関
係を満足する固有値を一つのグループとして，
対応する固有ベクトルの直交化を行う． 

③ 直和分解について 
いま，T が T1, T2, .... Tm なる m 個の小行列の直
和に分解できたとする．このとき，T の固有値
及び固有ベクトルは，それぞれ(4.17) の D の対
角要素及び Q の列ベクトルである． 












































=























=

m

m

Q

Q
Q

Q

D

D
D

D

...
...

...
...

0

0

0

0

2

1

2

1

 (4.17) 

ここに，D 及び Q は，  

D Q TQT=  (4.18) 

を満足する D 及び Q である． 
(4.17)及び(4.18)より， 

D Q T Q
D Q T Q

T

T

1 1 1 1

2 2 2 2

=

=
 (4.19) 

. 

. 

. 
D Q T Qm m

T
m m=  

を得る．(4.19)より，T が直和分解できるとき
は，各小行列ごとに固有値及び固有ベクトルを
求めればよいことがわかる． 
 

 なお．詳細については，参考文献[12]及び[13] pp. 
4l8-439 を参照すること． 
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G21-21-0l0l TRAP, DTRAP 

1 次元有限区間積分 
（不等間隔離散点入力，台形則） 
CALL TRAP (X, Y, N, S, ICON) 

 
(1) 機能 

不等間隔離散点 x1, x2, ..., xn (x1 < x2< ...< xn) に対し
て，関数値 yi=f(xi), i=1, 2, ..., n が与えられたとき，
台形則により 

( )∫=
nx

x
dxxfS

1
  n ≥ 2 

を求める．  
 
(2) パラメタ 
X  ············ 入力．離散点 xi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
Y ············· 入力．関数値 yi． 

大きさ n の 1 次元配列． 
N ············· 入力．離散点の個数 n 
S ············· 出力．積分値 S. 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 TRAP-1 参照． 
 

表 TRAP-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
30000 n < 2 又は xi ≥ xi+1 であった． S=0.0 として 

処理を打ち切
る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ..... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... なし． 
 

b. 注意 
離散点 xi が等間隔の場合でも本サブルーチンは
適用できるが，シンプソン則による方法（サブ
ルーチン SIMP1）を適用した方が一般的に精度
が良い． 

 
c. 使用例 

離散点 xi，関数値 yi を入力し，積分値 S を求め
る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION X(20),Y(20) 
      READ(5,500) N 
      READ(5,510) (X(I),Y(I),I=1,N) 
      CALL TRAP(X,Y,N,S,ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,S 
      STOP 
  500 FORMAT(I2) 
  510 FORMAT(2F10.0) 
  600 FORMAT(10X,'ILL CONDITION =',I5 
     * /10X,'INTEGRAL VALUE =',E15.7) 
      END 
 
(4) 手法概要 

区間 [x1, xn]について，不等間隔に取られた離散点
を用い，台形則により積分する．まず，最初の区間 
[x1, x2]の 2 点 (x1, f(x2))及び (x1, f(x2)) について積分計
算を行う．次に続く 2 分点についても同様に計算
し，それぞれ求まった値を加算していく． 

最終的には次のようになる．  

( )f x dx
x
xn

1

1
2∫ ≈ { ( ) ( ) ( )( )x x f x f x2 1 1 2− + +  

( ) ( ) ( )( ) ( )13223 ... −−+++− nn xxxfxfxx  

( ) ( )( )f x f xn n+ −1 } = 1
2

{ ( ) ( )x x f x2 1 1−  

( ) ( )+−+ 213 xfxx  

)()()()( 112... nnnnnn xfxxxfxx −−− −+−+ }(4.1) 
 
なお，詳細については，参考文献 [46] pp. 114-121

を参照すること． 
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B21-21-0802 TRBK, DTRBK 

実対称行列の固有ベクトルへの逆変換 
CALL TRBK (EV, K, N, M, P, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の m 個の固有ベクト
ルを実対称行列 A の固有ベクトルへ逆変換する． 

ただし，T は A にハウスホルダー法を適用して得
られたものであること．かつ 1 ≤ m ≤ n であること． 
 
(2) パラメタ 
EV ·········· 入力．実対称 3 重対角行列 T の m 個の固

有ベクトル． 
出力．実対称行列 A の固有ベクトル． 
EV (K, m) なる２次元配列． 

K ············· 入力．配列 EV の整合寸法 ( ≥ n)． 
N ············· 入力．実対称 3 重対角行列の次数 n． 
M ············ 入力．|M|は，固有ベクトルの個数 m（使

用上の注意④参照）． 
P·············· 入力．ハウスホルダー法による A から T

への変換行列 P（使用上の注意②参照）． 
大きさ n( n +1)/2 の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 TRBK-1 参照． 

 
表 TRBK-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N = 1 であった． EV (1, 1) = 1.0 とす

る． 
30000 N < |M|,  K < N 又は 

M = 0 であった． 
処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... IABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンは，通常サブルーチン TRID1 

に続けて呼び出される． 
② 本サブルーチンの入力パラメタ P はサブルーチ

ン TRID1 の出力パラメタ A が与えられること
を想定しているので，それをそのまま用いれば
よい．配列 P の内容についてはサブルーチン
TRID1 を参照のこと． 

③ 固定ベクトルは， ||x||2 =1 となるように正規化
されている． 

④ パラメタ Mの内容が負であるときは，その絶対
値をとって使う． 

 

c. 使用例 
n 次の実対称行列をサブルーチン TRID1 により
3 重対角行列へ変換し，サブルーチン TEIG2 に
より m 個の固有値と固有ベクトルを求め，本サ
ブルーチンにより 3 重対角行列の固有ベクトル
を実対称行列の固有ベクトルへ逆変換する． n  
≤ l00 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),D(100),SD(100), 
     *          E(100),EV(100,100),VW(500) 
   10 READ(5,500) N,M 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N,M 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) 
      IF(ICON.EQ.30000) GOTO 10 
      CALL TEIG2(D,SD,N,M,E,EV,100,VW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GOTO 10 
      CALL TRBK(EV,100,N,M,A,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 10 
      MM=IABS(M) 
      CALL SEPRT(E,EV,100,N,MM) 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX' 
     * //11X,'** ORDER =',I5,10X,'** M =', 
     * I3/) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     * (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT(/11X,'** CONDITION CODE =', 
     * I5/) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン SEPRT は，実対称行
列の固有値及び固有ベクトルを出力するサブルーチ
ンである．その詳細については，サブルーチン 
SEIG1 の使用例参照のこと． 
 
(4) 手法概要 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の m 個の固有ベクト
ルを，実対称行列 A の固有ベクトルへ逆変換する． 

A から T への変換は，ハウスホルダー法により，
(4.1)に示す n-2 回の直交相似変換により行なわれ
る．  

221
T

1
T

2
T

2 ...... −−= nn PPAPPPPT  (4.1) 

ただし Pk = I - uk uk
T/hk である．（詳細はサブルー

チン TRID1 参照のこと）． 
T の固有値，固有ベクトルを，λ, y とすると 

yTy λ=  (4.2) 
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が成り立つ．(4.1)を(4.2)へ代入すると 

yyPPAPPPP λ=−− 221
T

1
T

2
T

2 ...... nn  (4.3) 
となり，(4.3)の両辺に P1P2...Pn-2 を左側より掛けると
(4.4)となる． 

yPPPyPPAP 221221 ...... −− = nn λ  (4.4) 
したがって， A の固有ベクトル x は(4.5)となる．  

yPPPx 221 ... −= n  (4.5) 
(4.5)の計算は(4.6)において y = xn-1 として行うことに
より，x = x1 として求まる． 

( ) 1,2,,2     , / ...11

1

−=−=

=

++

+

nkh kk
T
kkk

kkk

xuux
xPx

 (4.6) 

固有ベクトル x は，(4.5)により求めているので， 
||x||2=1 となっている． 
 

なお，詳細については，参考文献[13]の pp. 212-
226 を参照すること． 
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B21-25-0402 TRBKH, DTRBKH 

エルミート行列の固有ベクトルへの逆変換 
CALL TRBKH (EVR, EVI, K, N, M, P, PV, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の m 個の固有ベクト
ル y を，エルミート行列 A の固有ベクトル x へ逆変
換する． 

x PV y= *  
ただし P 及び V はそれぞれ，ハウスホルダー法及び
対角ユニタリ変換によって A から T へ変換するとき
の変換行列である．l ≤ m ≤ n になること． 
 
(2) パラメタ 
EVR ········ 入力．EVR は実対称 3 重対角行列 T の m 

個の固有ベクトル y ． 
出力．n 次のエルミート行列 A の固有ベク
トル x の実部． 
EVR (K, m)なる 2 次元配列． 
 （使用上の注意④参照）． 

EVI ········· 出力．n 次のエルミート行列 A の固有ベク
トル x の虚部． 
EVI (K, m)なる 2 次元配列．  
（使用上の注意④参照）． 

K ············· 入力．配列 EVR, EVI の整合寸法 (≥ n)． 
N ············· 入力．実対称 3 重対角行列の次数 n． 
M ············ 入力．|M|は，固有ベクトルの個数 m ． 

（使用上の注意⑤参照）． 
P·············· 入力．A から T へハウスホルダー法を適用

するときの変換行列 P． 
エルミート行列用圧縮モード． 
P (K, N)なる 2 次元配列． 
（使用上の注意②参照）． 

PV ··········· 入力．A から T へ対角ユニタリ変換を適用
するときの変換行列 V． 
大きさ 2 n の１次元配列． 
（使用上の注意②参照）． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 TRBKH-1 参照． 

 
表 TRBKH-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N = 1 であった． EV(1, 1) = 1.0 とする． 
30000 N < |M|, K < N 又は  

M = 0 であった． 
処理を打ち切る． 

 

(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... MGSSL 
② FORTRAN 基本関数.... IABS 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンはエルミート行列用であり，一

般複素行列については適用することができな
い． 

② 配列 P は A から T への変換行列 P を直接に表
現するものではないので，注意すること． 
本サブルーチンはサブルーチン TRIDH と通常
は組み合わせて使う．したがって，パラメタ P, 
PV の内容は TRIDH の A, PV で出力される内容
を想定しているので，これをそのまま用いれば
よい．  
配列 P, PV の内容については，サブルーチン 
TRIDH を参照のこと． 

③ 入力した固有ベクトル y が ||y||2 = 1 に正規化さ
れていれば，出力する固有ベクトル x も ||x||2 = 
1 となる． 

④ 第 j 番目の固有値に対応する固有ベクトルの第 l
番目の要素は EVR (L, J) + i・EVI (L, J)で表され
る．ただし i= −1 である． 

⑤ パラメタ M の内容が負であるときは，その絶
対値をとって使う． 

 
c. 使用例 

n 次のエルミート行列をサブルーチン TRIDH に
より，実対称 3 重対角行列に変換し，サブルー
チン TEIG2 により m 個の固有値と固有ベクト
ルを求め，本サブルーチンにより，実対称 3 重
対角行列の固有ベクトルをエルミート行列の固
有ベクトルへ逆変換する． 
 n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),D(100),SD(100), 
     * V(200),EVR(100,100),EVI(100,100), 
     * VW(500),E(100) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N,M 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,M 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL TRIDH(A,100,N,D,SD,V,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      CALL TEIG2(D,SD,N,M,E,EVR,100,VW, 
     *           ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      CALL TRBKH(EVR,EVI,100,N,M,A,V,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
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      MM=IABS(M) 
      CALL HEPRT(E,EVR,EVI,100,N,MM) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(4E15.7) 
  600 FORMAT('1'///40X,'**ORIGINAL ', 
     * 'MATRIX**',5X,'N=',I3,5X,'M=',I3//) 
  610 FORMAT(/4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
      END 
 

本使用例中のサブルーチン HEPRT は，エルミー
ト行列の固有値及び固有ベクトルを出力するサブル
ーチンである．その詳細については，サブルーチン 
HEIG2 の使用例参照のこと． 
 
(4) 手法概要 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の m 個の固有ベクト
ルを，エルミート行列 A の固有ベクトルへ逆変換す
る． 

A から T への変換は，ハウスホルダー法及び対角
ユニタリ変換により，(4.1)によって行われる．  

( ) VPPAPPPPVT   ...... 221
*

1
*

2
*

2
*

−−= nn
 (4.1) 

ただし Pk = I - uk uk
∗/hk であり，V は対角ユニタリ

行列である（詳細はサブルーチン TRIDH 参照のこ
と）． 
T の固有値及び固有ベクトルを，それぞれλ及び y と
すると， 

Ty y= λ  (4.2) 
が成り立つ．(4.1)を(4.2)に代入すると， 

yVyPPAPPPPV λ=−− 221
*

1
*

2
*

2
* ...... nn  (4.3) 

となる．(4.3)の両辺に左側から P1P2...Pn-2 V を左側か
ら掛けると， 

VyPPPVyPPAP 221221 ...... −− = nn λ  (4.4) 
となる．したがって， A の固有ベクトル x は 

VyPPPx 221 ... −= n
 (4.5) 

によって求められる． 
(4.5)の計算は(4.6)～(4.7)の手順で行う．  

Vy=z  (4.6) 
z z z /hk k k k

*
k k= −+ +1 1u u  (4.7) 

12...2 ,,,nk −=  
ただし，z= zn-1 ,  x=z1 である． 

このようにして求められた固有ベクトル x (= z1) 
は，(4.5)により ||y||2 = 1 ならば ||x||2 =1 である．  

なお，詳細については，参考文献[17]を参照する
こと．  
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B21-25-0302 TRIDH, DTRIDH 

エルミート行列の実対称 3 重対角行列への変換 
（ハウスホルダー法，対角ユニタリ変換） 
CALL TRIDH (A, K, N, D, SD, PV, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次のエルミート行列 A をハウスホルダー法によ
り，エルミート 3 重対角行列 H に変換し， 

H P AP= *  (1.1) 
更に対角ユニタリ変換により，実対称 3 重対角行

列 T に変換する． 

T V HV= *  (1.2) 
ただし，P 及び V は変換行列である． 
 n≥1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．エルミート行列 A. 

出力．変換行列 P（図 TRIDH-1 参照）． 
エルミート行列用圧縮モード． 
（使用上の注意②参照）． 
大きさ A (K, N)なる 2 次元配列． 

K ············· 入力．配列 A の整合寸法 (≥ n)． 
N ············· 入力．エルミート行列の次数 n．  
D ············· 出力．実対称 3 重対角行列 T の主対角要素

（図 TRIDH-2 参照）．  
大きさ n の 1 次元配列． 

SD ··········· 出力．実対称 3 重対角行列 T の副対角要素
（図 TRIDH-2 参照）． 
大きさ n の 1 次元配列． 
SD (1) は 0 とし， SD (2) ,..., SD (n) に格納
する． 

PV ··········· 出力．変換行列 V．（図 TRIDH-3 参
照）． 
大きさ 2n の 1 次元配列． 

ICON ······ 出力．コンディションコード． 
表 TRIDH-1 参照． 

 
表 TRIDH-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
        0 エラーなし．  
10000 N = 1 であった． 変換しない． 
30000 K < N 又は N < 1 であっ

た． 
処理を打ち切る． 

 

 
［注意］ × は作業領域， n=5 の場合． 

hk は (4.11) 又は (4.13) 参照のこと． 

図 TRIDH-l  変換後の A の各要素 

 
図 TRIDH-2 実対称 3 重対角行列 T と配列 D, SD の対応 

 
図 TRIDH-3  変換行列 V と 配列 PV の対応 
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(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... ABS, SQRT 

 
b. 注意 
① 本サブルーチンはエルミート行列用であり，一

般複素行列については適用することができな
い． 

② 出力された配列 A と PV はエルミート行列 A の
固有ベクトルを求めるために必要となる．  
この A と PV は，エルミート行列の固有ベクト
ルを求めるサブルーチン TRBKH の P と PV に
それぞれ対応している． 

③ 固有値の精度は 3 重対角化を行った時点で，あ
る程度決定される． 
そのため，できるだけ精度よく３重対角行列を
求めることが必要である．そのための配慮は，
本サブルーチンにおいてなされている． 
しかし，固有値に非常に大きいものと，小さい
ものとが混在しているときは，小さい方の固有
値は大きい方に比べて変換の影響を受けやす
い． 
したがって，そのような場合は小さい固有値を
精度よく求めることは難しいことがある． 

 
c. 使用例 

n 次のエルミート行列を実対称 3 重対角行列に
変換した後，サブルーチン TRQL により，固有
値を計算する． 
n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100),D(100),SD(100), 
     *          V(200),E(100) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N,M 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      READ(5,510) ((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      WRITE(6,600) N,M 
      DO 20 I=1,N 
   20 WRITE(6,610) (I,J,A(I,J),J=1,N) 
      CALL TRIDH(A,100,N,D,SD,V,ICON) 
      WRITE(6,620) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) 
      WRITE(6,650) (I,D(I),SD(1),I=1,N) 
      CALL TRQL(D,SD,N,E,M,ICON) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,660) 
      WRITE(6,670) (I,E(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(2I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1'///,40X,'**ORIGINAL ', 
     * 'MATRIX**',5X,'N=',I3,5X,'M=',I3//) 
  610 FORMAT(4(5X,'A(',I3,',',I3,')=', 
     * E14.7)) 
  620 FORMAT('0'//,11X,'**TRIDIAGONAL ', 
     * 'MATRIX**') 
  630 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 

  640 FORMAT('0',//1X,3('NO.',5X, 
     * 'DIAGONAL',7X,'SUBDIAGONAL',2X),//) 
  650 FORMAT(1X,3(I3,2E17.7)) 
  660 FORMAT('1'///,5X,'**EIGENVALUES**'/) 
  670 FORMAT(1X,4('E(',I3,')=',E17.7)) 
      END 
 
(4) 手法概要 

n 次のエルミート行列 A の実対称 3 重対角行列 T
への変換 (4.1)及び (4.2)の 2 段階の変更により行われ
る． 
① n 次のエルミート行列 A をハウスホルダー法に

より，n 次のエルミート 3 重対角行列 H に変換
する．これは次のような n-2 回のユニタリ相似
変換によって行われる． A A1 = として， 

2n,...,2,1     *
1 −==+ kkkkk PAPA  (4.1) 

これは実対称行列の場合の直交相似変換の式に
おける Pk

T を Pk
* に置きかえたものである（実

対称行列のハウスホルダー法については TRID1
参照）．この変換の結果 An-1 はエルミート 3 重
対角行列 H となる． 

② (4.1) で求めたエルミート 3 重対角行列 H を，
対角ユニタリ相似変換(4.2)によって， n 次の実
対称 3 重対角行列 T に変換する． 

T = V* HV ただし， 1−
=

n
AH  (4.2) 

V =diag(vj) (4.3) 

いま，H = (hij) として vj を(4.4)のように表す
と， 

11 =v  

n  ,  jh/vhv jjjjjj ,...,2111 == −−−
 (4.4) 

(4.2)の変換によって，T の各要素 tij は(4.5)，
(4.6)のように実数として与えられる． 

t v h v hjj j
*

jj j= =  (4.5) 

1

11111

111

 / 

−

−−−−−

−−−

=






=

=

jj

jjjjj

*

j

*

jj

jjj

*

jjj

h

vhhvh

vhvt

 (4.6) 

すなわち，H の副対角要素を求める時点で 
 hjj-1 の絶対値 hjj-1 の絶対値ととれば，それはそ
のまま T の副対角要素となる． 

 
①，②の変更が終了した後，T は図 TRIDH-2 のよ

うになる． 
次に (4.1), (4.2)の変換の手順を示す． 
第 k 回目の変換は Ak = ( ( )ai

k )として， 

( ) ( ) ( ) 2

1

2

2

2

1 ... k
ll

k
l

k
lk aaa −+++=σ  (4.7) 
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ただし， l = n − k + 1 

2
1

1 kllt σ=−  (4.8) 

ここで， ( ) 0
1
≠

−

k

ll
a の場合は， 

( ) 2
1

2

1
a 





=

− k

k

llk
στ  (4.9) 

( ) ( ) ( ) ( )( )0,0,..., /1,,..., *
1

*
2

*
1

*
kk

k
ll

k
ll

k
lk aaa τσ+= −−u  (4.10) 

kkk
h τσ +=  (4.11) 

また
( ) 0

1
=

−

k

ll
a の場合は，(4.10), (4.11)を， 

( ) ( )( )0,...,0,,..., 2
1*

2
*

1
*

k
k

ll
k

lk aa σ−=u  (4.12) 

k
h σ=

k
 (4.13) 

として変換行列 Pk を(4.14)で構成する． 

k

* / h
kkk

uuIP −=  (4.14) 

kkkk
PAPA *

1
=

+
 (4.15) 

( )1−= k

llll
at  (4.16) 

(4.15) に よ っ て ， エ ル ミ ー ト 行 列 A の 要 素
( ) ( )k

ll
k

l aa 21 ,......, −
を消去する． 

実際の変換に当っては次のような考慮を払ってい
る． 

(a) (4.7) ～ (4.14) の計算中に発生するアンダフロ
ー，オーバーフローを防ぐために (4.7) の右辺
の各要素は， 

 
( )( ) ( )( )∑

−

=






 +

1

1

 Im Re
l

j

k

lj

k

lj
aa  (4.17) 

でスケーリングしたものを用いる． 
(b) Pk を求めて(4.15)の変換を行う代わりに，次の

ように展開して Ak+1 を求める．  

kk
*
kkkkkk K hpuhuAp 2/ , / ==  (4.18) 

kkkk
uK−= pq  (4.19) 

( ) ( )
kkkkkkkk

hh / / **

1
uuIAuuIA −−=

+
 

    **

kkkkk
uqquA −−=  (4.20) 

(c) また変換行列 Pk 及び V はエルミート行列の固
有ベクトルを求めるときに必要になる． 
そのために Pk として，(4.10)又は(4.12)の uk ，
及び (4.11)又は(4.13)の hk をその平方根をとっ
て図 TRIDH-1 の形に格納する． 
対角ユニタリ行列 V はその対角要素 vj を，1 次
元配列 PV に図 TRIDH-3 のように格納する． 
 

入力パラメタ N が 1 のときは，A の対角要素をそ
のまま配列 D に入れる． 

なお，詳細については，参考文献[13] pp.212-226 
及び [17] を参照のこと． 
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B21-21-0302 TRID1, DTRID1 

実対称行列の実対称 3 重対角行列への変換 
（ハウスホルダー法） 
CALL TRID1 (A, N, D, SD, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称行列 A を，ハウスホルダー法（直交
相似変換）により，実対称 3 重対角行列 T へ変換す
る． 

APPT T=  (1.1) 
ただし P は変換行列であり， n ≥ 1 であること． 

 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．実対称行列 A. 

出力．変換行列 P. 
対称行列用圧縮モード． 
大きさ n(n+1)/2 の 1 次元配列．  

N ············· 入力．実対称行列 A の次数 n． 
D ············· 出力． 3 重対角行列 T の主対角要素． 

大きさ n の 1 次元配列． 
SD ··········· 出力．3 重対角行列 T の副対角要素． 

大きさ n の 1 次元配列． 
ただし SD(2)～ SD(N) を使用し，SD (1)に
は零がセットされる． 

ICON .. ··· 出力．コンディションコード． 
表 TRID1-1 参照． 

 
表 TRID1-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 N=1 又は N=2 であった． 変換しない． 
 30000 N < 1 であった． 処理を打ち切

る． 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, DSQRT, SIGN 

 
b. 注意 
① 出力された配列 A は，実対称行列 A の固有ベク

トルを求めるために必要となる． 
② 固有値の精度は，3 重対角行列化によってある

程度決定される．そのため，できるだけ精度よ
く，3 重対角行列を求めることが必要であり，
本サブルーチンではその考慮がはらわれてい
る．しかし，固有値に非常に大きいものと小さ
いものがあるとき，小さい方の固有値は，大き
い固有値に比べて変換の影響を受けやすい．し
たがって小さい固有値を精度よく求めることが
むずかしい場合がある． 

 

c. 使用例 
n 次実対称行列を 3 重対角行列に変換した後，
サブルーチン TRQL により固有値を計算する．
n ≤ 100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),D(100), 
     *          SD(100),E(100) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N 
      NE=0 
      DO 20 I=1,N 
      NI=NE+1 
      NE=NE+I 
   20 WRITE(6,610) I,(A(J),J=NI,NE) 
      CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) 
      WRITE(6,620) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.30000) GO TO 10 
      WRITE(6,640) (I,D(I),SD(I),I=1,N) 
      CALL TRQL(D,SD,N,E,M,ICON) 
      WRITE(6,650) 
      WRITE(6,630) ICON 
      IF(ICON.EQ.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,660) (I,E(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',10X,'** ORIGINAL MATRIX'/ 
     *       11X,'** ORDER =',I5) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/ 
     * (11X,5E20.7)) 
  620 FORMAT('0'/11X,'** TRIDIAGONAL ', 
     * 'MATRIX') 
  630 FORMAT(11X,'** CONDITION CODE =', 
     * I5/) 
  640 FORMAT(5X,I5,2E16.7) 
  650 FORMAT('0'/11X,'** EIGENVALUES') 
  660 FORMAT(5X,'E(',I3,')=',E15.7) 
      END 
 

(4) 手法概要 
n 次の実対称行列 A の 3 重対角行列への変換は，

次式で示されるような n− 2 回の直交相似変換により
行われる． 

2,......,2,1     ,1 −==+ nkPAPA kk
T

kk
 (4.1) 

ただし A1 = A, Pk は変換行列（かつ直交行列）で
ある． 

変換の終了した時点で An-1 は，実対称 3 重対角行
列となる． 
第 k 回目の変換は，次の手順により行う． 

Ak = ( )( )aij
k として， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 2  
1

2  
2

2  
1 ...... k

ll
k

l
k

lk aaa −+++=σ  (4.2) 
ただし，l = n − k + 1 
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( ) ( ) ( )( )0,...,0,,,..., 2
1

121 k
k

ll
k

ll
k

l
T
k aaau σ±= −−  (4.3) 

( ) 2
1

1 k

k

llkk
ah σσ

−
±=  (4.4) 

k

T

kkk
h/uuIP −=  (4.5) 

(4.5)の Pk を(4.l)へ適用することによって Ak の ( )k

l
a

1
 

～
( )k

ll
a

2−  を消去する． 
実際の変換にあたっては，次のような考慮をはら

っている．  
① (4.2)～(4.4)の計算におけるアンダフロー,オーバ

フローを防くために，(4.2)の右辺の各要素は， 
( )∑

−

=

1

1

l

j

k

ij
a でスケーリングしたものを用いる． 

② (4.3)の T

k
u を求めるとき，

( ) 2
1

  1 k

k

kk
a σ±

+ の計算で桁

落ちが生じないようにするため， 2
1

kσ± は
( )k

kk
a

1   1−

と同符号になる方を採用する． 
③ (4.1)の変換は，Pk を求めて行うかわりに，(4.1)

を(4.7), (4.8)のように展開して Ak+1 を求める． 

kk
T
kkkkkk hK 2/     ,/ puhuAp ==  (4.7) 

kkkk K upq −=  (4.8) 

( ) ( )
T

kk

T

kkk

k

T

kkkk

T

kkk
hh

uqquA

uuIAuuIA

−−=

−−=
+

//
1

 
(4.9) 

また変換行列 Pk は，実対称行列 A の固有ベクトル
を求めるときにも必要となる．そのため (4.3)の uk 
の要素及び (4.4)の hk を，図 TRID1-l の形に格納す
る． 

 
[注意]  ×は作業領域，n=5 の場合 

図 TRID1-1  ハウスホルダー変換後の A  
（ただし，A は圧縮モードである） 

n= 2 又は n=1 のときは，主対角要素及び副対角要
素をそのまま配列 D 及び配列 SD へ入れる． 

なお，詳細については，参考文献 [13]の pp.212-
226 を参照すること． 
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B21-21-0402 TRQL, DTRQL 

実対称 3 重対角行列の固有値（QL 法） 
CALL TRQL (D, SD,  N, E, M, ICON) 

 
(1) 機能 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の固有値を QL 法に
より求める． 

 n ≥ 1 になること． 
 

(2) パラメタ 
D ············· 入力．3 重対角行列 T の主対角要素．  

大きさ n の 1 次元配列． 
演算後内容は保存されない． 

SD ··········· 入力．3 重対角行列 T の副対角要素． 
SD(2)～SD (N)に格納しておくこと． 
大きさ n の 1 次元配列． 
演算後内容は保存されない． 

N ············· 入力．3 重対角行列 の次数 n． 
E ············· 出力．固有値． 

大きさ n の 1 次元配列． 
M ············ 出力．求まった固有値の数． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 TRQL-1 参照． 
 

表 TRQL-1  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
 0 エラーなし．  
 10000 N=1 であった． E(1)=D(1) とする． 
 15000 固有値のすべてを求めつく

すことはできなかった． 
M に求まった固有値
の数をセットする．  
1 ≤ M < N. 

 20000 固有値が一つも求まらなか
った． 

M=0 とする． 

 30000 N < 1 であった． 処理を打ち切る． 
 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ... AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 ... ABS, SQRT, SIGN 

 
b. 注意 
① パラメタ M は，ICON =0 のとき n が，また

ICON = 15000 のとき，求まった固有値の数がセ
ットされている． 

② 本ルーチンは， QL 法を用いているため，3 重
対角行列の左上方の要素の絶対値が，右下方の
要素の絶対値に比べ小さいような行列のとき，
最適な方法である． 

③ 本サブルーチンは，3 重対角行列用である．実
対称行列の固有値を求める場合は，まずサブル
ーチン TRID1 によって 3 重対角行列に変換した
後，本ルーチンを呼出すこと． 

④ 3 重対角行列のおよそ n/4 個以下の固有値を求
める場合は，サブルーチン BSCT1 を用いた方
が処理が速い． 

⑤ 3 重対角行列の固有ベクトルまで求める場合
は，サブルーチン TEIG 1 を用いること． 

 
c. 使用例 

n 次の実対称行列をサブルーチン TRID1 により 
3 重対角行列に変換し，本サブル―チンにより
固有値を求める． 
 n≤100 の場合． 

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),D(100), 
     *          SD(100),E(100) 
   10 CONTINUE 
      READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NN=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NN) 
      WRITE(6,600) N 
      LST=0 
      DO 20 I=1,N 
      INT=LST+1 
      LST=LST+I 
      WRITE(6,610) I,(A(J),J=INT,LST) 
   20 CONTINUE 
      CALL TRID1(A,N,D,SD,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.NE.0) GO TO 10 
      CALL TRQL(D,SD,N,E,M,ICON) 
      WRITE(6,620) ICON 
      IF(ICON.GE.20000) GO TO 10 
      WRITE(6,630) (I,E(I),I=1,M) 
      GO TO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E15.7) 
  600 FORMAT('1',5X,'ORIGINAL  MATRIX', 
     * 10X,'N=',I3) 
  610 FORMAT('0',7X,I3,5E20.7/(11X, 
     * 5E20.7)) 
  620 FORMAT('0',20X,'ICON=',I5) 
  630 FORMAT('0',5X,'EIGENVALUE'// 
     *       (8X,4('E(',I3,')=',E15.7, 
     * 3X))) 
      END 

 
(4) 手法概要 

n 次の実対称 3 重対角行列 T の固有値を QL 法に
より求める．QL 法の説明にはいる前に，3 重対角行
列及びその固有値の記述法を定義しておく． 

以後，3 重対角行列を T で表し，その全固有値
を，(λ1, λ2, ..., λn)で表す．また，固有値は，すべて
相異なるものとする． 

3 重対角行列 T の主対角要素を d1, d2,..., dn とし，
副対角要素 を e1, e2, ..., en とする． 
すなわち T は， 

 (4.1) 

であるとする． 
QL 法は，次の三つの定理を利用して固有値を求め

る方法である．  
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① 3 重対角行列 T が実対称行列であれば，  

TXXD T=  (4.2) 

とする直交行列 X が存在する．ここに，D は対
角行列である．このとき，D の対角要素は，T
の固有値である． 

② T が正則であれば，直交行列 Q と対角要素がす
べて正なる下三角行列 L との積， 

T QL=  (4.3) 

に一意に分解できる． 
③ 与えられた実対称 3 重対角行列 T を T1 とし，

第 s 回目の反復後に得られる行列を Ts+1 とす
る． 
ここで， 

,...3,2,1     == ssss LQT  (4.4) 

ss

T

ss
QTQT =

+1
 (4.5) 

なる反復計算を行うことを考える． 
(4.5)の直交相似変換により，Ts+1 は実対称 3 重
対角行列となる．しかも，この Ts+1 は，その全
体が Qs の第  n 列だけによって決定され， 
s→∞のとき，対角行列に収束する． 
 

QL 法は，以上の三つの定理を利用して，(4.4)及
び(4.5)を反復適用することにより，固有値を求める
方法である． 

QL 法の実際の計算では，(4.4)を解いて Qs を求
め，次いで (4.5)により Ts+1 を求めるという方法は用
いず，(4.4)及び(4.5)の計算を同時に行う． 

(4.4)より， 

ss

T

s
LTQ =  (4.6) 

であるから，Qs
T は  Ts に左から掛けて下三角行列

に変換する行列である．したがって，いま ( )Pi
s T を Ts 

の (i, i+l)要素を消去する変換行列とすれば，  

( ) ( ) ( )Ts
n

TsTsT
s 121 ......... −= PPPQ  (4.7) 

と表せるから，(4.5)は， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sss
ns

Ts
n

TsTs
s 1211211 ............ PPPTPPPT −−+ =  (4.8) 

 
と表せる．(4.8)を内側から順次計算してゆけば，
(4.4)及び(4.5)を同時に実行できる． 

しかし通常，QL 法では収束の加速をするため，
Ts のかわりに適当に定めた定数 k により原点移動を
行った(Ts − kI)を用いる．  

Ts のかわりに(Ts − kI)を用いれば，(4.4), (4.5)はそ
れぞれ  

( )
sss

k LQIT =−  (4.9) 

( ) ( )
ss

T

ss
kk QITQIT  

1
−=−

+
 (4.10) 

となる．この(4.10)は更に 

( ) IQITQT kk
ss

T

ss
+−=

+
 

1
 (4.11) 

と変形でき，したがって， 

ss

T

ss
QTQT =

+1
 (4.12) 

とすることができる．（(4.5)のQsとは違うことに注
意）．したがって，Qsを(4.9)により， 

( )
ss

T

s
k LITQ =−  (4.13) 

とするように作れば，原点移動を行った場合でも
Ts+1 は(4.12)より直接に求めることができる． 

原点移動量 k は，次のように定める． 
今，(4.1)において di 上に求まる固有値をλi とすれ

ばλi に関する(4.12)の収束速度は，  

λ λi ik k− −+/ 1  (4.14) 
の比率によってきまる． 
このとき，k として，  

( ) ( )

( ) ( ) 












=

+

s

i

s

i

s

i

s

i

s d
1

  

  

e

ed
B  (4.15) 

なる2 × 2小行列Bsの固有値をヤコビ法により求め，
( )d i
s に対応する方を与えることにする． 

こうすると，まず ( )ei
s が急速に 0 に収束する．し

かも，(4.12)の計算を 1 回行った後，k を計算しなお
すことにすれば，更によいλi の近似値が得られるか
ら，毎回 k を計算し直して，(4.12)を実行することに
より，更に収束を加速できる． 

このようにして計算した s 回目の k を ks とする． 
(4.12)の計算は，実際には(4.8)の形で計算する．

そこで， ( )Pi
s T (i = n-1, ..., 2, 1)の計算法を述べる． 

まず， ( )Pn
s T
−1  について考えてみると， ( )Pn

s T
−1 は 

(Ts - ksI) に左から掛けて(n-1, n)要素を零に変換する

行列であるから， ( )Pn
s T
−1 として， 

( )
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なる行列を考え，これを用いて 
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)(
1

T)(
1-  ~ k

ns
s

ns −= PTPT  (4.16) 

を計算すれば，
~Ts は次のような形になる 

 

***
***
****

***
***

**

  
~

































=
s

T

0

0
(n-2, n)

(n, n-2)

 
これは，3 重対角行列に，(n − 2, n)及び (n ,n − 2) 

の要素を付加した対称行列となっている． 
この

~Ts をギブンス法により 3 重対角行列に変換す

る行列を， 

( ) ( ) ( )sss
ns 122

~~......~~ PPPQ −=  (4.17) 
とすれば，Ts から Ts+1 への変換については QL 分解
の一意性により， 

ss

T

ss
QTQT
~~~

1
=

+
 (4.18) 

 
となる．したがって Ts+1 は(4.16), (4.17), (4.18)より， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )ss

s
n

s
ns

Ts
n

Ts
n

TsTs
s

12

2112211
~~......                       

......~~......~~

PP

PPTPPPPT −−−−+ =  
(4.19) 

として計算することができる． 
以下に本サブルーチンの計算手順を示す． 
i=1, 2, ..., n−1 に対して①～⑥を行う．  
 

① 次の式により原点移動量 Ks を計算する．  

( ) ( )( ) ( )f d d ei
s

i
s

i
s= −+1 2/  

( ) ( ) ( )k d e / f fs i
s

i
s= − ± +2 1  (4.24) 

（ 12 +± f は f の符号に合わせる） 

② Cn-1 及び Sn-1 を計算して ( )Pn
s T
−1 を定め，(4.16)より

~Ts を作る． 

③ ~Ts をギブンス法により 3 重対角行列に変換す

る． 
④ 次のいずれかの条件が満足されるまで，s = s + 

1 として①～③をくり返す． 
(a) ( )( )1,...,1    ,1 −+=+≤ + niijddue jjj

 

  (4.20) 
ここに u は丸め誤差の単位である． 

(b) 反復回数 s ≥ 30． 
⑤ j = i で条件(a)が満足されたとき，固有値 λi は求

まったとして，次の固有値を計算する．ただ
し， λn-1 が求まれば λn は自動的に求まる． 

⑥ 条件(b)が満足されたとき，固有値 λi は求まら
なかったとして，ICON に 15000 をセットす
る． 

 
本サブルーチンの実際の計算では， 計算速度をあ

げるため，次のような考慮をしている． 
① 行列 T が直和分解できるときは，各小行列ごと

に計算できる．そこで，各小行毎に前記①～⑥
の計算を行うことにより，計算量を減らす． 
このため，(4.20)の判定条件を直和分解の判定
条件と共用している．すなわち，j ≠ i で(4.20)を
満足するとき小行列に分解する．  

② 前記②と③の計算は，(4.21)のようにして，同
一の処理を行っている． 

( )
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( )( )
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 (4.21) 

( ) ( )d d xi
s

i
s

i
+

+
+= −1
1

1 2  
 
なお，詳細については，参考文献[12], [13] pp. 

227-248 及び [16] pp.177-206 を参照すること． 
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C23-11-0111 TSDM, DTSDM 

実超越方程式  f(x)=0（マラー法） 
CALL TSDM(X, FUN, ISW, EPS, ETA, M, ICON) 

 
(1) 機能 

与えられた初期値をもとに実超越方程式 

f(x) =0 
 

の 1 根をマラー(Muller)法により求める． 
 
(2) パラメタ 
X ············· 入力．求めようとする根の初期値． 

出力．近似根． 
FUN ········ 入力．解こうとする方程式の関数 f(x)を計

算する関数副プログラム名． 
ISW ········ 入力．制御情報． 

求めようとする根の収束判定法を指定す
る． 
ISW = 1,2, 3 のいずれかであること． 
ISW = 1 のとき， 

( )f xi ≤ EPS:         収束判定法Ⅰ 
を満たす xi を根とする． 
ISW = 2 のとき， 

iii
xxx  ETA

1
⋅≤−

−
 : 収束判定法 II 

 
を満たす xi を根とする． 
ISW = 3 のとき， 
上の二つの判定法を同時に採用し少くとも
一方が満たされたとき，xi を根とする． 
（使用上の注意②参照） 

EPS  ········ 入力．収束判定法Ⅰ （パラメタ ISW の項
参照）で用いられる収束判定値 ( ≥ 0.0)．  

ETA ········ 入力．収束判定法Ⅱ（パラメタ ISW の項
参照）で用いられる収束判定値 ( ≥ 0.0)． 

M  ··········· 入力．根を求めるための反復回数の上限
(>0)．（使用上の注意③参照） 
出力．実際に反復した回数． 

ICON ······ 出力．コンディションコード．  
表 TSDM-1 参照． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II..... AFMAX, AFMIN, AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数 .. ABS, EXP, SQRT, ALOG 

表 TSDM-1 コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
1 求まった近似根が収束判定法

Ⅰ（パラメタ ISW の項参照）
を満たした． 

正常終了 

2 求まった近似根が収束判定法
Ⅱ（パラメタ ISW の項参照）
を満たした． 

正常終了 

10 反復の回数は無条件に m 回 
(M=−m)繰り返した． 

正常終了 

11 反復の回数は無条件に m 回繰
り返すと指定されたが 
(M=−m)，その回数の反復以前
に 
         f(xj) = 0.0  
となったので反復を止めて xi 
を根とした． 

正常終了 

12 反復の回数は無条件に m 回繰
り返すと指定されたが 
(M=−m)，その回数の反復以前
に 
         |xi-xi-1| ≤u･|xi| 
となったので反復を止めて xi 
を根とした． 

正常終了 

10000 与えられた反復回数内で指定
された収束条件を満たさなか
った． 

X には最後の反
復値が格納され
る．. 

20000 計算過程で，マラー法では反
復を続行できない事態が起き
た（手法概要参照） 

処理を打ち切
る． 

30000 入力パラメタにエラーがあっ
た．すなわち M>0 のとき 
①  ISW=1 かつ EPS < 0  又は 
②  ISW=2 かつ ETA<0   又は 
③  ISW=3 かつ EPS<0 かつ 
      ETA<0 
のいずれかであるか， 又は 
M=0 又は ISW ≠ 1, 2, 3 であっ
た ． 

処理を打ち切
る． 

 
 
b. 注意 
① パラメタ FUN に対応する関数副プログラム

は，変数 x だけを引数に持つ関数副プログラム
として定義し，本サブルーチンを呼び出す側の
プログラムで，その関数名を EXTERNAL 文で
宣言しなければならない．（使用例参照） 

② 本サブルーチンは，ISW = 1 と与えられたとき
でも，反復の過程で 

iii
xuxx •≤−

−1  （u は丸め誤差の単位） 

が満たされたときは反復を止め，ICON = 2 と
出力する．同様に，ISW = 2 と与えられたとき
でも， 

        f(xi) = 0.0 
 となったときは反復を止め，ICON = 1 と出力
する． 
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③ 反復の回数 M を M = −m (m > 0)と与えると，反
復は無条件に m 回繰り返す．ただし，m 回繰り
返す間に，f(xi)= 0.0 あるいは  

iii xuxx •≤− −1  が満たされたときは，反復を止

め，それぞれ ICON = 11 あるいは ICON = 12 と
出力する． 
 

c. 使用例 
f(x) = ex -1 の 1 根を，初期値を 0 として求め
る． 

 
C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FEXP 
      X=0.0 
      ISW=3 
      EPS=0.0 
      ETA=1.0E-6 
      M=100 
      CALL TSDM(X,FEXP,ISW,EPS,ETA,M, 
     *          ICON) 
      WRITE(6,600) ICON,M,X 
      STOP 
  600 FORMAT(10X,'ICON=',I5/13X,'M=',I5/ 
     * 13X,'X=',E15.7) 
      END 
      FUNCTION FEXP(X) 
      FEXP=EXP(X)-1.0 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンはマラー(Muller) 法を用いてい
る．マラー法は，求めようとする根の三つの近似値
を用いて，f(x)を 2 次の補間多項式 P(x)で近似し，
P(x) = 0 の根の一方を f(x)の次の近似値として採用す
ることにより，次々と反復的に近似していくもので
ある． 

本アルゴリズムの特長として，次のことが挙げら
れる． 
a. 微係数は不要である． 
b. 反復の過程での関数の評価は，その反復ごとに 1

回で済む． 
c. 収束の速さは 1.84 次である（ただし単根の場

合）． 
 
マラー法 

f(x) の求めようとする根  αの三つの近似値を 
xi-2, xi-1, xi とする（出発値 x1 , x2,  x3 については後
述），この 3 点を用いて f(x) を 2 次のニュートン補
間多項式で近似する．それを P(x)とすると次のよう
になる． 

( ) [ ]( )P x f f x x x xi i i i= + −−, 1  
[ ]( )( )+ − −− − −f x x x x x x xi i i i i, ,1 2 1  (4.1) 

ただし，fi = f(xi)であり， [ ]f x xi i, −1 , [ ]f x x xi i i, ,− −1 2  は，

それぞれ 1 階，2 階の差分商 (devided defference) 
で， 

[ ]f x x f f
x xi i

i i

i i

, −
−

−

=
−
−1

1

1  

[ ] [ ] [ ]f x x x
f x x f x x

x xi i i
i i i i

i i

, ,
, ,

− −
− − −

−

=
−

−1 2
1 1 2

2

 (4.2) 

である． 
ここで，2 次方程式 P (x) = 0 を解くと，その 2 根

は次のように書ける．  

[ ]{ }
x x f

f f x x x
i

i

i i i i

= −
± − − −

2
42

1 2

1 2
ω ω , ,  
[ ] ( ) [ ]ω = + −− − − −f x x x x f x x xi i i i i i i, , ,1 1 1 2  (4.3) 

ここで，この(4.3)式のうち，第 2 項の分母の絶対
値の大きい方の根を次の反復値 xi+1 とする．これは
xi+1 として xi に近い方の根を採用することを意味す
る． 

(4.1) 式で， x2 の項が 0 の場合，すなわち， 
[ ]f x x xi i i, ,− −1 2  = 0 の場合は，(4.3)式を用いず， 

[ ]
1

,
−

−=

ii

i

i

xxf

f
xx  

i
ii

ii

i
f

ff
xx

x ⋅
−

−
−=

−

−

1

1
 

を用いる．これはセカント (secant) 法にほかならな
い． 

 また (4.1) 式で，x2, x の項が共に 0 の場合は， 

 P(x) = 定数 
となり，本アルゴリズムを用いることが不可能とな
る．（この場合については後述）．  
 
アルゴリズム上の考慮 
a. 出発値 x1, x2, x3 

x1, x2, x3 は次のように決定する． 
利用者は入力パラメタ X に与えた初期値 x とす
ると， 

x ≠ 0 のとき 









=
=
=

xx
x.x
x.x

3

2

1

11
90

 

x= 0 のとき 









=
=
−=

00
01
01

3

2

1

.x

.x
.x

 

とする． 
b. f(xi-2) = f(xi-1) = f(xi)の場合の処置 

この場合は，(4.1)式の x2, x の項が共に 0 となっ
た場合で，マラー法ではこれ以降の処理が不可
能となる．本サブルーチンでは xi-2, xi-1, xi に摂
動を与えて，この状態を避けるよう次のような
試みを行っている．  
すなわち，  
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x'i-2=(1+pn)xi-2 
x'i -1=(1+pn)xi-1 
x'i = (1+pn)xi 

ただし，p=−u-1/10, u は丸め誤差の単位，n
は摂動を与えた回数． 
 

として，x'i-2, x'i-1, x'i についてマラー法を続行する．
ここで，この摂動が 5 回以上行われた場合は本サブ
ルーチンでは，これ以上の続行をあきらめ，ICON = 
20000 として処理を打ち切る． 
 

収束判定法 
次の二つの収束判定法を用いている． 
 

収束判定法 I 
近似根 xi が | f(xi) | ≤ EPS を満たしたとき，xi を
根として採用する． 

収束判定法 II 
近似根 xi が |xi −xi-1| ≤ ETA･|xi|を,満たしたとき，
xi を根として採用する．この判定法における
ETA は求めようとする根が多重根であったり近
接根である場合は大きめにとる必要がある．な
お，0 ≤ ETA < u であったときは，サブルーチ
ン内部で，ETA = u と置き換えている． 

 
なお詳細については，参考文献 [32]を参照するこ

と．  
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C23-11-0101 TSD1, DTSD1 

実超越方程式  f(x)=0（ブレント法） 
CALL TSD1 (AI, BI, FUN, EPST, X, ICON) 

 
(1) 機能 

区間[a, b] で f( x) が連続でかつ f(a) f(b) ≤ 0 となる
2 点 a, b が与えられたとき実超越方程式 

f(x)=0 
 

の根を区間[a, b] の中で求める．f(x)の導関数を必要
とせず，f(x)のふるまいを計算中に調べることにより 
2 分法，線型補間法，逆 2 次補間法を併用して求め
る． 
 
(2) パラメタ 
AI············ 入力．区間の下限 a． 
BI ············ 入力．区間の上限 b． 
FUN ········ 入力．解こうとする方程式の関数 f(x)を計

算する関数副プログラム名． 
利用者は呼び出し側のプログラム中で
EXTERNAL 宣言をすると共に関数副プロ
グラムを用意すること． 

EPST ······ 入力．求めようとする近似根の絶対誤差の
上限(≥ 0.0)（使用上の注意参照）． 

X ············· 出力．近似根． 
ICON ······ 出力．コンディションコード． 

表 TSDI-1 参照． 
 

表 TSD1-l  コンディションコード 

コード 意味 処理内容 
0 エラーなし．  

30000 f(a) f (b) > 0 又は EPST < 0.0 で
あった． 

処理を打ち切る． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 使用する副プログラム 
① SSL II ...  AMACH, MGSSL 
② FORTRAN 基本関数... ABS 

 
b. 注意 

本サブルーチンを呼び出す側のプログラム内で
引数 FUNに相当する関数副プログラムに対し
て ， EXTERNAL 宣 言 を す る こ と ． 
また，その関数副プログラムを用意すること． 

① 例えば図 TSD1-l のように区間 [a, b]内に複数個
の根を持つ場合は，出力される根がどの根であ
るかを保証しない． 

② パラメタ EPST は求めようとする根に対する所
要の精度を与えるものである．区間[a, b]が原点
を含まないかぎり EPST=0.0 とすることがで
き，この場合本サブルーチンは，達成できるか
ぎりの精度を持つ根を計算する． 

 
図 TSD1-1 

c. 使用例 
f(x) = sin2(x) − 0.5 = 0 の，区間[0.0,1.5]内の 1 根
を求める．明らかに，この区間の両端で f(x) は
異符号を持ち，かっこの区間で 1 根しか持たな
い．  

 
C     **EXAMPLE** 
      EXTERNAL FSIN 
      AI=0.0 
      BI=1.5 
      EPST=1.0E-6 
      CALL TSD1(AI,BI,FSIN,EPST,X,ICON) 
      WRITE(6,600) X,ICON 
      STOP 
  600 FORMAT(10X,E15.7,5X,I10) 
      END 
      FUNCTION FSIN(X) 
      FSIN=SIN(X)**2-0.5 
      RETURN 
      END 
 
(4) 手法概要 

本サブルーチンは広くデッカー (Dekker) のアルゴ
リズムとして知られている手法に若干の修正を加え
た手法を用いている． f(x)のふるまいを調べること
により，反復における各ステップにおいて 2 分法，
線型補間法，逆 2 次補間法のいずれかをある判断に
基づいて使い分ける． 

f(x)を [a, b]で連続，かつ f (a)f (b) < 0 を満たして
いる実関数とする．アルゴリズムは初期の状態で c 
= a としその後の一般的な手順は次のとおりであ
る． 
手順 1. f(b) f(c) > 0なら c を a に等しくとる． 

 f(b)f(c)<0 かつ |f(b)| > |f(c)|なら b と c を入れか
え，そのあとで a をｃに等しくとる． 
このようにして常に， 

f(b)f(c)<0 かつ |f(b)| ≤ |f(c)| 
 

の条件を満足するように bと cを決める． 
変数 a, b, c の意味は次のとおりである． 
b... 最新の近似根． 
a... 以前の b． 
c... b と対をなす変数であり，b と c の間に根が

存在することを示す． 
手順 2. m = (c− b)/2 として |m| < δでない限り次の(a), 

(b), (c)のいずれかにより次の近似根となるべき 
i を計算しそれを新たに bとする（δ はbの関数
で詳しくは後述する）． 
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(a) |f(a)|≤|f(b)|のとき 
 b と c の間で 2 分法を適用する． 
すなわち， 
i = (b + c) /2 

(b) a = c のとき 
a と b の間で線型補間法を適用する． 
すなわち，  

)(/)(1

)(/)()(

afbf

afbfbabi
−

−
−=  

= +b p q/  (4.1) 
(c) |f(b)| < |f(a)|≤|f(c)|のとき 

a , b, c 間で逆 2 次補間法を適用する． 
すなわち， 
 fa = f(a), fb = f(b), fc = f(c), 
更に，r1=fa/fc, r2=fb/fc, r3=fb/fa,とするとき   

i b f c b f f f b a f f f
f f f f f f

b r c b r r r b a r
r r r

b p q

b
a a b c b c

a c b c b a

= −
− − − − −

− − −










= −
− − − − −

− − −










= +

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )( )3

1 1 2 2

1 2 3

1
1 1 1

/
 (4.2) 

以上の手順 1，手順 2 を繰り返す． 
 
オーバフローの防止 

(4.1), (4.2)を適用するとき，オーバフローを防止
するための次の配慮が払われている．すなわち 

| / | | | | | | |p q c b m m> − = =
3
4

3
4

2 3
2

 

あるいは書きなおして， 

2 3| | | |p mq>  
となるときは p/q の除算は行わず，b と c の間で 2 分
法（すなわち上記 a））を適用する． 

また  |p/q|<δのときは，特別に 

i b c b= + −δsign( )  
とする（これは収束ののろまさを防ぐためであ
る）． 
 
収束判定法 

次の (a), (b)のいずれかが満たされたとき収束した
と判断し，その時の b を根とし計算を終える． 
(a) f(b) = 0 

（これはアンダフローが起きたときである．） 
(b) |m|<δ=2u|b|+ε/2 ε>0  (4.3) 

ここで u は丸め誤差の単位であり，εは近似根
の絶対誤差の許容量であり本サブルーチンのパ
ラメタ EPST に当たる． 
(4.3)の右辺の導出は経験的性格を持っている．
詳しくは文献 [8]を参照すること． 
真の根をxとするとき，近似根bの絶対誤差，
|b−x|の上限は丸め誤差の影響のため (4.3)の右辺
よりも多少大きくなる．結果だけをかけば， 

|b−x|≤6u|x|+ε 
である． 
ここで注意すべきはパラメタ EPSTの値であ
る．もし区間[a, b]が原点を含んでいる場合，真
の根が原点である恐れがあるので EPST=0.0と
す る の は 危 険 で あ る ． そ う で な い 場 合 ，
EPST=0.0 とすることは一向にかまわない． 
 

なお詳細については，参考文献 [28] を参照するこ
と． 
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付録 1 
補助サブルーチン 

付1.1 概要 

補助サブルーチンとは，SSL II の一般サブルー
チン並びにスレーブサブルーチンの機能を，分野
を問わず内部的に補助するサブルーチンである，
例えば，2.9 節で述べたように SSL II のサブルーチ
ンでは丸め誤差の単位 u (unit round off)を頻繁に用
いているが，この値 u を設定する補助サブルーチ
ンを用意し，各サブルーチンは必要に応じてこの
補助サブルーチンを呼び出すことにより，値 u を
利用している． 

このように通常，補助サブルーチンは SSL II の
一般サブルーチン並びにスレーブサブルーチンが
呼び出すものであり，以下に述べるような性格を
持っている． 
 

［補助サブルーチンの性格］  
• 補助サブルーチンには，使用する計算機に依存

するものがある．（SSL IIの一般サブルーチン
並びにスレーブサブルーチンには，計算機に
依存するものはない．） 

• 補助サブルーチンのパラメタの型には，単精
度・倍精度が混在するものがある．（SSL IIの
一般サブルーチン並びにスレーブサブルーチ
ンでは，混在しない．） 

• 補助サブルーチンのサブルーチン名は，SSL II
の一般サブルーチン並びにスレーブサブルー
チンのような命名規則はない．（2.3節参照） 

 
表付 1.1 に補助サブルーチンを一覧する． 

 

表付 1.1  補助サブルーチン 

サブルーチン名  
項目 

単精度 倍精度 
性格* 説明箇所 

丸め誤差の単位 AMACH DMACH M,F 付 1.2 
コンディションメッセージの出力 MGSSL  S 付 1.3 
コンディションメッセージの出力制御 MGSET**  S 付 1.4 
積和計算（実ベクトル） ASUM,BSUM DSUM,DBSUM S 付 1.5 
積和計算（複素ベクトル） CSUM DCSUM S 付 1.6 
浮動小数点演算の基底 IRADIX  M,F 付 1.7 
浮動小数点数の正の最大値 AFMAX DFMAX M,F 
浮動小数点数の正の最小値 AFMIN DFMIN M,F 

付 1.8 

 
* 性格欄の記号は以下の事を意味する． 
 M: 計算機に依存した副プログラム． 

F: 関数副プログラム． 
S: サブルーチン副プログラム． 

** MGSET は MGSSL の 2 次入口である． 
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付 1.2 AMACH, DMACH 

丸め誤差の単位 (unit round off) 
（関数副プログラム）AMACH(EPS) 

 

(1) 機能 
関数の値は，正規化された浮動小数点演算にお

ける，丸め誤差の単位 u (unit round off)の値が設定
される． 

ここで u は，M 進法 L 桁の演算で 
 u = M1-L/2 （四捨五入演算） 
 u = M1-L（切り捨て演算） 

である．具体的には，表 AMACH-1 で示される値
が設定される．  

(2) パラメタ 
EPS········· 入力．演算精度に応じて，次のように指

定する． 
単精度:単精度実数型変数又は定数. 
倍精度:培精度実数型変数又は定数. 
ただし，変数又は定数の値は，いかなる
ものでもよい． 

 
(3) 使用例 

単，倍精度に対する丸め誤差の単位を求める． 
 

C     **EXAMPLE** 
      REAL*4 AEPS 
      REAL*8 DEPS,DMACH 
      AEPS=AMACH(AEPS) 
      DEPS=DMACH(DEPS) 
      WRITE(6,600) AEPS,DEPS 
      STOP 
  600 FORMAT(10X,'AEPS=',E16.7, 
     *        5X,'DEPS=',D25.17) 
      END 
 

 
表 AMACH-1 丸め誤差の単位 

AMACH DMACH 
演算方法 単精度 倍精度 

適用例 

2 進法:   M = 2 四捨五入 L = 26  
u = 1/2  • 2-25 

L = 61  
u = 1/2  • 2-60 

 

16 進法: M = 16 切捨て L = 6  
u = 16-5 

L = 14  
u = 16-13 

FACOM M シリーズ 
FACOM S シリーズ
SX/G 200 シリーズ 

2 進法:   M = 2 四捨五入 
L = 23  
u = 1/2 • 2-22 

L = 52  
u = 1/2  • 2-51 

FM シリーズ 
SX/G シリーズ 
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付 1.3 MGSSL 

コンディションメッセージの出力 
CALL MGSSL (ICON,MCODE) 

 
(1) 機能 

SSL II の各サブルーチンのコンディションメッセ
ージを出力する． 

 
(2) パラメタ 
ICON ············ 入力．コンディションコード． 
MCODE ······· 入力．サブルーチンの分類コード． 

大きさ 6 の 1 次元配列． 
分類コード 11 桁を文字定数で与え
る． 

例 分類コード A52-22-0101 の場合． 
DATA MCODE/2HA5,2H2-,2H22,2H-0,2H10,2H1 / 
 

(3) 使用上の注意 
a. 注意 
① 本サブルーチンは， SSL II のすべての一般サ

ブルーチンにより呼び出される． 
すなわち，すべての一般サブルーチンで，各
処理が終了した時点で必ず本サブルーチンに
制御が渡される． 
ただし，例外として，特殊関数のサブルーチ
ンからは，正常終了(ICON=0) の場合は呼び出
されない． 

② 本サブルーチンでは，通常はメッセージを出
力しない． 
本サブルーチンによりメッセージを実際に出
力するか否かは，メッセージ出力制御用サブ
ルーチン MGSET より決定される． 
サブルーチン MGSET 参照のこと． 

 
b. 使用例 

本サブルーチンが，SSL II の一般サブルーチン
の内部で呼び出される具体例を，サブルーチ
ン LAX（分類コード: A22-11-0101）により示
す． 

 
C     **EXAMPLE** 
      SUBROUTINE LAX(A,K,N,B,EPSZ,ISW,IS, 
     *VW,IP,ICON) 
      DIMENSION A(K,N),B(N),VW(N),IP(N) 
      CHARACTER  MCODE(6)*4 
      DATA MCODE/'A2  ','2-  ','11  ', 
     *'-0  ','10  ','1   '/ 
      IF(ISW.EQ.1) GOTO 1000 
      IF(ISW.EQ.2) GOTO 1100 
      ICON=30000 
      GOTO 8000 
 1000 CALL ALU(A,K,N,EPSZ,IP,IS,VW,ICON) 
      IF(ICON.NE.0) GOTO 8000 
 1100 CALL LUX(B,A,K,N,1,IP,ICON) 
 8000 CALL MGSSL(ICON,MCODE) 
      RETURN 
      END 
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付 1.4 MGSET 

コンディションメッセージ出力の制御 
CALL MGSET(ISET,IFLE) 

 
(1) 機能 

SSL II の一般サブルーチンでのコンディションメ
ッセージ出力を制御する． 

 
(2) パラメタ 
ISET ······· 入力．出力レベルを指定する． 

表 MGSET-1 参照． 
IFLE ······· 入力．出力するファイル参照番号（デー

タセット識別番号） 
 

表 MGSET-1 出力レベル 

ISET 制御内容 
0 コンディションコードが 0∼30000 のとき 

出力する． 
1 コンディションコードが 10000∼30000 のとき 

出力する． 
2 コンディションコードが 20000∼30000 のとき 

出力する． 
3 コンディションコードが 30000 のとき 

出力する． 
-1 コンディションメッセージを出力しない． 

 
(3) 使用上の注意 
a. 注意 
① コンディションメッセージの出力 

SSL II の一般サブルーチンでは，処理終了時の
コンディションメッセージを出力するため
に，補助サブルーチン MGSSL を呼び出してい
る． 
MGSSL では，通常はメッセージを出力しない
が，SSL II サブルーチンを呼び出すことによ
り，出力させることができる． 

② 出力制御の範囲 
本サブルーチンによる出力制御は，利用者の
プログラムが論理的に再度本サブルーチンを
呼び出すまで有効である． 
よって，利用者は呼び出す SSL II サブルーチ
ンが，内部で他のサブルーチンを使用してい
るときは，出力制御がそれらサブルーチンに
も及ぶことに注意すること． 

③ 出力の中断 
本サブルーチンの呼出しによりメッセージ出
力を開始したのち，その出力を中断したい場
合には，ISET=-1 として再度本サブルーチンを
呼び出す． 

④ ファイル参照番号 
通常は，参照番号として IFLE=6 と指定する． 

⑤ 本サブルーチンは，補助サブルーチン MGSSL 
の 2 次入口である． 

b. 使用例 
正値対称行列を係数に持つ連立 1 次方程式を
解くサブルーチン LSX を利用する際の，使用
例を示す．  

 
C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(5050),B(100) 
      CALL MGSET(0,6) 
   10 READ(5,500) N 
      IF(N.EQ.0) STOP 
      NT=N*(N+1)/2 
      READ(5,510) (A(I),I=1,NT) 
      READ(5,510) (B(I),I=1,N) 
      WRITE(6,600) N 
      CALL LSX(A,N,B,0.0,1,ICON) 
      IF(ICON.GE.20000) GOTO 20 
      WRITE(6,610) (B(I),I=1,N) 
   20 CALL MGSET(-1,6) 
      GOTO 10 
  500 FORMAT(I5) 
  510 FORMAT(5E16.8) 
  600 FORMAT('0',4X,'ORDER=',I5) 
  610 FORMAT(' ',4X,'SOLUTION VECTOR' 
     * /(5X,E15.7)) 
      END 

 
この例では，何組かの方程式を逐次解くよう
になっている．MGSET は 2 箇所で呼び出され
ているが，配列宣言の直後の呼び出しによ
り，方程式を最初に解く場合には，メッセー
ジが出力される．更に，文番号 20 での呼出し
により，以後の出力は停止される． 
なお，サブルーチン LSX は，内部でコンポー
ネントルーチン(SLDL, LDLX)を使用している
ので出力制御はこれらのサブルーチンにも及
んでいる． 
以下は使用例による結果である． 

 
ORDER=3 

****SSL2(A22-51-0202) CONDITION 0**** 
****SSL2(A22-51-0302) CONDITION 0**** 
****SSL2(A22-51-0101) CONDITION 0**** 

SOLUTION VECTOR 
0.1352613E+01 
0.1111623E+00 
0.4999998E+01 
 
ORDER=4 
SOLUTION VECTOR 
0.5000001E+01 
0.3333330E-01 
0.1111110E+00 
0.2499998E+00 
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付 1.5 ASUM(BSUM), DSUM(DBSUM) 

積和計算 （実ベクトル） 
CALL ASUM (A, B, N, IA, IB, SUM) 

 
(1) 機能 

n 次元の実ベクトル a, b が与えられたとき，次の
ような積和を計算する．  

µ = ∑
=

a bi
i

n

i
1

 

ただし，aT=(a1, a2, ... an), bT=(b1, b2, ..., bn)である．
n≥1 であること． 
 
(2) パラメタ 
A ············· 入力．ベクトル a． 

大きさ IA • N の 1 次元配列． 
B ············· 入力．ベクトル b． 

大きさ IB • N の 1 次元配列．  
N ············· 入力．次元 n． 
IA············ 入力．ベクトル a の要素の間隔 (≠0)． 

通常 1 と指定する． 
（使用上の注意②参照） 

IB ············ 入力．ベクトル b の要素の間隔 (≠0)． 
通常 1 と指定する． 
（使用上の注意②参照） 

SUM ······· 出力．積和値 µ． 
（使用上の注意③参照） 

 
(3) 使用上の注意 
a. 注意 
① 本サブルーチンの目的 

数値計算でしばしば現れる積和計算は，その
浮動小数点演算における誤差解析の理論よ
り，精度を上げて計算することが，有効数字
を保持する上で必要であることが知られてい
る． 
本サブルーチンでは，使用する計算機に依存
した最適な方法により精度をあげて計算する
ものである． 

② 配列 A, B 内のデータ間隔 
ベクトル a の要素が，配列 A 上に，間隔 p で
格納されている場合，IA= p と指定すればよ
い． 
同様に，ベクトル b において間隔 q ならば，
IB=q と指定すればよい． 
なお，p, q<0 の場合は，配列 A, B の与え方に
注意すること． 
使用例を参照されたい． 

③ BSUM について 
BSUM の機能は，ASUM と同等であるが，積
和値 µ が倍精度で出力される． 

以下に，ASUM, BSUM, DSUM, DBSUM の比
較を示す． 

 
サブルーチン

名  
使用区分 実パラメタの相違点 

ASUM 単精度用ルーチン A, B, SUM:  単精度 
BSUM A, B:  単精度  

SUM:  倍精度 
DSUM 倍精度用ルーチン A, B, SUM:  培精度 
DBSUM A, B:  倍精度  

SUM:  4 倍精度 
 
したがって，BSUM 又は，DBSUM を使用する
場合には，パラメタ SUM を倍精度又は 4 倍精
度宣言する必要がある．ただし，FORTRAN シ
ステムが 4 倍精度演算機能をサポートしてい
ない場合，DBSUM は使用不可である． 
 

b. 使用例 
n 次の実行列 A (=(aij))が，A (K, N) なる 2 次元
配列に与えられたとき，その m 列と l 行とに
よる次のような積和を計算する．  

∑
=

−+=
n

i
inlimaa

1
1µ  

下図参照． 

 
n≤100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION A(100,100) 
      K=100 
      READ(5,100) N,((A(I,J),I=1,N),J=1,N) 
      READ(5,200) M,L 
      CALL ASUM(A(1,M),A(L,N),N,1,-K,SUM) 
      WRITE(6,150) M,L,SUM 
      STOP 
  100 FORMAT(I5/(4E15.7)) 
  200 FORMAT(2I5) 
  150 FORMAT('1'//10X,'M=',I5,5X,'L=',I5, 
     *5X,'SUM=',E16.7) 
      END 
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付 1.6 CSUM, DCSUM 

積和計算（複素ベクトル） 
CALL CSUM (ZA, ZB, N, IA, IB, ZSUM) 
 

(1) 機能 
n 次元の複素ベクトル a, b が与えられたとき，次

のような積和を計算する． 

∑
=

=
n

i
iiba

1
µ  

ただし，aT=(a1, a2, ..., an), bT=(b1, b2, ...,bn) である．
n≥1 であること． 

 
(2) パラメタ 
ZA ·········· 入力．ベクトル a． 

大きさ IA • N の 1 次元配列．  
ZB ··········· 入力．ベクトル b． 

大きさ IB • N の 1 次元配列．  
N ············· 入力．次元 n． 
IA············ 入力．ベクトル a の要素の間隔 (≠0)． 

通常 1 と指定する． 
（使用上の注意②参照） 

IB ············ 入力．ベクトル b の要素の間隔 (≠0)． 
通常 1 と指定する． 
（使用上の注意②参照） 

ZSUM ····· 出力．積和値 µ．  
 

(3) 使用上の注意 
a. 注意 
① 本サブルーチンの目的 

数値計算でしばしば現れる内積計算は，その
浮動小数点演算における誤差解析の理論よ
り，精度を上げて計算することが，有効数字
を保持する上で必要であることが知られてい
る． 
本サブルーチンでは，使用する計算機に依存
した最適な方法により精度をあげて計算する
ものである． 

② 配列 ZA, ZB 内のデータ間隔 
ベクトル a の要素が，配列 ZA上に，間隔 p で
格納されている場合，IA= p と指定すればよ
い． 
同様に，ベクトル b において間隔 q ならば，
IB=q と指定すればよい． 
なお，p, q<0 の場合は，配列 ZA, ZB の与え方
に注意すること． 
使用例を参照されたい． 

 
b. 使用例 

n 次の複素行列 A (=(aij))が，ZA (K, N) なる 2
次元配列に与えられたとき，その m 列と l 行
とによる次のような積和を計算する．  

∑
−

−+=
n

i
ilnimaa

1
1µ  

下図参照． 

 
n≤100 の場合． 
 

C     **EXAMPLE** 
      DIMENSION ZA(100,100) 
      COMPLEX ZA,ZSUM 
      K=100 
      READ(5,100) N,((ZA(I,J),I=1,N), 
     *            J=1,N) 
      READ(5,200) M,L 
      CALL CSUM(ZA(1,M),ZA(L,N),N,1, 
     *          -K,ZSUM) 
      WRITE(6,150) M,L,ZSUM 
      STOP 
  100 FORMAT(I5/(4E15.7)) 
  200 FORMAT(2I5) 
  150 FORMAT('1'//10X,'M=',I5,5X,'L=',I5, 
     * 5X,'CSUM=',2E16.7) 
      END 
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付 1.7 IRADIX 

浮動小数点演算の基底 
（関数副プログラム）IRADIX(RDX) 
 

(1) 機能 
関数の値は，浮動小数点演算の基底の値が，整

数型で設定される． 
具体的には，表 IRADIX-1 で示される値が設定さ

れる． 
 

表 IRADIX-1 浮動小数点演算の基底 

演算方法 IRADIX 適用例 
2 進法 IRADIX=2 FM シリーズ  

SX/G 100 シリーズ 
16 進法 IRADIX=16 FACOM M シリーズ 

FACOM S シリーズ 
SX/G 200 シリーズ 

(2) パラメタ 
RDX ········ 入力．実数型変数又は定数．実数型であ

れば，数値はいかなるものであってもよ
い． 

 
(3) 使用例 

浮動小数点演算の基底を求める． 
 

C     **EXAMPLE** 
      REAL*4 RDX 
      RDX=IRADIX(RDX) 
      WRITE(6,600) RDX 
  600 FORMAT(//10X,'RDX=',E15.7) 
      STOP 
      END 
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付 1.8 AFMAX, DFMAX, AFMIN, DFMIN 

浮動小数点数の正の最大値及び最小値 

（関数副プログラム） 最大値: AFMAX (X) 
最小値: AFMIN (X) 

 
(1) 機能 

正規化された浮動小数点数の正の最大値 flmax 又
は最小値 flmin を設定する． 

これらの値は計算機の演算方法（2 進法か 16 進
法か）により異なり，また最大値は演算精度（単
精度か倍精度か）によっても異なる．具体的には
表 AFMAX-1 で示される値を設定する． 

 
(2) パラメタ 
X ············ 入力．演算精度に応じて，次のように指

定する． 
単精度:単精度実数型変数又は定数． 
倍精度:倍精度実数型変数又は定数． 
 

ただし，変数又は定数の値は，いかなる
ものでもよい． 
 

(3) 使用例 
単，倍精度に対する最大値，最小値を求める． 
 

C     **EXAMPLE** 
      REAL*4 X0,X1,X2 
      REAL*8 Y0,Y1,Y2,DFMAX,DFMIN 
      X1=AFMAX(X0) 
      X2=AFMIN(X0) 
      Y1=DFMAX(Y0) 
      Y2=DFMIN(Y0) 
      WRITE(6,600) X1,X2,Y1,Y2 
      STOP 
  600 FORMAT(10X,'AFMAX=',E16.7/ 
     *10X,'AFMIN=',E16.7/ 
     *10X,'DFMAX=',D25.17/ 
     *10X,'DFMIN=',D25.17) 
      END 

 

 
 
 

表 AFMAX-1  浮動小数点数の正の最大値及び最小値 

最大値 最小値 
単精度  倍精度  単精度  倍精度  

演算方法 AFMAX DFMAX AFMIN DFMIN 
適用例 

2 進法 (1-2-26) • 2255 (1-2-61) • 2255 2-1
• 2-256 2-1

• 2-256  

16 進法 (1-16-6) • 1663 (1-16-14) • 1663 16-1
• 16-64 16-1

• 16-64 
FACOM M シリーズ 
 FACOM S シリーズ 
SX/G 200 シリーズ 

(1-2-53) • 21024 2-1
• 2-1021 FM シリーズ 2 進法 (1-2-24) • 2128 

(1-2-56) • 2252 
2-1

• 2-125 
2-1

• 2-259 SX/G 100 シリーズ 
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付録 2 
SSL II サブルーチン名一覧表 

本付録は，SSL II のサブルーチン名を，アルフ
ァベット順に並べたものである． 

一覧表は，サブルーチンの利用形態に応じた分 

類に従って，三つに区分されている． 
なお，サブルーチン名は，単精度演算用だけ表

示してある． 
 
 
 

付 2.1 一般サブルーチン 

サブルーチン名  分類コード 使用する副プログラム名* 

AGGM A21-11-0101  
AKHER E11-11-0201 AFMAX 
AKLAG E11-11-0101 AFMAX 
AKMID E11-42-0101  
AKMIN E12-21-0201  
ALU A22-11-0202 AMACH 
AQC8 G23-11-0301 AMACH 
AQE G23-11-0401 AMACH, AFMIN 
AQEH G23-21-0101 AMACH, AFMAX 
AQEI G23-31-0101 AMACH, AFMAX 
AQMC8 G24-13-0101 AMACH 
AQME G24-13-0201 AFMAX, AFMIN, UAQE1, 
  UAQE2, UAQE3, UFN10, 
  UFN20, UFN30, UFN40, 
  AMACH 
AQN9 G23-11-0201 AMACH 
ASSM A21-12-0101  
ASVD1 A25-31-0201 AMACH 
BDLX A52-31-0302  
BICD1 E12-32-1102 UBAS1, UCIO1,ULUI1, 
  UMIO1 
BICD3 E12-32-3302 UBAS1, UCIO3, ULUI3, 
  UMIO3 
BIC1 E12-31-0102 UBAS1, UCIO1,ULUI1, 
  UMIO1 
BIC2 E12-31-0202 UBAS1, UCIO2, ULUI1, 
  UMIO2 
BIC3 E12-31-0302 UBAS1, UCIO3, ULUI3 
  UMIO3 
BIC4 E12-31-0402 UBAS4, UCIO4, ULUI4, 
  UMIO4, UPEP4 
BIFD1 E11-32-1101 UBAS1, UCAD1 
BIFD3 E11-32-3301 UBAS1, UCAD1 
BIF1 E11-31-0101 UBAS1, UCAR1 
BIF2 E11-31-0201 UBAS1, UCAR1 
BIF3 E11-31-0301 UBAS1, UCAR1 
BIF4 E11-31-0401 UBAS4, UCAR4, UPEP4 
BIN I11-81-1201 AMACH,BI0, BI1, AFMIN, 
  AFMAX, ULMAX 
BIR I11-83-0301 AFMIN, AMACH, ULMAX 
BI0 I11-81-0601 AFMAX, ULMAX 
BI1 I11-81-0701 AFMAX, ULMAX 
BJN I11-81-1001 AMACH, BJ0, BJ1, AFMIN, 
  UTLIM 
BJR I11-83-0101 AMACH, AFMIN, UTLIM 
BJ0 I11-81-0201 UTLIM 
BJ1 I11-81-0301 UTLIM 
BKN I11-81-1301 BK0, BK1, ULMAX 
BKR I11-83-0401 AMACH, AFMAX, ULMAX

サブルーチン名 分類コード 使用する副プログラム名* 

BK0 I11-81-0801 ULMAX 
BK1 I11-81-0901 ULMAX 

BLNC B21-11-0202 IRADIX 
BLUX1 A52-11-0302  
BLU1 A52-11-0202 AMACH 
BMDMX A52-21-0302  
BSCD2 E32-32-0202 UBAS0, UCDB2, UPOB2,  
  UPCA2, UREO1 
BSCT1 B21-21-0502 AMACH 
BSC1 E32-31-0102 UBAR1, UCAO1, UCDB1, 
  UNCA1, UREO1 
BSC2 E32-31-0202 UBRS0, UCDB2, UPOB1, 
  UPCA1, UREO1, AFMAX 
BSEG B51-21-0201 AMACH,BSCT1, BSVEC, 
  BTRID 
BSEGJ B51-21-1001 AMACH, BDLX, MSBV, 
  SBDL, TEIG1, TRBK, 
  TRID1, UCHLS, UESRT 
BSFD1 E31-32-0101 UBAS1, UCAR2 
BSF1 E31-31-0101 UBAS1, UCAR1 
BSVEC B51-21-0402 AMACH 
BTRID B51-21-0302 AMACH 
BYN I11-81-1101 BY0, BY1, UBJ0, UBJ1, 
  UTLIM 
BYR I11-83-0201 AMACH, AFMAX, UTLIM, 
  ULMAX 
BY0 I11-81-0401 UBJ0, UTLIM 
BY1 I11-81-0501 UBJ1, UTLIM 
CBIN I11-82-1101 AMACH, ULMAX 
CBJN I11-82-1301 AMACH, ULMAX 
CBJR I11-84-0101 AMACH, ULMAX 
CBKN I11-82-1201 CBIN, AMACH, ULMAX, 
  UTLIM 
CBLNC B21-15-0202 IRADIX 
CBYN I11-82-1401 CBIN, CBKN, AMACH, 
  ULMAX, UTLIM 
CEIG2 B21-15-0101 CBLNC, CHES2, CNRML,  
  AMACH, CSUM, IRADIX 
CELI1 I11-11-0101  
CELI2 I11-11-0201  
CFRI I11-51-0201 UTLIM 
CFT F12-15-0101 CFTN, PNR 
CFTM F12-11-0101 UCFTM 
CFTN F12-15-0202  
CFTR F12-15-0302  
CGSBM A11-40-0101  
CGSM A11-10-0101  
CHBK2 B21-15-0602  
CHES2 B21-15-0302 AMACH, CSUM 
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サブルーチン名  分類コード 使用する副プログラム名* 

CHSQR B21-15-0402 AMACH 
CHVEC B21-15-0502 AMACH, CSUM 
CJART C22-15-0101 AMACH, CQDR, UCJAR 
CLU A22-15-0202 AMACH, CSUM 

CLUIV A22-15-0602 CSUM 
CLUX A22-15-0302 CSUM 
CNRML B21-15-0702  
COSI I11-41-0201 UTLIM 
CQDR C21-15-0101  
CSBGM A11-40-0201  
CSBSM A11-50-0201  
CSGM A11-10-0201  
CSSBM A11-50-0101  
CTSDM C23-15-0101 AMACH, AFMAX, AFMIN 
ECHEB E51-30-0201  
ECOSP E51-10-0201  
EIGI B21-11-0101 AMACH, BLNC, HES1, 
  IRADIX 
ESINP E51-20-0201  
EXPI I11-31-0101 ULMAX, AFMAX 
FCHEB E51-30-0101 AMACH, UTABT, UCOSM 
FCOSF E51-10-0101 AMACH, UTABT, UCOSM,
  UNIFC 
FCOSM F11-11-0201 UCOSM, UPNR2, UTABT 
FCOST F11-11-0101 UCOSM, UPNR2, UTABT 
FSINF E51-20-0101 AMACH, UTABT, USINM, 
  UNIFC 
FSINM F11-21-0201 USINM, UPNR2, UTABT 
FSINT F11-21-0101 USINM, UPNR2, UTABT 
GBSEG B52-11-0101 AMACH, MSBV, TRID1, 
  TEIG1, TRBK, UCHLS, 
  UBCHL, UBCLX, UESRT 
GCHEB E51-30-0301  
GINV A25-31-0101 ADVD1, AMACH 
GSBK B22-21-0402  
GSCHL B22-21-0302 AMACH, UCHLS 
GSEG2 B22-21-0201 AMACH, GSBK, GSCHL, 

TRBK, TRID1, UCHLS, 
UTEG2 

HAMNG H11-20-0121 AMACH, RKG 
HBK1 B21-11-0602 NRML 
HEIG2 B21-25-0201 AMACH, TEIG2, TRBKH, 

TRIDH, UTEG2 
HES1 B21-11-0302 AMACH 
HRWIZ F20-02-0201 AMACH 
HSQR B21-11-0402 AMACH 
HVEC B21-11-0502 AMACH 
ICHEB E51-30-0401  
IERF I11-71-0301 IERFC 
IERFC I11-71-0401 IERF 
IGAM1 I11-61-0101 AMACH, IGAM2, AFMAX, 

EXPI, ULMAX 
IGAM2 I11-61-0201 AMACH, EXPI, ULMAX, 

AFMAX 
INDF I11-91-0301 IERF, IERFC 
INDFC I11-91-0401 IERF, IERFC 
INSPL E12-21-0101  
LAPS1 F20-01-0101 AFMAX 
LAPS2 F20-02-0101 LAPS1, HRWIZ, AFMAX, 

AMACH 
LAPS3 F20-03-0101  
LAX A22-11-0101 ALU, AMACH, LUX 
LAXL A25-11-0101 AMACH, ULALB, ULALH 
LAXLM A25-21-0101 ADVD1, AMACH 
LAXLR A25-11-0401 AMACH, MAV, ULALB 
LAXR A22-11-0401 AMACH, LUX, MAV 
LBX1 A52-11-0101 AMACH, BLUX1, BLU1 
LBX1R A52-11-0401 AMACH, BLUX1, MBV 
LCX A22-15-0101 AMACH, CLU, CLUX, 

CSUM 
LCXR A22-15-0401 AMACH, CLUX, CSUM, 

MCV 

サブルーチン名 分類コード 使用する副プログラム名* 

LDIV A22-51-0702  
LDLX A22-51-0302  
LESQ1 E21-20-0101 AMACH 
LMINF D11-30-0101 AMACH 
LMING D11-40-0101 AMACH 

LOWP 
 
LPRS1 

C21-41-0101 
 
D21-10-0101 

AMACH, RQDR, UREDR, 
U3DEG 
ALU, LUIV, AMACH 

LSBIX A52-21-0101 SBMDM, BMDMX, 
AMACH 

LSBX A52-31-0101 AMACH, BDLX, SBDL 
LSBXR A52-31-0401 AMACH, BDLX, MSBV 
LSIX A22-21-0101 AMACH, MDMX, SMDM, 

USCHA 
LSIXR A22-21-0401 MDMX, MSV, AMACH 
LSTX A52-31-0501 AMACH 
LSX A22-51-0101 AMACH, LDLX, SLDL 
LSXR A22-51-0401 AMACH, LDLX, MSV 
LTX A52-11-0501 AMACH 
LUIV A22-11-0602  
LUX A22-11-0302  
MAV A21-13-0101  
MBV A51-11-0101  
MCV A21-15-0101  
MDMX A22-21-0302  
MGGM A21-11-0301  
MGSM A21-11-0401  
MINF1 D11-10-0101 AMACH, LDLX, UMLDL 
MING1 D11-20-0101 AMACH, AFMAX, MSV 
MSBV A51-14-0101  
MSGM A21-12-0401 CSGM, MGGM 
MSSM A21-12-0301 CSGM, MGSM 
MSV A21-14-0101  
NDF I11-91-0101  
NDFC I11-91-0201  
NLPG1 D31-20-0101 AMACH, UQP, UNLPG 
NOLBR C24-11-0101 AMACH 
NOLF1 D15-10-0101 AMACH 
NOLG1 D15-20-0101 AMACH 
NRML B21-11-0702  
ODAM H11-20-0141 AMACH, UDE, USTE1, 

UINT1 
ODGE H11-20-0151 AMACH, USDE,UINT2, 

USTE2, USETC, USETP, 
USOL, UADJU, UDEC 

ODRK1 H11-20-0131 AMACH, URKV, UVER 
PNR F12-15-0402  
RANB2 J12-20-0101  
RANE2 J11-30-0101 RANU2 
RANN1 J11-20-0301  
RANN2 J11-20-0101 RANU2 
RANP2 J12-10-0101 ULMAX 
RANU2 J11-10-0101  
RANU3 J11-10-0201 RANU2 
RATF1 J21-10-0101 UX2UP 
RATR1 J21-10-0201 UX2UP 
RFT F11-31-0101 CFTN, PNR, URFT 
RJETR C22-11-0111 AFMAX, AFMIN, AMACH, 

IRADIX, RQDR, UJET 
RKG H11-20-0111  
RQDR C21-11-0101 AMACH 
SBDL A52-31-0202 AMACH 
SBMDM A52-21-0202 AMACH 
SEIG1 B21-21-0101 AMACH,TEIG1, TRID1, 

TRBK 
SEIG2 B21-21-0201 AMACH, TEIG2, TRBK, 

TRID1, UTEG2 
SFRI I11-51-0101 UTLIM 
SGGM A21-11-0201  
SIMP1 G21-11-0101  
SIMP2 G23-11-0101 AMACH 
SINI I11-41-0101 UTLIM 
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サブルーチン名  分類コード 使用する副プログラム名* 

SLDL A22-51-0202 AMACH 
SMDM A22-21-0202 AMACH, USCHA 
SMLE1 E31-11-0101  
SMLE2 E31-21-0101  
SPLV E11-21-0101 USPL 
SSSM A21-12-0201  
TEIG1 B21-21-0602 AMACH 
TEIG2 B21-21-0702 AMACH, UTEG2 

TRAP 
TRBK 

G21-21-0101 
B21-21-0802 

 

TRBKH B21-25-0402  
TRIDH B21-25-0302 AMACH 
TRID1 B21-21-0302 AMACH 
TRQL B21-21-0402 AMACH 
TSDM C23-11-0111 AFMAX, AFMIN, AMACH 
TSD1 C23-11-0101 AMACH 

* “使用する副プログラム名”の欄には，各サブルーチン
が，内部で呼び出す福プログラム（ただし，補助サブルー
チン MGSSL は除く）名が記入されている．  
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付 2.2 スレープサブルーチン 

スレーブ 
ルーチン名  呼出しサブルーチン名 

スレーブ 
ルーチン名  呼出しサブルーチン名 

UADJU ODGE  ULU14 BIC4 
UAQE1 AQME UMIO1 BICD1, BIC1 
UAQE2 AQME UMIO2 BIC2 
UAQE3 AQME UMIO3 BICD3, BIC3 
UBAR1 BSC1 UMIO4 BIC4 
UBAS0 BSCD2, BSC2 UMLDL MINF1 
UBAS1 BICD1, BICD3, BIC1, BIC2, BIC3, BIFD1, 

BIFD3, BIF1, BIF2, BIF3, BSF1,BSFD1 
UNCA1 
UNIFC 

BSC1 
FSINF, FCOSF 

UBAS4 BIC4, BIF4 UNLPG NLPG1 
UBCHL GBSEG UPCA1 BSC2 
UBCLX GBSEG UPCA2 BSCD2 
UBJ0 BY0 UPEP4 BIF4 
UBJ1 BY1 UPNR2 FCOSM, FCOST, FSINM, FSINT 
UCAD1 BIFD1, BIFD3 UPOB1 BSC2 
UCAO1 BSC1 UPOB2 BSCD2 
UCAR1 BIF1, BIF2, BIF3, BSF1 UQP NLPG1 
UCAR2 BSFD1 UREO1 BSC1, BSC2, BSCD2 
UCAR4 BIF4 UREDR LOWP 
UCDB1 BSC1 URFT RFT 
UCDB2 BSCD2, BSC2 URKV ODRK1 
UCFTM CFTM USCHA SMDM 
UCHLS BSEGJ, GBSEG, GSCHL, GSEG2 USDE ODGE 
UCIO1 BICD1, BIC1 USETC ODGE 
UCIO2 BIC2 USETP ODGE 
UCIO3 BICD3, BIC3 USINM FSINM, FSINT 
UCIO4 BIC4 USOL ODGE 
UCJAR CJART USPL SPLV 
UCOSM FCOSM, FCOST USTE1 ODAM 
UDE 
UDEC 

ODAM 
ODGE 

USTE2 ODGE 

UESRT BSEGJ, GBSEG UTABT FCOSM, FCOST, FSINM, FSINT 
UFN10 AQME UTEG2 GSEG2, TEIG2 
UFN20 AQME UTLIM BJR, BJ0, BJ1, BYR,BY0, BY1 ,CBKN, 

CFRI, COSI, SFRI, SINI 
UFN30 AQME UVER ODRK1 
UFN40 AQME UX2UP RATF1, RATR1 
UINT1 ODAM U3DEG LOWP 
UINT2 ODGE   
UJET RJETR   
ULALB LAXL, LAXLR   
ULALH LAXL  
ULMAX BIR, BI0, BI1, BKR, BK0, BK1, BYR, CBIN, 

CBJN, CBJR, CBKN, EXPI, IGAM2, RANP2 
  

ULUI1 BICD1, BIC1, BIC2   
ULU13 BICD3, BIC3   

 
［注意］ 各スレーブサブルーチンは，“呼出しサブルーチン名”の欄に記入されているサブルーチンにより直接呼

び出される．
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付 2.3 補助サブルーチン 

補助サブ 
ルーチン名 

呼出しサブルーチン名 

AMACH （多くの一般サブルーチン,スレーブ
サブルーチンが呼び出している．）

MGSET （SSL II サブルーチン利用者が呼び
出すものである．） 

MGSSL （すべての一般サブルーチンが呼び
出している．） 

IRADIX BLNC, CBLNC, RJETR 
ASUM  
BSUM  
CSUM GEIG2, CHES2, CHVEC, CLU, 

CLUX, CLUIV 
AFMAX AKHER, AKLAG, AQME, BI0, BI1, 

BKR, BYR, CTSDM, EXPI, IGAM2, 
MING1, RJETR, TSDM, UPOB1 

AFMIN AQE, AQME, BIN, BIR, BJN, BJR, 
CTSDM, RJETR, TSDM 

［注意］ 付録 1.を参照すること． 
なお，MGSET は MGSSL の 2 次入口であ
る．各補助サブルーチンは，“呼出しサブ
ルーチン名”の欄に記入されているサブル
ーチンにより直接呼び出される．
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付録 3 
分類コードとサブルーチン名 
対応表

A. 線型計算 

分類コード サブルーチン名 
A11-10-0101 CGSM 
A11-10-0201 CSGM 
A11-40-0101 CGSBM 
A11-40-0201 CSBGM 
A11-50-0101 CSSBM 
A11-50-0201 CSBSM 
A21-11-0101 AGGM 
A21-11-0201 SGGM 
A21-11-0301 MGGM 
A21-11-0401 MGSM 
A21-12-0101 ASSM 
A21-12-0201 SSSM 
A21-12-0301 MSSM 
A21-12-0401 MSGM 
A21-13-0101 MAV 
A21-14-0101 MSV 
A21-15-0101 MCV 
A22-11-0101 LAX 
A22-11-0202 ALU 
A22-11-0302 LUX 
A22-11-0401 LAXR 
A22-11-0602 LUIV 
A22-15-0101 LCX 
A22-15-0202 CLU 
A22-15-0302 CLUX 
A22-15-0401 LCXR 
A22-15-0602 CLUIV 
A22-21-0101 LSIX 
A22-21-0202 SMDM 
A22-21-0302 MDMX 
A22-21-0401 LSIXR 
A22-51-0101 LSX 
A22-51-0202 SLDL 
A22-51-0302 LDLX 
A22-51-0401 LSXR 
A22-51-0702 LDIV 
A25-11-0101 LAXL 
A25-11-0401 LAXLR 
A25-21-0101 LAXLM 
A25-31-0101 GINV 
A25-31-0201 ASVD1 
A51-11-0101 MBV 
A51-14-0101 MSBV 
A52-11-0101 LBX1 
A52-11-0202 BLU1 
A52-11-0302 BLUX1 
A52-11-0401 LBX1R 
A52-11-0501 LTX 
A52-21-0101 LSBIX 

 
分類コード サブルーチン名

A52-21-0202 SBMDM 
A52-21-0302 BMDMX 
A52-31-0101 LSBX 
A52-31-0202 SBDL 
A52-31-0302 BDLX 
A52-31-0401 LSBXR 
A52-31-0501 LSTX 

 
 
 
 

B. 固有値固有ベクトル 

分類コード サブルーチン名
B21-11-0101 EIG1 
B21-11-0202 BLNC 
B21-11-0302 HES1 
B21-11-0402 HSQR 
B21-11-0502 HVEC 
B21-11-0602 HBK1 
B21-11-0702 NRML 
B21-15-0101 CEIG2 
B21-15-0202 CBLNC 
B21-15-0302 CHES2 
B21-15-0402 CHSQR 
B21-15-0502 CHVEC 
B21-15-0602 CHBK2 
B21-15-0702 CNRML 
B21-21-0101 SEIG1 
B21-21-0201 SEIG2 
B21-21-0302 TRID1 
B21-21-0402 TRQL 
B21-21-0502 BSCT1 
B21-21-0602 TEIG1 
B21-21-0702 TEIG2 
B21-21-0802 TRBK 
B21-25-0201 HEIG2 
B21-25-0302 TRIDH 
B21-25-0402 TRBKH 
B22-21-0201 GSEG2 
B22-21-0302 GSCHL 
B22-21-0402 GSBK 
B51-21-0201 BSEG 
B51-21-0302 BTRID 
B51-21-0402 BSVEC 
B51-21-0001 BSEGJ 
B52-11-0101 GBSEG 

C. 非線型計算 

分類コード サブルーチン名 
C21-11-0101 RQDR 
C21-15-0101 CQDR 
C21-11-0101 LOWP 
C22-11-0111 RJETR 
C22-15-0101 CJART 
C23-11-0101 TSD1 
C23-11-0111 TSDM 
C23-15-0101 CTSDM 
C24-11-0101 NOLBR 

 
 
 
 

D. 極値問題 

分類コード サブルーチン名
D11-10-0101 MINF1 
D11-20-0101 MING1 
D11-30-0101 LMINF 
D11-40-0101 LMING 
D15-10-0101 NOLF1 
D15-20-0101 NOLG1 
D21-10-0101 LPRS1 
D31-20-0101 NLPG1 
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E. 補間・近似 

分類コード サブルーチン名 
E11-11-0101 AKLAG 
E11-11-0201 AKHER 
E11-21-0101 SPLV 
E11-31-0101 BIF1 
E11-31-0201 BIF2 
E11-31-0301 BIF3 
E11-31-0401 BIF4 
E11-32-1101 BIFD1 
E11-32-3301 BIFD3 
E11-42-0101 AKMID 
E12-21-0101 INSPL 
E12-21-0201 AKMIN 
E12-31-0102 BIC1 
E12-31-0202 BIC2 
E12-31-0302 BIC3 
E12-31-0402 BIC4 
E12-32-1102 BICD1 
E12-32-3302 BICD3 
E21-20-0101 LESQ1 
E31-11-0101 SMLE1 
E31-21-0101 SMLE2 
E31-31-0101 BSF1 
E32-31-0102 BSC1 
E32-31-0202 BSC2 
E31-32-0101 BSFD1 
E32-32-0202 BSCD2 
E51-10-0101 FCOSF 
E51-10-0201 ECOSP 
E51-20-0101 FSINF 
E51-20-0201 ESINP 
E51-30-0101 FCHEB 
E51-30-0201 ECHEB 
E51-30-0301 GCHEB 
E51-30-0401 ICHEB 

 
 
 
 

F. 変換 

分類コード サブルーチン名 
F11-11-0101 FCOST 
F11-11-0201 FCOSM 
F11-21-0101 FSINT 
F11-21-0201 FSINM 
F11-31-0101 RFT 
F12-11-0101 CFTM 
F12-15-0101 CFT 
F12-15-0202 CFTN 
F12-15-0302 CFTR 
F12-15-0402 PNR 
F20-01-0101 LAPS1 
F20-02-0101 LAPS2 
F20-02-0201 HRWIZ 
F20-03-0101 LAPS3 

G. 数値微積分 

分類コード サブルーチン名
G21-11-0101 SIMP1 
G21-21-0101 TRAP 
G23-11-0101 SIMP2 
G23-11-0201 AQN9 
G23-11-0301 AQC8 
G23-11-0401 AQE 
G23-21-0101 AQEH 
G23-31-0101 AQEI 
G24-13-0101 AQMC8 
G24-13-0201 AQME 

 
 
 
 

H. 微分方程式 

分類コード サブルーチン名
H11-20-0111 RKG 
H11-20-0121 HAMNG 
H11-20-0131 ODRK1 
H11-20-0141 ODAM 
H11-20-0151 ODGE 

 
 
 
 

I. 特殊関数 

分類コード サブルーチン名
I11-11-0101 CELI1 
I11-11-0201 CELI2 
I11-31-0101 EXPI 
I11-41-0101 SINI 
I11-41-0201 COSI 
I11-51-0101 SFRI 
I11-51-0201 CFRI 
I11-61-0101 IGAM1 
I11-61-0201 IGAN2 
I11-71-0301 IERF 
I11-71-0401 IERFC 
I11-81-0201 BJ0 
I11-81-0301 BJ1 
I11-81-0401 BY0 
I11-81-0501 BY1 
I11-81-0601 BI0 
I11-81-0701 BI1 
I11-81-0801 BK0 
I11-81-0901 BK1 
I11-81-1001 BJN 
I11-81-1101 BYN 
I11-81-1201 BIN 
I11-81-1301 BKN 
I11-82-1101 CBIN 
I11-82-1201 CBKN 
I11-82-1301 CBJN 
I11-82-1401 CBYN 
I11-83-0101 BJR 
I11-83-0201 BYR 
I11-83-0301 BIR 
I11-83-0401 BKR 
I11-84-0101 CBJR 
I11-91-0101 NDF 
I11-91-0201 NDFC 
I11-91-0301 INDF 
I11-91-0401 INDFC 

J. 擬似乱数 

分類コード サブルーチン名 
J11-10-0101 RANU2 
J11-10-0201 RANU3 
J11-20-0101 RANN2 
J11-20-0301 RANN1 
J11-30-0101 RANE2 
J12-10-0101 RANP2 
J12-20-0101 RANB2 
J21-10-0101 RATF1 
J21-10-0201 RATR1 
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著作者氏名と著作物の索引 

著作者氏名 サブルーチン名 項目 

田 中 正 次 ODRK1 連立 1 階常微分方程式（ルンゲ・タック・ヴァーナー法） 
二 宮 市 三 CGSBM 行列格納モードの変換（一般モード→対称バンド行列用圧縮モード） 

 CSBGM 行列格納モードの変換（対称バンド行列用圧縮モード→一般モード） 
 CSSBM 行列格納モードの変換（対称行列用圧縮モード→対称バンド行列用圧縮モード）

 CSBSM 行列格納モードの変換（対称バンド行列用圧縮モード→対称行列用圧縮モード）

 LSBIX 実対称バンド行列の連立 1 次方程式（ブロック対角ピボッティング手法） 
 SBMDM 実対称バンド行列の MDMT 分解（ブロック対角ピボッティング手法） 
 BMDMX MDMT 分解された実対称バンド行列の連立 1 次方程式 
 LAXLM 実行列の最小二乗最小ノムル解（特異値分解法） 
 ASVD1 特異値分解（ハウスホルダー法，QR 法） 
 GINV 一般逆行列（特異値分解法） 
 CEIG2 複素行列の固有値及び固有ベクトル（QR 法） 
 CBLNC 複素行列の平衡化 
 CHES2 複素行列のヘッセルベルグ行列化（安定基本相似変換） 
 CHSQR 複素ヘッセンベルグ行列の固有値（QR 法） 
 CHVEC 複素ヘッセンベルグ行列の固有ベクトル（逆反復法） 
 CHBK2 複素行列の固有ベクトルへの逆変換 
 CNRML 複素行列の固有ベクトルの正規化 
 BSEG 実対称バンド行列の固有値及び固有ベクトル 

（ルティスハウザー・シュワルツ法，バイセクション法，逆反復法） 
 BTRID 実対称バンド行列の三重対角行列への変換（ルティスハウザー・シュワルツ法）

 BSVEC 実対称バンド行列の固有ベクトル（逆反復法） 
 BSEGJ 実対称バンド行列の固有値及び固有ベクトル（ジェニングス法） 
 GBSEG 実対称バンド行列の一般固有値及び固有ベクトル（ジェニングス法） 
 AQN9 1 次元有限区間積分（関数入力，適応型ニュートン・コーツ 9 点則） 
 IERF 逆誤差関数 erf- -1 (x) 
 IERFC 逆余誤差関数 erfc -1 (x) 
 NDF 正規分布関数 φ (x) 
 INDF 逆正規分布関数 φ -1 (x) 
 NDFC 余正規分布関数 ψ(x) 
 INDFC 逆余正規分布関数ψ-1 (x) 
 RANNI 正規乱数の生成（高速型） 

鳥 居 達 生 FCOSF 偶関数の cosine 級数展開（関数入力，高速 cosine 変換） 
 ECOSP cosine 級数の求和 
 FSINF 奇関数の sine 級数展開（関数入力，速度 sine 交換） 
 ESINP sine 級数の求和 
 FCHEB 実関数のチェビシェフ級数展開 
 ECHEB チェビシェフ級数の求和 
 GCHEB チェビシェフ級数の導関数 
 ICHEB チェビシェフ級数の不定積分 
 FCOST 離散型 consine 変換（台形公式，2 基底 FFT） 
 FCOSM 離散型 consine 変換（中点公式，2 基底 FFT） 
 FSINT 離散型 sine 変換（台形公式，2 基底 FFT） 
 FSINM 離散型 sine 変換（中点公式，2 基底 FFT） 
長 谷 川 武 光 AQC8 1 次元有限区間積分（関数入力，クレンショー・カーチス型積分法） 
 AQMC8 多次元有限領域積分（関数入力，クレンショー・カーチス型積分法） 
秦 野 和 郎 BICD1 B-spline 2 次元補間式 (I -I) 
 BICD3 B-spline 2 次元補間式 (III-III) 
 BIC1 B-spline 補間式 (I) 
 BIC2 B-spline 補間式 (II) 
 BIC3 B-spline 補間式 (III) 
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 BIC4 B-spline 補間式 (IV) 
秦 野 和 郎 BIFD1 B-spline 2 次元補間式 (I-I) による補間，数値微分，数値積分 

 BIFD3 B-spline 2 次元補間式 (III-III) による補間，数値微分，数値積分 
 BIF1 B-spline 補間式 (I) による補間，数値微分，数値積分 
 BIF2 B-spline 補間式 (II) による補間，数値微分，数値積分 
 BIF3 B-spline 補間式 (III) による補間，数値微分，数値積分 
 BIF4 B-spline 補間式 (IV) による補間，数値微分，数値積分 
 BSCD2 B-spline 2 次元平滑化式（節点追加方式） 
 BSC1 B-spline 平滑化式（固定節点） 
 BSC2 B-spline 平滑化式（節点追加方式） 
 BSFD1 B-spline 2 次元平滑化式による平滑化，数値微分，数値積分 
 BSF1 B-spline 平滑化式による平滑化，数値微分，数値積分 

秦 野 甯 世 AKMID 2 次元準エルミート補間式による補間 
 AQE 1 次元有限区間積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 
 AQEH 1 次元半無限区間積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 
 AQEI 1 次元全無限区間積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 
 AQME 多次元積分（関数入力，二重指数関数型積分公式） 
吉 田 年 雄 CBIN 複素変数第 1 種整数次変形ベッセル関数 In (z) 
 CBKN 複素変数第 2 種整数次変形ベッセル関数 Kn (z) 
 CBJN 複素変数第 1 種整数次ベッセル関数 Jn (z)  
 CBYN 複素変数第 2 種整数次ベッセル関数 Yn (z)  
 BJR 第 1 種実数次ベッセル関数 Jv (x) 
 BYR  第 2 種実数次ベッセル関数 Yv (x) 
 BIR 第 1 種実数次変形ベッセル関数 Iv (x) 
 BKR 第 2 種実数次変形ベッセル関数 Kv  (x) 
 CBJR 複素変数第 1 種実数次ベッセル関数 Jv (x) 
刀 根  薫 LMINF 1 変数関数の極小化（微係数不要，2 次補間法） 
 LMING 1 変数関数の極小化（微係数要，3 次補間法） 
 MING1 多変数関数の極小化（微係数要，準ニュートン法） 
 NOLF1 関数二乗和の極小化（微係数不要，改訂マルカート法） 
 NOLG1 関数二乗和の極小化（微係数要，改訂マルカート法） 
 NLPG1 非線形計画問題（微係数要，パウエル法） 
古 林  隆 LPRS1 線形計画問題（改訂シンプレックス法） 
細 野 敏 夫 LAPS1 ラプラス変換（複素右半平面で正則な有理関数） 
 LAPS2 ラプラス変換（一般の有理関数） 
 LAPS3 ラプラス変換（一般関数） 
 HRWIZ Hurwitz 多項式の判定 
L.F. Shampine ODAM   注） 連立１階常微分方程式（アダムス法） 
A.C. 
Hindmarsh ODGE    注） スティフ連立１階常微分方程式（ギア法） 

 
注）このプログラムは，米国のアルゴンヌ国立研究所コードセンタ ( ANL-NESC) に登録されているものに基づいてい

る．このプログラムの原版は，同センタから直接入手することができる．  
NESC: National Energy Software Center  
 Argonne National Laboratory  
 9700 South Cass Avenue  
 Argonne, IIIinois 60439  
 U.S.A.  
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